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VORWORT 

Das vorliegencle Werk ist von uns in vieljahriger gemeinsamer Arbeit geschafifen 
worclen. Wenn aucli die Fundainente schon seit Jahrzehnten vorbanden waren, so 
stellten sich dem Aufbau der Tbeorie sowohl hinsichtlich der strengen BeweisfClhruiig 
wie hinsichtlicla der klaren Darstellung dock so mannigfache Schwierigkeiten entgegen, 
dafi keiner von uns beiden filr sich allein imstande gewesen ware, sie zu tlberwinden. 
Das im ersten I’eil zur Gewinnung des Fundamentalsatzes der Theoiie eingeschlagene 
Verfahren hatte bei allgemeinerer Fassung der Hilfssatze I, II durch ein wesentlicli 
kiirzeres ersetzt werden konnen; wir glaulDten jedoch dem zwar etwas langeren, dafiir aber 
leichter verstilndlichen Verfahren hier den Vorzug geben zu sollen. Besondere Schwierig- 
keiten hat uns die gegen Ende des zweiten Teiles durchgefuhrte Erzeugung der Eie- 
MANN’schen Thetafunktion bereitet; sie gelang uns erst, nachdem die im vierten Ab- 
schnitt am Schlusse des achten Artikels stehende Eosx’sche Gleichimg gewonnen und 
damit die Art der Abhangigkeit der EiEMANN’schen Konstanten • • •, von der 
Beschallenheit der vorgegebenen l)-fach zusammenhangenden Flache T und von 

dem Charakter des zur Yerwandlung dieser Flache in eine einfach zusammenhangende 
Ifliiche benutzten Schnittsystems anfgedeckt war. 

Die 'riieorie der PiiYM’schen Funktionen Ordnung, die dadurch charakterisiert 
sind, daB sie in Grupxoen von N Funktionen beim Uberschreiten der Schnitte lineare 
'rransformationen erleiden und zugleich durch voneinander unabhangige Grenz- und 
Unstotigkeitsbedingungen vollstaudig bestimmt werden kdnnen, laBt sich mit Hilfe des 
allgemeinen PuYM’schen Modulsatzes in ganz analoger Weise durchluhren, wie es hier 
filr die Funktionen erster Ordnung geschehen ist. Wir hoffen, daB es uns vergonnt ist, 
auch diese, in ihren Grundziigen langst vorhaudene, Theorie in gemeinsamer Arbeit 
ansfilhrlich zu entwickeln. 

Wflrzburg, im Juli 1911. 
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Erster Abschnitt. 


lutpgrjilion der partielkii DifferentialgleicLuiig A«=0 fiir eiiie Kreisflaclie l)ei 
vorgogeheiier, den Bediiigiingen dei* Endliclilceit nnd Iiitegrierharkeit geniigeiider 

Randfiiiiktion. 


1 . 

In (iiiKir EhoTK', sei ('.inn Kivisfiache niit dem Radius 11 gegeben (s. Pig. 1). Ihren 
Milbdptniki: () iinlniu^ iiiiMi '/mu Anliuigsijunkt eiues recUtwinkligen Koordinateusystenis 
mil, d(vii Aclis((u OX, OY mid bozeichiie uiit x,y die 
Ivooi'dinateu irguud (vines Pmdvtcs cd iui Imuvrn der 
Kreisllilelie. in be'/iig aiil' dieses Konvdinatensystein, 
mil. r, / (11;', AL) weine Polarkooi'dinaten in bezug auf 
ein l‘()lai'k()(n'dinal,ensyst.ein, (lessen Pol der Pmikt 0, 

(lessen Pol:i,r;i,c.|ise die .V-vVelise ist, uiid bei dem der 
posil.ive Drelimigssiiin so gewi'dili. ist, daB eine Drelmng 

mn (lie positive Rielitung der A-Aclise in die positive 

Riehtmig der )'-Aebse nberfidirt. Entsprecheud be- 
zeioline ni:ui mit -/y die reelitvvinkligen Ko(jrdinateu 
eiiK's Pnnktes aid' dem Raiido ill der KniisHacluv, mit 
II,, (/' (o-',,.--v;r) s(‘ine Polarkoordinatcn. Es bestehen daun 
die He/.ii'linngen; 

j; =-■ r cos A ^ = EcoB(p, 

1/ r sin A tj^Bsmcp. 

Pfir einen diese Ivroisilaclie in seinem Innern entlialtenden Teil (der Ebene sei 
mm eine reelle, eiuvvertigo Fnnktiou u der bidden reellen unabbaugigen Veranderliclien 
X, n gegeben, widclie den folgendeii Bedinguugen geniigt. POr alle Punkte der Kreis- 
liacln', d. h. sowolil fiir die tin Iiinern als anch Pur die auf dem Rande gelegenen Punkte, 
soil die Punktion u stetig sein; in derselben Ausd(vbnung sollen die partiellen Derivierten 

P-'U, 1. 1 




Erster Abschuitt. 


in /JL ^ !l!L , existieren imd ebenfalls stetig sein; endlich sollen die zweiten Derivierten 
die rileidiuiig A« = 0 erfillleii. Fill- jede solche Pimktion u lilBt sich dann der 

Wert der ihr fur eiueu Punkt c/’ im Innern der Kreisflilche zukounnt, durcli die 
Werte, welclie sie auf dem Rande 3i besitzt, ausdriicken. 

Urn zu dieseiu Ausdrucke zu gelangen, definiere man zu der gegebeuen Funktiou ti 
eine neue Funktiou c- durch die Gleichung: 






indeni man unter ;/■, y die Koordinaten eines Punlctes der Kreisflache versteht uud dom 
vom Puiikte ( i, 0 bis zum Punkte a:, y sich erstrecivenden Integrations wego die Bedingung 
auferlegt, nicbt aus der Kreisdadie herauszutreten. Die so definierte Funktiou v la'sitzt 
dann, da das binter dem Integralzeicben stebende zweigliedrige Ditferential infolgc den: 
Gleicbung A« = (,i ein vollstilndiges ist, fflr jeden Punkt der Kreistlacbe eineu vom 
Integrationsweg unabhaugigen, mit x, y sicb stetig andernden Wert, nnd ihre erst(m 
Derivierten sind mit den ersten Derivierten von u verknupft durch die Gleicbuug(ni: 


du dv du dv 

dx dy ^ dy dx 

Daiuus folgt aber weiter, dafi die Funktiou iv = u + vi eine fur alle Punkte dt'.r Ivreis- 
ilacbe einwertige und stetige Funktiou der komplexen Veranderlicben z = x + yi ist. 

Bezeiebnet man nun den Wert, den diese Funktiou tv fiir den im Jnnern (bn- 
Kreisflache gelegeuen Punkt 6? mit den rechtwinkligen Koordinaten x, y und don Pobu-- 
koordinaten r, t besitzt, mit to, (^ = a + yi = re"), den Wert, den sie fur eiiuni Pimk't 
des Randes mit den recbtwmkligen Koordinaten tj und den Pobirkoor-dinaten It, <f> 
besitzt, mit w.{i; = ^ + yi = so lilfit sicb zunaebst der Wert tv, durch die Rand- 

werte tv. ausdriicken mit Hilfe der CAUCHYSchen Fundamentalformel : 


(lo-J 



bei dei das Integml in positiver Richtung, cl. b. entspreebend dem positiven Drebungs- 
sinn des Polarkoordinateusystems, tlber den Rand iR der Kreisflacbe zu erstrecken ist. 
Weiter bestebt aber aucb, wenn man unter z die zu a: + yi = re"' konjugierte Grbflc! 
x — yi = re~“ verstebt, die Gleichung: 



Integratiou der Gleichiing = n fiir eine Kreistliiohe. 


da die komplexe Gi-ofie ^ e" deiii auBerhalh der Kreisflikdie lielegenen Punkte cd 
mit den Polarkoordinaten t eutspriclit. Fiilirt man jetzt in die Ijeiden autgestellten 

Gleichuugen an Stelle von s und 'C die ihneu entspreclienden GiroJBen r, t nnd B, <f 
ein, indeni man 2 = re’\ 'C=.lie'<'‘, w. = ( 0 -= = f(cf:j + g{(p)i fietzt. 

und ersetzt zugleicli in der zweiten Gleichnug ilberall / durcli — i, so gelien die beideu 
Gleicbungen, wenn man ftir cp als Integrationsvariable auch nocb den Wert 2 :t zulaBt und 
ents2)recbend f(2n), durch die Gleicbungen /Pi-r) = /“(O), y(2n) = (/(})) debiiiert, 

liber in die Gleicbungen: 


(I-) 

( 11 .) 


V., + Vr,ti -hj 
0 

2 n 


Ans diesen Gleicbungen ergilit sicb abei' scblieBlicb durcb xkddition und darauffolgende 
Trennung der reellen Teile von den biteralen fur gewiinscbte, zuerst von Pois.son 

aufgestellte, Gleicbung; 


(III) 


u, 

r<R 


kf 


IP- 


IP — 2 1{ r cos (t — <p) -j- 




die den Wert welcber der Funktion fiir den ini Innern der Kreisflacbe gelegeuen 
Punkt cd/Aikommt, durcb die Werte = f((p), welche ii auf deni Rande 9t besitzt, aus- 
driickt. Die gewonnene Gleicbung zeigt uberdies, daB zwei zu der Kreisflacbe gegebene 
Funktionen it der definierten Art identiscb sind, wenn sie fiir alle Punkte des Randes 
iibereinstiinmen. 

Setzt man in der Gleicbung (III.) r = 0 und bezeicbnet den dem Weide r = 0 
entsprecbenden, von t unabbangigen Wert Funktion einfacber durcb so 

erbalt man die Gleicbung: 

(IV.) f{(p)dcp, 

0 

die aussagt, dafi der Wert von u im Mittelpuukte der Kreisflacbe das aritbmetiscbe Mittel 
ans denjenigen Werten ist, welche u auf dem Rande 91 der Kreisflacbe l)esitzt. 


2 . 

Im folgenden soil imter f{(p) irgend eine reelle, einwertige und mit der Periode 2?! 
periodiscbe Funktion der reellen Veranderlicben cp verstanden werden, die den Be- 



Aij-ehnitr. 


.l*-r K.i.iH. iik.-it !UM dev Integrirtiairkoit im Siime cler von Riemann-<=) gegebenen 
IntcLTais ^rtniiigt. 

liif J i"'- H.'tiinL'unir d.‘.-kt sicli niit der Forderung, dafi fiir die Werte, welche 
} 'f i?"‘rliau}'t aiininintf . fine nltfre Urenzo (j' und fine untere Greuze K existiert. 
i:!‘‘<*l;.'>‘df"fn auch tiir ilifjenigen Werte,. welcbe f((fi) in dem lutervalle von 

- d dis (f (f -- <) annimnit. eiue obere Grenze und eine untere Grenze iC, ,-,<?• 
liifit man dann die iM.>itive Zaid d gegeii Null konvergieren, so konvergieren die beiden 
t.roli,-u A;.„ gegen i.estiimnte (Jrenz^Yerte G(V/), K((p'), da bei abnehmendeni d die 

/f jutunals /.unflinien. die GrOBe nieinals abuelimen kann. Die GrbBe G{tp') 

M.Il dif .ibi-re Grenze. die i.JroBe AYy'i die untere Grenze und entsprechend die nie 
n»'gafive Iditerfiiz ir <f' - K (f die Schwankung der Funktion ftir den Punkt fp == c/ 
gen.iHiit uerdeii. 1st </• -- f/' ein .'<tetigkeitspunkt der Funktion so ist Cr{(p) — K{q)) =0; 
ist dagfgi'U (/ if' ein Unstetigkeitspunkt der Funlrfcion f((p), so hat G((p’) — K((p') einen 
VMSi Null verseluedenen, imnier positiveu Wei't. 

Din weitm- uoch fur die Funktion f((f) gestellte Bedingung der Integrierbarkeit 
ist dann gleirld»edentend init der Forderung, daB die zu f((p) gehdrige Funktion 
fr If K ff . welehe positive Zahl man auch unter a verstehen mag, in de.in Intervalle 
von if o bis und dalier auch in jedem Intervalle «•••& stets nur fiir eine 

nieht ausgedehnte Funktmenge Werte Itesitzt, die groBer als a sind. Dabei soil eine 
von Funkten eines Intervalls o ■ ■ - h, a <b, gebildete Funktmenge eine nicht ausgedehnte 
gf nannt warden, wenn die Suinme derjeniiren von den n Strecken a 4- (y—1) ~ “ ■■■a -hr 
^- 2 .- auf welchen Punkte cler Punktmenge vovkommen, cladurcli, claB man nur n 
gniB genug nimmt, der Null so uahe gebracht warden kann, wie man will. Bildon 
aher. wie verlangt, die irgend einem Intervalle a - ■ - I angehorigen Punkte cp, fur 
welche Gig-— Aig:j>a ist, fur jeden positiven Wert von a eine nicht ausgedehnte 
Funktmenge, so laBt .sich, wie leicht zu beweisen, in jedem Teile des Intervalls a---b 
ein Punkt f/ l>e.stinimen, fflr welchen G{(p) — K{(p) ^ Q ist, und es besitzt daher die 
funktion f\(f} in jedem noch so kleinen Teile des Intervalls Stetigkeitspunkte, Daraus 
folgt dann schliefilich noch, daB man fiir die Bildung der Produktensumme, welche 

dorch Ubergang zur Grenze das bestimmte Integral liefert, sich auf diejenigen 

funktionswerte fW) beschranken kann, welche den Stetigkeitspunkten der Funktion fiw] 
entsprechen. ^ 

fhr eingefiihrten Fimktion f{<p) definiere man jetzt 

f ar die m A rt 1 gewahlte Kreisflache eine Funktion u durch die Gleichungen; 

“““ "" trigonoraetrisclxe Eeihe. Art 4, 5, 6 . 



Integration der tTleielinng tiir ein»‘ Kivistliieiie. 


o 


f'l.) 


l^Tt 


I f(<f} 






r<R 


1{- — 2 ](r eos >t- 


-ff, ,*■ 






indein man dahei unter / irgend eim* reella Zahl versteht, niid .stelle sich die Frage, 
welche Eigeuschaften die so dednierte Funktion u liesitzt. 

Nach den flber fi(f) gemachten Yoranssetzungen liat das unter il.i steheiide 
Integral filr jeden im lunern der Kreistiilche gelegenen Punkt r. t einen bestimniten 
reellen, von I vollig unaljhangigen Y^ert. Beachtet man dann noch, dafi die unter dem 
Integralzeichen vorkommende Funktion : 


ir- ~ r°- 

it - — a Hr cos (t — (f ) -f- r- 


der reelle Toil der Funktion 


ist, so ergibt sich zunachst, dafi die Funktion n eine reelle und einwertige Funktion 
des Puuktes .r. ;?/ der Kreisfliiche ist, die fur jeden im Innern der Kreisdriche gelegenen 
Punkt lY niclit nur stetig ist, soudern auch partielle Derivierte in bezug auf x und y 
von jed(.‘r Ordnung ).)esitzt und der Differentialgleicliung An (> genOgt. Es ist also 
nur noch zu untersuchen, wic sich die Funktion n verhalt. wenn der Punkt cP mit 
den rechtwinkligen Koordinaten x, y und den Polavkoordinaten r, t sich einem beliebig 
gewahlten Punkte O' des Randes 91 unbegrenzt nahert. 

Zu dem Ende nehme man den Punkt O', dessen 
rechtwinklige Koordinaten «, }>, dessen Polarkoordinaten 
R, a seien, zum Anfangspunkt eines neueu rechtwink- 
ligen Koordinatens3ustems mit den Achsen O'X', O' Y' 

(s. Fig. 2). Die F'-Achse soil durch den Punkt 0 gehen 
und O ' 0 als positive Richtung haben. Die K'-Achse 
wird dann im Punkte O' Tangente zum Kreise sein; ihre 
positive Itichtung soil so gewahlt sein, dafi die beideii 
Koordinatensysteme O'X'Y', OXY von ungleichem 
Sinne sind. Mit x, y bezeichne man die Koordinaten des 
Punktes ePin bezug auf das neue Sj'stem; mit 9, t 
die Polarkoordinaten desselben Punktes in bezug auf 
ein Polarkoordinatensystem, dessen Pol der Punkt O', r' 
dessen Polarachse die X'-Achse ist, und l:)ei dem der ■" 

positive Drehungssinn so gev?khlt ist, dafi eine Drehung um ^ die positive Eichtung 
der X'-Achse in die positive Eichtung der F'-Achse uberfuhrt. Durch passende Wahl 
von -t innerhalb der Grenzen 0 und n kann man dann ftir das Heranrucken des 
Punktes ^ zum Punkte O' jede zulassige Eichtung fixieren, und das Heranrtlcken selbst 
•wird dadurch bewirkt, dafi man das immer positive q gegen Null konvergieren lafit. 
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Erster Absclmitt. 


Fithit m^n mn, Mem mae beachtet. daB Miecben den viev .lorn I’nnkCn .V’ 
zukommeuden Paaren von Koordinaten die Bezieliungen. 

rc.ost = x, x = a + x sina-y cosa, a/ cos r, 
r sin t^y, y =^l)-x' cos a-y sin a, y -^Qsim: 

bestehen und da6 a = J?cos«, & = iR.sina ist, in das die Funkiion u fiir 

Punkte der Kreisfladie definierende Integral an Stellc der Koordioa,tiui r, f die iMdordi- 

naten ein, so geht dieses Integral, wenn man noch Z und zur Abkilr'/.img 

= setzt, liber in das Integral: 

it 


a + ; 

1 (' ^ 2%smt~%‘‘ 

(2.) ivP) [2 — 2k sin t] [1 — cos (ip — a)] + « «)h r Hill (((i - - (v) - I - x'" ' ' 

a-n 

Da das Verbalten dieses Integrals fttr unbegrenzt abnelnnondes x nntersnclit vverdiui 
soil, so kann man fiir das folgende, ohne Bescbrilnkung der Allgenieinlieit, voranssc'izen, 
da6 x<l sei. Das Integral zerlege man nun in zwei none Jutegrale /fa’', von 
denen das erste die Grenzen a — ji nnd a, das zwoite die (Irenzon « und «1 ';i l>esi(.'/,(., 
und transformiere das Integral durch die Substitution (p~a — (p^, dan Integral //n' 
durcb die Substitution q) = a-{-(p^. Es ergeben sich dann scblieBlicli, wenn man uocli 
in den Bndresultaten bei cp^, (p„ die Indizes unterdriickt, die (lleichungiai: 

n 

/ON y.y't __ 1 T// \ a^siiir ■— / 

k V ~ 2 Ttj ^ ^ (2 - 2;t sin r) (1 — cos cp) — 2 % cos r nin (p -| ’ 


2 k sin i; ■— 


i/f(a+cy)) 


2)c sin T — 


(2 — 2 K sin r) (1 — cos cp) 2 % cos r sin cp "j 




Man zerlege jetzt ein jedes der beiden Integralo uY', nY i'' ''''Woi neu(^ von 
denen das erste die Grenzen 0 und 2arctgl/x, das zweite die Grenzen 2 arc tg Kx 
und n besitzt. Enter arctgaj bei reellem Argumente x ist bier und iin I’olgeiuh'ii 

immer derjenige bestimmte, zwiscben - ^ und + gelegene Wert zu verstelum, vvdcluu’ 
erbalten wird, wenn man arctg a: = + im reellcn Gobieto zwiscben den 

Grenzen 0 und x integriert, und zugleich soil unter Vx stets der iiositive Wurzel- 
wert verstanden werden. Wendet man dann auf diese neuen lutcgrale, iiidein man 
zur Abkiirzung: 
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(4.) 



2 k sin r — K- 

(2 — 2 K sin t) (1 — cos 9) — 2 k cos -r sin 9 ’ 

2 k sin T — K® 

(2 — 2 k sin t) (1 — cos 9) 2 k cos tt sin 9 -j- k® ’ 


2 arc tg Yy. 

yJ Qid(p== Ji{x,r), 

0 

2 arc tg Yx 

yJ Q.,d(p = J.,(x,r), 


ft 

Y J Qid(p=-=J[{x,'t), 

2 arc tg Yy- 

Y j Q 2 d(p = J^{x, r) 

2 arc tg Y’y 


setzt und beachtet, dafi die GroBen immer positiv bloibeii, wie auch (p, x, r sicb. 

andern mogeu, den ersten Mittelwertsatz an, so erhalt man die Qleicliungen: 




Dabei bezeicbnen M, , M[, M.^, M!, reelle Zablen, die den Bedingungen; 

Ki £ M, ^ , K' £ m; ^ G', 

K,<M,^G„ , IC'£M;^G' 

geniigen, worin T\\, G^ untere und obere Grenze der Werte bedeuten, welche f((p) 
ininn’halb des Intervalls von cp == a bis cp = a — 2 arc tg Vx annimmt, , G^ untere und 
obere Grenze der Werte, welche f((p) innerhalb des Intervalls von y=a bis f/i=a+2arctgl/;c 
annimmt, endlich A'', G', wie frilher, untere und obere Grenze der Werte bezeicbnen, 
die f((p) uberbaupt annimmt. 


3 . 

Die vier Fnnktionen Jj, J/, A, sollen jetzt naber nntersucht werden. Da 
in Q„ libergebt, wenn man r durch n — r ersetzt, so bestehen die Beziehungen: 

(G.) (x, t ) = Aj (x, n — z), J 2 {x, t) = A/ (x, n — r), 

nnd man kann sicb dementsprecbend, weil zugleicb mit t anch n — r innerbalb des 
Intervalls 0 • • • tt liegt, anf die Untersuchung der beiden Fnnktionen A^, A/ beschriinken. 
In die den Fnnktionen Aj, A/ entsprechenden Integrale filhre man nun an Stelle 

von (p eine neue Integrationsvariable | ein durch die Substitution | tg y. Man er- 
balt dann zunachst die Gleichungen: 
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Erstev Absclinitt 


/ 2 ai mr — n t ^ 

1^4 __ sin tr - 4 - ~~ ^ "I" ^ 

0 

('• 

^ ^ r 2 amr — u ^ ^ ^ 

J\ ~ J ^4 — 4 >t ain ir -|- ^“) I “ — ^ "I" ^ 

1 

uni weiter aus dtaa, wmn In beanhtet, clnB <lna .mbestinnnta Inins, n,l ,ln» l.intn,- 

den Integralzeiclien stehenden Differentials durch 

fa r( 4 --tHamir + «-)i-- 2 ^‘Qa.A] .f const. 
iliO 1^ 2siur- -?c J 

dargestellt wird, und dali sowoU die flroBe 4-4«sina + r win die 11,'C.Be anin , a 

iminer positiv ist, die Gleichungen: 

T _ ... fa + 4 - are tu' 1 I ’ 


J, («, t) - arc tg [ y.p,i„.rs ^ ■ 

, ^ I r 4 — 4 X sill t H~ ir — 2 y % tU)H t 

Ji (^. ^^8 L Vi; (2Bin“ 


TJnter der sclion frtlher ilber die Bedeutung von arotga; b(ti inolbnii A rgiiiiKMil.o ,r 
gemacbten Festsetzung gilt von den beideu Formelu; 

arc tg a; = Y - arc tg 4- , tg x - arc tg ;;/ ■ air, tg 

die erste fur jede positive GroKe x, die zweite liir jo zwoi roollo GroLlou x, //, die ilor 
Bedingung H-a;j/>0 geniigen. Dnrcli Aiiwcndnng diosor IGinnoln orgidiou siidi dann 
unmittelbar die Gleichungen: 

\ , r4 — 4* sin T 4- x*' — ‘if/xcostl ® 4 -, .. |/x(-KiiiT iC 

1 \ ■ r 2 cos T n 1 r X cos r "I at 

b-) arc tg I 1 - arc tg = T " ^ ’ 


N , r4 — 4u8inT-)-x^ — 2] 

a.) arc tg 7 =r— 

^ L y^ (2 sin r — n 

b-) arctg[^4^J -arctg 


n ^ 


yx(2Hiur x'l 

= Y “■ ‘^'1 

T- 

4x Hiu T ■ 1 • X" 2|/v. am r 


L 2 — X sin rj 


c.) arc tg 


X COS r 

2 — X sill t 


— arc tg 


’ y X (2 sin T — x) 

4 _ 47 t sin r + x^ — 2 y x cos t 


J 1/ X (Hi'n r • Kx f.oH t) 

- — -arcig J——~ — 1—— 

: . 2 > X Hill r V x ccih t 


Bei der Aufstellung derselben ist zu beacbten, dafi dor Ausdruck 4-- dxsiii Y ! jc" -ff Vx 00,47 
und damit zugleich auch der Ausdruck 2 — zsinr— yxcosr==-~(d---4xHinr I x" 2 Vxrm f) 
4-Y(2sinT — z) immer positiv ist; denn der kleiuste Wert, wolelion dm’ or.stgmiaiiuto 
Ausdruck bei festgehaltenem x im Eabmen der Bedingung ()<r<n aunolmum kann, 

wird durcb 4 4 - — 2 /jT+d^c^ dargestellt, und dieser Miniinalwert ist infolgo dor solum 

+ 
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fivilaer gestellten Bedingung z<l positiv, da er durch Multiplikation mit der j)ositiven 
Groiie 4 -h -h 2yx +4x^ in die fiir x<l immer positive Grofie 16 — 4x — 8x~ + x* ilber- 

gelit. Addiert nnin ntin zu der ersten unter (8.) stehenden Gleichung die Gleicliungen 
a,.), b.), c.) und ti'ansformiert die rechte Seite der zweiten unter (8.) stehenden Glei- 
chung niit Hilfe dcu’ Gleichung a.), so erhillt man die Gleichungen: 


(9.) 


Ji(x, t) = 71 — T — arc tg 
J^x, r) = arc tg 


Yk (sin r — y x cos t) 

2 — % sin T — Y^ cos T J 

Y^ (2 sin T — m) 


4^ sin T ”|- — 2 l/y. cos t. 


Ersetzt man in diesen Gleicliungen die Grofie r (0<r<7£) durch die Grofie n — t und 
beachtet die Gleichungen (G.), so ergeben sich weiter fiir die Punktionen J.,(x, r), X(x,r) 
die Gleichungen : 


( 10 .) 


X (x, t) — r ~ arc tg 
X(x, t) = arc tg 


Y'4 (sin r 4- ]/% cos r) ' 
Ls — > H sin r 4- ]/% cos r. 

■|/y (2 sin z — y) 


Ul- — 4y sin r 4“ 4“ 2 l/jt cos z. 


Von den vier a,uf den rechten Seiten der Gleichungen (9.) und (10.) in eckigen 
KlamiiKJm steliend(!n Ausdrticken liegt der erste und der aus ihin durch Ubergang von r zu 
71 — T hervorgehende dritte Ausdruck dem Werte nach zwischen ~Vx und Vx, wahi-end 
der innmu’ positive zweite und der aus ihm durch Ubergang von t zu tt — t hervor- 
gehende vierte Ansdrnck dem Werte nach zwischen 0 und 2Vx liegt. Die Eichtigkeit 
der ersttiii Behauptung zeigt ein Blick auf die Gleichungen: 


Vx + 

Vx- 


]/h (sin z — ]/k cos z) l/y [2 4- (1 — >t) sin r — 2 l/w cos r | 
2 — K sin z — ]/y cos z 2 — >t sin r — j/x cos z 

■)/x (sin z — • ]/x cos z) "J/h 1 2 — ( 1 4 " >t) sin r | 

2 — X sin z — l/x cos z 2 — x sin z — l/x cos z 


clerexi i^eclite Seiten iur jedes in Betracht kommende x und r positiv sincl. Die Eiclitig- 
keit der zwoiten Belianptung dagegen ergibt sich aus der Gleichung; 

2 yx (2 sin z — x) l/x [8 4- 4~ 2 — (2 4- 8 x) sin t — 4 l/x cos z] 

4 — 4x sin r 4- — 2 ]/x cos T 4 — 4x sin t 4- — 2 l/x cost ^ 

W(nin man beachtet, dafi der kleinste Wert, welchen der auf der rechten Seite dieser 
Gleichung in eckigen Klammern stehende Ansdrnck bei festgehaltenem x im Eahiuen 
der Bedingung 0 <r <7t annehmen kann, durch S + k + 2x^ — V4: + ASx + dargestellt 

4r 

wil'd, und dafi dieser Minimalwert durch Multiplikation mit der positiven Grofie 

P-E, I. ‘ 2 
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Erster ALscbnitt. 


s+*i2x>^l'i+48ir.fM?m die f(lr «<1 immev positive flroBe G0-32*-3U*+4 /h-4x' 

krdcksicUigl u.a„ nun noch. <M der Wert von ^etgx 
unci Vi liec^ wenn - Vx < . < ist, dagegeu zwischen 0 imd 2l/x, wenn 0 < < 2 Kx 

ist, so ergeben sich aus den Gleicbuugen (9.) nnd (10.) die Relatxonen: 

n-r-Vx<J^{x,r)<n-T. + Vx, 0 < Ji (x, t) < 2Vx, 
t; _ -j/x < Jj (x, t) < T + Vx, 0 < Ja (x, t) < 2Vx, 

und aus diesen die Gleichungen: 

j; (x, t) = 71 - T + SiVx , J[ {x,r)^ 24 Vx , 

J, (x, t) = T + S^Vx , Js' (5f > -r) = 2£; Vx . 


( 11 .) 


( 12 .) 


Dabei bezeichnen s„ 4, 4 reelle von x, t abhangige Zahlen, die den llecbnguugen 

-1<£,<1, 0<4<1, -l<e2<4 0<4<1 geuugen. 


4 . 

Mp.n ftdire Jetzt die fur J^, JV Jo, gefundenen Ausdruclce in die Gleichungen (.0.) 
ein und addiere die dadurch sich ergebenden Gleichungen: 


U 




(13.) 


ul 


% 

5C 


if,+ 


2£'j1/h 


Ml, 


indem man beachtet, dafi ’’ = m*’ ist. Es entsteht dann die Gleichung: 


(14.) 14''- * = ^ ilf, + ^ ^ {bxM, + + 24if; + 24il^;) • 

Nach dem am Schlusse von Art. 2 Bemerkten kOnnen die Zahlen M, , Ml, A/^, Ml nicht 
auBerhalb des Intervalls K' --G' hegen. Versteht man nun unter g die gvoBere der 
beiden nie negativen Zahlen, welche die absoluten Werte von K' und 6r' sind, nnd 
beachtet, dafi die Zahlen Sj, immer zwischen —1 undl, die Zahlen 4)4 hnnior 
zwischen 0 und 1 liegen, so ergibt sich, daB der absolute Wert der auf dor rechten 
Seite der letzten Gleichung stehenden Grofie b^M^-{- e^M^-\-2elMl-{-2elMl nicht groBer 
als ist, und man kann infolgedessen die Gleichung (14.) durch die einfachere Gleichung: 


( 16 .) + + 

ersetzen, wobei b eine reelle von x, x abhangige Zahl bezeichnet, die der Bedingung 
— 1 < e < 1 gentLgt. 
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Ffllart man jetzt an Stelle von x die nrsprungliclie Grcifie q wiecler ein clnrch 

■!L,t 

die Gleichung = setzt in iieuer Bezeichnnng u^' und beachtet, daB die Be- 

dingung x<l, unter dei’ die Formel (15.) abgeleitefc worclen ist, fur q die Bedingung 
Q < JR nach sich zieht, so kanii man die Gleichung (15.) durch die Gleicliung: 

(16.) 

ersetzen. Es bezeichnet dabei also den Wert der Funktion u fur den im Iimern 
der Kreisflache gelegenen Punkt d/*, der in bezug auf den Punkt O' als Pol die Polar-' 
koordinaten q, x besitzt; Jf^, sind reelle Zahlen, die nacli clem am Schlusse von 
Art. 2 Beinerkten den Bedingungen: 

Kf ^ Ifi ^ Gf , Kf ^ ^ Gf 

gentigen, wobei , G'f\ an Stelle von Ji\, G^, K^, 0„ stehen, also Kf, 

untere und obein Greuze der Werte bedeuten, welche f{(p) innerhalb des Inter? alls von 

y = « bis y = O' — 2 arc tg annimmt, G^«’’ untere und obere Grenze der Werte, 

welche f{(p) innerhalb des Intervalls von cp = a bis 9 ) = a + 2 arc tg^^ annimmt; end- 

lich bezeichnet g die obere Grenze der absoluten Werte von f (cp) und e eine reelle 
von (», T abhangige Zahl, die der Bedingung — l<fi<l genugt. 

Um eine entsprechende Formel fiir den Rand 31 der Kreisflache zu erhalten, 
beschreibe man um O' als Mittelpunkt einen Kreis mit dem Radius q, bezeichne die 
Schnittpunkte desselben mit clem urspriinglichen Kreis durch cT^, die Polarkoordi- 
naten clieser Punkte in bezug auf das den Punkt 0 als Pol besitzencle System mit R, (p^ 
und B, (p^, in bezug auf das den Punkt G' als Pol besitzencle System mit q, und 
q, Tj und beachte, daB zwischen diesen Koordinaten die Beziehungen: 

9 Dj=c£ — 2arcsiii^(mocl27r), rj^=arcsin^; 9)2 = a-|-2arcsin^(mocl27i), sr— T 2 =arcsin^ 

bestehen. Es lassen sich dann die beiclen Gleichungen f ( 9 ^ 1 ), %,,^=/’( 92 )j 'welche 

die Werte der Funktion u fur die Punkte B, <p^ und B, des Randes 91 bestimmen, 
durch die beiden Gleichungen: 

(16.) %,^^ = /’(o:- 2 arcsin^), = /■(« + 2 arc sin (?<^<b) 

ersetzen. Unter arc sin to, ist hier und im folgenden stets der durch die 

Bedingung — y = sin a; ^ Y vollstandig bestimmte Funktionswert zn verstehen. 




(0 < ^ < i?) 


2 
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Erster Abschnitt. 


5 . 

Auf Qnuicl der Gleichungen (16.), (16.) soli jetzt das Verlialten dor diirch dio 
Gleiclmiigen (1.) delinierteu Funktion u in der Umgebung des willkrn-licli gxnvillvik'.n 
Eandpunktes O init den Polarkoordinaten U, a nntersuclit wei-den. 

Wie schou zu Anfaiig des Art. 2 bemerkt wurde, besitzt dio Funktioii f{(p), ('.ut- 
sprechend der fur sie gestellten Bedingung der Integrieikarkeit, in jodoni nooh so kbfuHvn 
Teile des Intervalls von (p = 0 bis (p = ^n Stetigkeitspunlvte , da,s siud Biiiikii(( cp, Kir 
welche die GroBen f{(p + 0) ^YnnJ\(p -\- d) oxistionui iind zu- 

dem die Gleichungen /‘(<P - 0) = / (y) , /‘(<P + 6) = /'(fp) l)estebou. Dio Finiktiou /'((/O 
kanii weiter aber auch fiir unbegrenzt viele Punkte (p des gonannton Ink'rvalls sir.h so 
verbalten, dafi die GroBen f{(p-0), f{(p + 0) zwar existioron, aber wouigskais oiiio dor 
Gleichungen /'(^ - 0) = /'(y), f{<P = f\(p) ibcht erfiillt ist. Fvlr dio (d.wa, iiooli 
tibrigen Punkte cp, deren Anzahl ebenfalls unbegrenzt sein kann, wii'd (hum dii,s V(u-- 
halten von f[(p) dadurch charakterisiert sein, daB mindestons oino dor laddcui (irdB<Mi 
f((p — 0), f(q) + 0) nicht existiert. Entsprechend diesen drei Arkvu von Ihinkton sollciii 
jetzt in bezug auf den Punkt O' mit den Polarkoordinaten .U, a dio folgoiKhui di'id 
Falle unterschieden werden. 


Erster Fall. 

Es ist (p = a ein Stetigkeitspunkt der Funktion f{(p), odea- was dassidlK^ ('s 
existieren die GroBen /'(a-0), /(a + O) und es bestolien ziideni dic^ Giidcluingon 
f(a — 0) = f(a), /'(« + 0) =/■(«). Der Delinition der GroBen f(a~ O), /'(« | ()) oiit- 
sprechend laBt sich dann zu der beliebig vorgegobenen positivon ZabI A (diia^ a.iuhaa', 
positive Zahl d<A bestimmen, so daB fflr jedes ip, welches dor Bodiiigung ()<yi<()' 
genxigt, \f(a-yj)-f{a-0)\<A, \f(a + yj)~f(a-{-{))\<A ist. Zur Bozoiolumug des 
absoluten Wertes irgend einer reellen Grofie x ist bier, wie aucdi inv lolgondoii, da,s 
Zeichen |a;| verwendet. Bringt man nun die Gleichungen (16.), (16.) in die (hwtalt: 

(16,.) _ /■(„) _ - 0)] + i [jf, - /•(„ + ())] + r„ i-)/| , 

H) 

(16j.) — f{a) = /‘(a-2arc sin^^ — f(a-0), - f{a) = f (a+2arc sin^^) - /'(a+G), 

und wahlt alsdann zu dem vorher bestimmten d eine positive Zahl ()' , derou GrOBo 
durch die drei Bedingungen: 

2arctg]/Z<d, 6|-')/|-<d 
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b9schrankt sein soli, so evgibt sich fiir jecles positive q < q, wenn man noch beachtet, 
claB fill- jecle zwisclien 0 uud 1 gelegene reelle Zabl a) arc sin -f- < arc tg Vx ist: 

|lf^_/-(«_0)|<A, |il/,-/-(a+0)|<A, .|6a^]/||<A, 

/■(a -2arc sin - f(a~0) < A , /'(o:+2arc sin — f(a+0) j < ^ , 

unci claher auch: 

/■(o:)|<2A, 

(0 <«?</) 

1%,,;,,- /’(«)!< A, |%,^^-/’(o:)|< A. 

Alls diesen Ungleicliungen folgt aber schliefilich, claB der absolute Wert von ti, — f(a) 
soivobl fur jeden innereu Punkt wie fiir jeden Kandpunkt des Flacbenstflckes, w'elcbes 
die beiden lun 0 und O' als Mittelpunkte init den Radien JR und beziebungsweise 
abgegrenzten Kreisflilchen gemeinsam liaben, unter 2A liegt, oder was dasselbe, daB 
jeder Randpunkt O', fiir den die Funktion stetig ist, zugleich aucb ein 

Stetigkeitspunkt der durcli die Qleichnngen (1.) clefiiiierten Funktion u ist. 

Zweiter Fall. 

Es ist (p ^ a eiu Unstetigkeitspunkt der Funktion f(cp) von der Art, daB die 
GrrOBen /'(a — 0), f(a + 0) zwar existieren, aber wenigstens eine der Gleichungen: 
/‘(a— 0) = /“(«), f(a+0) = f(a) nicht erfiillt ist. Die Difl'erenz f (a-\-0) — f (a—0) moge 
mit h bezeichnet werden. Ebenso wie im vorlier behandelten Falle laBt sick dann zu 
der beliebig vorgegebenen positiven Zabl A eine andere positive Zabl d < A bestimmeii, 
so daB fiir jedes yj, welcbes der Bedingung 0<yj<S geniigt, \f (a—y)) — f {a—0)\< h., 
|/‘(a+'y/) — /'(a+0) I < A ist. Bringt man nun die Gleich ungen (16.), (16.) in die Gestalt: 

(16,,) - f(a-0)] + [ill. - f («+())] + 6 1 f ]/| , 

( 0 <^ <R) 

Ur, ^/’(«-0) - J/‘(«+0) =[/‘(«- 2 arcsin 5 ^) -f{a-Q)]~ arc sin ^ , 

Ur, ,, -^/"(^-O) - Jf («+0) = [f («+2 arc sin^) - f(a+0)] + A arc sin ^ , 

und wablt alsdann zu dem vorber bestimmten d eine positive Zabl q, deren GrbBe 
durcb die vier Bedingungen: 

2arctg]/|<d, 6|]/|<d, Harcsin^<d 
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Ki'sler Aliscliiiil;!. 


beschriinkt sein koH , 
positive Q ^ (>': 


so ergibt sicb a,ut 


adbe Weise 

wi(' im 

; 

i 

<0 

•~/‘(« | 0)1 

' 2 A, 



A/-(„-|.0)|. 

OA, 

^ / (^ 

>0 


■ ' 2A. 


t’iillo iVir 


Aus (lioseii llngleicluingcni Iblgt a, her sclilielMicIi, (laJ.i der ahsohili' Wh'rt (l('r (irol.ii^ 

f (a~ A)) ■ — f sovvohl I'llr je.dcai iiiiierei) I’niikt wie I'lir jedeii von O' v(M'- 

schiecloneii iiandpirnkt di's klaclienstdckes, vv('l(‘h('.s dit' la'iden iiiu O utid O' a Is Mif lrl- 
pnnkto ixiit den Ihulieii It iind p' l)(v/ieluing,svv('.ist‘ aitgegren'/tt'ii Kt'('islln.c.lien g(Mnt’iiisa.nt 
hahen, miter 2 A li('gt, od(‘.r was dasselh(\ dali dttr Wind, der kuidctinii u, wmni man 
in der darch den Wink(d t l)('.stinunt(Mi Hicktiing geg(Mi <l('n I’unkI o' aiiri\ck(., gegcai 

/■(a — 0) + ^ |/‘(a |-()) - /■(« 0)1 konvergim’t nnd zwai' gleic.lnniVOig ii'lr all(' in Uet.racht 
koininonden Werte von r. 

In deni besonderen kalle, we /'(« O) /'(« ! <>) ist, konvergiiM'l. ilm‘ Wert der 
Fiiuktion u liir alio in ]letra,c.]di koinnn'ndc'n Werte von i gleielun;i(.bg gegen /'(« <*)■ 
Dio Fnnktion u liositzt alHda.uii, (ihenso wie di(^ ItaiHUiinktion f{<f), f’dr den 

Ibinkt t/ luir eine liebbare Unstotigkeit, insol'ern sic^ in eiin^ lib- den I’nnkt O' stetige 

Funktion dailurcli vorwaiulelt werden kann, dali man als Wm-t von I'Hr (/■ a nield. 
don dnrch die (Heiclmiig ««,,,, ■ /'(*</') vorgese.hrieliem'ti Wert /'(if), sondern den VV(>rt 
/‘(ft -O) ninmit. 


Diillor Fall. 

Fs ist f/i ft oil! Unstetigkeitspiinkt dei- l'’imktioii von der Art. did.l 

luindestens eine der beiden (IrdBen /'{a (I), /'{a | O) nieht existieri. Hm aneli in dii'smn 
Falle das Verhalten dor Funktion vf in dm' Uingidamg des I'lmkli's O' vm (M’lci'imen, 
ersetzo man die (Ucichungen (Ki.), (1(1.) diireh die Ungleiclmiigen: 


(Ki,.) I lor lifl'l. 

v) ^ 'hi, ,p, < ( K !,d <; <, Of, 


(0 H) 


indem man lieachtet, daO die in dor (Hoichvmg (Ki.) vorkoimiKuiden Zalilen d/, , den 
Bedingungen Of, .Kf^Mf^ Of gendgen, und dal! auf (Jrund dm- Definition 

der GroBen Kf, Of, Kf, Of die in der ersten der Gloichungmi (Ki.) vorkmmnendo 



Integration der Gleichung Au=0 fur eine Kreisflaclie. 
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GrSfie 2 arc sin iiiclit aus dein Intervalle ■ ■ ■ Gf^^\ die in der zweiten der 

Gleichungen (16.) vorkommende aroBe /‘(a+2arcsin^) niclit aus dem Intervalle 
lieraustreten kann. 

Die vier (Irdfien konvergieren bei unbegrenzt abnehmendem q 

gegen bestimnite Grenzwerte, weil bei abnekmendem q die QroBen Kf\ ihrer 
Definition gemaB niemals abnelimen, die GroBen G^f\ G^f^ niemals zunelnuen konnen. 
Diese Grenzwerte bezeichne man mit JCf\ Kf^, Gf\ G^^\ setze also: 


lim lim Kf=Kf, lim 

= 0 ^ = 0 ^ = 0 


Gf, lim GW 

p = 0 


und beaclite fdr das folgende, daB die Differenzen G'-f— Gf\ G’i'>— Gf'> 

niemals negativ sein konnen. Der Definition der GrdBen G^®^ entsprechend laBt 

sich danu zu der beliebig vorgegebenen positiven Zahl A eine andere positive Zahl 
d < A bestimmen, so daB ftlr jedes q <d\ 

0 ^ K w - Kf < A , 0 ^ Kf - Kf < A , 0 ^ Gi^) - Gf > < A , 0 ^ G|^) - Gf < A . 

Pormt man nun bei den XJngleicbungen (IG^.), (IGg.) die GroBen, welcbe w ein- 
scblieBen, den Gleichungen: 


A?) + ^ Jf?'> - c -i V5 - i JTf ^ (7ff"' - AJ«) + ^ ( A7> - 74") + 6 f l/f | , 

a^) + i (5(v) + 6 ^ ]/|- = ^ GW + ^ G‘®' + (G(^> - GW)+ (G|<'>- Gf^) + 6 ^ j/J } , 

/if?) + JX(o)_ j(Af_//<?))-|-i(/i:w_/i-(o)) arcsin^} , 

Gi?> = ^ Gf ' + J Gf'> + [(G'?>- G)®>)- ^ (Gf - Gf'>) arc sin ^} , 

/:t?) = !L^/:(o) + ^/tW_ [(j/(o)_//(?))_i(7/(o) arcsin^) , 

(3:(?) = ^^G)(o) + J (^co) + (((-c?)_(7(o)) + ±((7(o)_(j(o)) arc sin 


entsprechend mn und wahlt alsdann zu dem vorher bestimmten d eine positive Zahl q, 
deren GrbBe durch die ftlnf Bedingungen: 


q'<B, q<S, 6 



JTf’l arc sin ^<d, 


1 Gi^'^ — Gf* I arc sin ^ < d 


beschrhnkt sein soil, so erkennt man, daB filr jedes q^q die absoluten Werte der 
auf den rechten Seiten der seeks zuletzt angeschriebenen Gleichungen zwischen geschweiften 
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Erster Absclinitt. 


Klammern steheiiden GroBen samtlich unter 2A liegen, uiul daB da, hoi 
(I63.), (163.) durch die eine Tlngleichung; 

+ A. 7^®) - 2 A < M ^ ('1?^ + ^ (^f -I- 2 A 

ersetzt werden konnen, bei der » den Wert dor durcli dio- Gleicluni 
Punktion u fiir irgend einen von (/ verschiedenen Punkt (>, r 
sttlckes, welches die beiden um 0 und O' a, Is Mittelpunkh^ niit dei 
beziehungsweise abgegrenzten Ki’eisliiichen genieinsani lia,b(ai, Ix^zoi 
Ungleichung folgt aber schliefilicb, wenn man nodi die klciiu'i-o 
mit die groBei’e der beiden Zablen Of\ G'!}*' niit ) 
Wert von u fur jeden von O verschiedenen Punkt dcs geuanntiMi PI: 
halb des Intervalls IG®’- 2 A • • • G'‘®>+ 2 A liegt, und daB dii'si'r Wmd, \ 
auf dem durch den Winked r bestinnuten Strahle gegen den Pvinl 
noch Anderungen erleiden kann, die ihroin alisoluten Wei-te na,(vh kle 
Zahl + wind. Dio (JrbBo G''®> ■ Kf 

Null, wenn /’(«— 0 ) existiert, die GrbBe G'L®^ — /ff' dagegc'u redir/i 
wenn /'(a+0) existiert. 

Ein das Gesagte veranschaulichonde.s oinbiches Didspii'l mdial 
unter c irgend eine reelle Zahl vorstehend, a, Is Itaudiiiukiioii diej 

wahlt, welche durch die Gleichungen /'(d) = c, /'(</') c “cos|lii( 

und die Bedingung, mit der Periode 2yt pcriodiscli zii sidii, I'Hr 
bestimmt ist. Die so definierte Punktion /'((/') Ix'sitzt an der SI.el 
stetigkeitspunkt von der ebon botrachteten Art, und es isi, IVlr dii'si 
Gf' = l, Kf^ = — (f, G'?' = c". Da fernor die zu dii^ser Punktion /'(i/'j g 
wenn man die Punkte der KreisHacbe durch die I'rnluu' delinimde 
Qj T ^ 0 <r't< 7 r) auf den Punkt It, 0 als Pol bozielit, sowohl I'nr ji'den 
der Kreisflache, wie filr jeden von It, 0 verscliiedmien KandpunkI 
chung M = 6’" cos (In^) dargestellt wird, .so tritt a,n Htelb^ dm- fi'illu 
gemeinen Ungleichung hier die speziellc: 


7 C — r 
7 C 


e” — 2 A < e' cos (ln(>) 



T 

n 


die, Avie klein auch A von Anfang a,n gewiUilt sein mag, fil 

TT£:iT*ar*V»i Arl /riVA ata ^ coH /a 


i 2 a 

jedi'ii 


Auf Grand der Eesultate, welche im vorhergehenden fvlr di 
Funktion m,. ^ in der Umgebung eines Eandpunktes B, a, den drei imtei 
entsprecliend, gewonnen wurden, laBt sich jetzt das Verhalten der Fu 
ISTahe des Eandes, wie folgt, charakterisieren. Man wakle auf d( 
ursprunglichen Kreisfiaclie irgend einen Punkt B, cp und besclireibe uni il 
einen Kreis init einem Eadius q< B. In jedem der drei Falle exisi 
Werte, welcbe in denjenigen Punkten r, t besitzt, die im Inn 
urspriinglichen Kreisflache diu’cli den neu konstruierten Kreis aus| 
l)ietes liegen, eine obere Grenze, die mit und eine untere Gre 
l)ezeicbuet ■werden soil. LaBt man nun ^ gegen Null konvergieren, 
die lieiden GroBen jG-' gegen bestimmte Grenzwerte P'\<p), 

dem q die GrbBe niemals zunebrnen, die QroBe niemals abin 
GroBe f^'\(p) soli die obere Grenze, die GroBe f^^\<p) die untere Grenze 
die nie negative Dilferenz f'''^{(p)-P\(p) die Scbwankung der Fun! 
Eandpunk't B, cp genannt werden. Zwischen den Grenzen f^'^\cp), f^\(p] 
fiir den Punkt B, <p und den zu Anfang von Art. 2 eingefuhrte: 
7 r(fp) der Funktion f((p) fur den Punkt cp besteben dann, welcber de 
vorliegen ]nag, immer die Beziebungen f'^^cp)'^ Gicp), f^^\cp)'^K{cp) 
dalier zwisclien der Scbwankung P''\cp) — f^\cp) der Funktion 
und der Scbwankung Gicp) — K[cp) der Funktion f{cp) far den Punk! 
ziebung f'''\cp) ~ f'--\cp)^ Ci(cp) — K(cp). Beacbtet man nun nocb, daB i: 
gestellteu Bedingung der Integrierbarkeit die irgend einem Intervalle < 
Punkte cp, fiir welcbe G(cp) — K(cp) > o ist, stets eine nicbt ansgedeli 
welche positive! Zabl man aucb unter o verstehen mag, so folgt seb' 
die Punkte li, cp des Eandes, fur welche f^^\(p) — f^\ci^> a ist, stei 
gedehnte Menge bilden. 

Die fur die Funktion f(cp) gestellten, sie im allgemeinen c 
Bedingungen der Kndlichkeit und Integrierbarkeit kommen also bei 
in der VVeise zinn Ausdrucke, daB einerseits bei der Annaberr 
immer endlich bleibt, oder, was dasselbe, daB fur jeden Eandpunkt 
definierten Grenzen f^''\cp), f^'^cp) existieren, und daB andererseits d 
punkte Bi, cp gehOrige Schwankung f^^\cp) — f^"\cp) der Funktion we 
man auch unter o verstehen mag, in dem Intervalle von 9 = 0 bis 
for eine nicbt ausgedebnte Punktmenge Werte besitzt, die groBer als . 
fur alle den Stetigkeitspunkten cp von f{cp) entsprechenden Eandpunkt 
beim ersten Falle gezeigt wurde, die Gleichung P^\(p) ^ = f(<p) 


p-ii, I. 


Sclion zu Anfang des Art. 2 wunh* iM'iiu'rkt, (hiLi (Ik* Kii 
fill- sie gestellten Bedingung dm- hit('.gri('.rl);u-k(^il' in jrdciu iioch 
Intervalls a---h Stetigkeitspnnktd iK'sitzi.. iiiid d!i.l.i inn.ii sich 

der Produktensumme, wolc.lu'. durcli fUM'i’giuig ziir (ir(‘iiz(' (l:i.s bc.sfi 

liefert, aiif diejenigeii kunkt,ioiisw('ri,(*. /’(</') li('scliraiik('n kii.iiii. 
punkten der Funktioii /'(</>) (vntspn'c.luni. l)a.ra.us Iblgl, dami w 

h 

I f((p)d(p, welches Inhwvall iiain auc.li uniii'r a ■ ■ ■ b versiehen n 

ilndert, wemi man an Stcdk^ von /'((/) irgend welche andon* cnc 
Funktionen /"(V), /"(</')’■'■ wadclie I'llr di** Siot 

ebentalls stetig siud and zadcun dori. di(‘S(‘llien WCrie liesii/.c 
diesen Fmiktionen /"(</'). /”(</').••• gd'i. es imn oiiu' l)('.<onders 
autgestellt wcnaUin soil. 

JVlan setze in laan'r B(v/('ic.hnnng (/■ </,. \V('iiii die Fuid<(i( 

stetig ist, dagegen </' vveiiin di(^ Funkiioii /'u/i iur den Fi 

und (letiniere alsdann a.nss(‘hliel.llich mil llill'e der Werh*, welch 
ihren Btetigkoitspunkhai </', besitzli, (diHi neue kanktion fuf' 
/■'(</))== Y[ tc(<p) -f /v'((/') I , ind('ni ina.ii a,llg(anein Ciir irgend eim 

^V.<^ '‘'''I aid.(‘re (ln‘n/,(' derjenigen W’erb* 

Fanktion /'((/i) in ihren <leni Intervaik' vaai </ </' d' bis < 

Stetigkoitspnnkhui c/v b((silzt., and weiftn- dann uidei- A 1 

steht, geg(m welc,h(» die beiden (IrbOeii A',^;,,, bi>i nnbegrenz 

vergieren. Da ['Or jedcm Pankt 71, t/ (</.,! AP/j /'<</. 1 i^f. m 
lnt()lgedeHS(vn kann <li(i oh(‘re Oreiizf' d('r Kaidifion /o/ * Ihr del 
(j{(p) liegon, sie karm a.ber wigmi /'((/■) (lUj) AA/ | 

liegen. Die ohere (Irenze dm- kunktioa fup] fdr de.n Fankt </' i 
die untere (Irenze, wie (lurch diesidbe SchluLlweisi' zu zeigen i> 
and es 1 st zugleich (/ ((p'j, A ((/'j • A’((/'), akso a.ach (liif i 

Die so delinierte Fiuiktion f\ip) .steht, nun zu der Funk 
Beziehung. Ftlr jeden Htetigkeitspunkt (p, von /h/ ) ist die k 
stetig und hesitzt zudem denselben Wm-t /\(p,) f{<pj wie f\tf p. 


solclKMi Puiikt iricht mir a{cp,) - ,/A"((/n,) = o, sondern aiicli G{(p,) = 
III auf (las Verlialteu cler Fmiktion f((p) far eineii Unstetig: 

koiimidii dagi'geii iriohrcre Falle in Betraclit. Besitzfc die Funktion 
(vine Unstetigkoit von der Art, daB die GroBeii f{(p,,-0), f 
oxistioren liir denselben Punkt aiich die GroBen /^(/)„-0), T{<^Pn + ( 

/'(•■/'» » 0 ^ ^ /■('/>,. < >)’ /'(</>« + ^0 = f \( p . + 0) , = j - [ f ( c /)„ - 0) + f ( 

spoziell nocli die Beziolumg - 0) = + 0) , ist also die f 
J.kinkt (/'„ nnr init einer lielibareu Unstetigkeit behaftet, so ist 
(liesi'ii Ibmkt stotig. Besitzt dagijgen die Funktion f((p) fur den Pi 
Unit von (ler Art, daB wenigstens eine der beiden GroBen f(( 
existiert, and vorstelit man dann unter Gf\ dies 

im vorigen Artikad bei der Betraclitung des dritten Palles darun 
nnter (Pl'\ .A'f*', (P?\ A'i"' die entsprechenden auf die Funktion 

GiABen, so ist G'"' Gf - A'<“>, Gf - If ^ Gl®' - A'f . ] 

spezielle Fall eintreti'ii, daB gleichzeitig Gf — Af'^O, Gf — A 
d(n- noch speziellere, daB G'^,'’G= Gf = A'f = iPf ist; im ersten F 
Piiiikt (/'„ die GriiBen /((/'„—(>), /’((/’,,+b), and es ist ziigleicli f(<Pu) = 
im zweiten Fable dagegen ist f((p^^---0) ==f((p,, + 0) ==f{(p,^ und cp,, 
piinki (l(‘i- li'unktion l'{(p). Unter keinen IJmstanden kommen : 
/■((/') li(‘bl)a.re Unstetigk('it(Mi vor; es orgibt sich dies librigens a 
a, ns ihivr Delinition. DaB endlich die Funktion /'((/>) der Gruppe 
FimktioiK'u l"(<p), /"(</'),••• angeln'irt, erkennt man ohne Mtthe 
daB na.c.h oben Bemerktom niclit imr allgemein — A'(fp) ^ G( 
a,u('.li fill' Jeden Slotigkeitspunkt </>, von /’((/'), der zugleich imm( 
von /’((/') ist, die Gb'ielvung /(</',)=-■ /’(a',) bestebt. 

Die Funkiion J'((p) soil die zai f((p) gehorige Normalfun 
Si(( ist dami gb'iebzeitig aucli die Normalfunktion liir jede der v 
tionen f"{(p), /"(y)’’'’- Beaolitet man nun noch, daB von dmi 
lichim und integrierl)a.ren Fuuktionen von (p, die aus f{(p) und /'( 
mit --rr^ — - A — _ — _ entstelien, die letztere die zu 

Noi’inalfunktion ist, so folgt schlieBlicb, daB das in den vorhei 
tra,(;htete, mit der Funktion f((p) gebildete Integral: 


(f-f 7^ 




fiir j.-.i.-ii I'tHikt /■. / iin Iwieiu cler Kreistifiche deuselbeu Wert b 
■ Icr Fiiuktioii f if ifebil'lete Integral: 


ib,.‘ = 

r<R 



ir-- r- 

•2 R r eos Y — 9) -f 


clq. 


Aut liruiid dieser datsuche kann man unter Umstanden 
Fuiiktioii a,. . in der Lingebung eines Randjjuiiktes R, a, ftii den. 
beideii OroBen f 'a-0>. ffa-Oj nicht existiert, genauer, als es 1 
Artikel an dritter Stelle geinachteii Untersuchung moglicb war, cha 
man bei der dort das Endresultat bildenden Ungleichung, soweit 
Punkte der Kreisliacbe oder, was dasselbe, auf die Funktion be: 

entsprecbend die ClrdBen /v/', AF', trfb durcb die scboi 
auf die Funktion fUf) sich beziehenden GroBen Kf Gf' , Gf e 
den Punkt (f = a speziell Gl'-Kf^ = 0, Gf-Af = 0, oder, was 
die GroBen /Ya-Oj, fia+Q). so ergibt sich, entsprecbend der im vorige 
Stelle gemachten Untersuclinng, daB der 'Wert der Funktion wi 

den Winkel r bestimmten Richtung gegen den die Koordinaten B, a 1 

anrfickt, gegen f(a-0') + ^ [7(a-l- 0) - ?(«-0)] konvergiert nnd zwar 
in Betracht kommenden Werte yon t. Besteben dagegen ftlr d( 
nocb spezielleren Beziebungen Gf'' = Gf^ = oder, was d 

= /Yc+d) = /’(«), so ergibt sicb, entspi-ecbend der im vorigen Arti 
gemacbten Fntersucliung, daB der Wert von fur alle in I 

Werte von r gleicbmaBig gegen f[a) konvergiert, und es kann daber 
Falle die Funktion u, indem man ibre Werte auf deni Rande nicbt 
= f(q>), sondem durcb die Gleicbung = f{(p) definiert, in ein 
stetige Funktion verwandelt werden. 

Aus der Identitat der Funktionen % folgt weiter aber 
zwei die Bedingungen der Endlicbkeit und Lategrierbarkeit erftlllend 
und mit der Periode 2jr periodiscbe Funktionen f{cp), f'((p) dieselb 
befern, wenn zu ihnen dieselbe Funktion f((p) als Frormalfunktion : 
laBt sicb umkehren. Es bestebt nkmlicb auch der Satz, dafi zwei 
dingungen genbgende Funktionen f{(p), f [cp) in ibren mit 
ISTomialfunktionen ubereinstimmen, wenn sie dieselbe Funktion % 
dies einzuseben, beachte man, daB in diesem Falle die Funktion ^ 
Stelle von tritt, wenn man in dem die Funktion definie 


Stelle von f (cp) die den Bedingungen der Endliclikeit iiud Integrie: 
niigende Funktion f((p)--f((f) setzt, fur jeden im Innern der ; 
Punkt den Wert Kull besitzt, und daB daher die Funktion f (f - 
Torigen Artikel beim ersten Falle Bevviesenen in jedem ihrer St' 
falls den Wert Null besitzen mu6. Daraus folgt aber. daB die zu 
Normalfunktion fiir jedes ip den Wert Xull besitzt. Beacbtet n 
nach einem Satze des Herrn Y.Volteeea*; zwei endliche und intt 
f{<p), f'{<p) in jedem noch so kleinen Intervalle Stetigkeitspunkte s 
diese gemeinsamen Stetigkeitspunkte immer auch Stetigkeitsp 
— sind, und daB die ihnen entsprecbenden Werte von f 
vollstandig ausreichen, um die zu den drei Funktion en gehorigen 
bestimmen, so folgt welter, daB die zu f{(p] — f(xf'] gehorige Xo 
stets den Cliarakter eiuer Normalfunktion besitzenden Dilfereuz ( 
f{<p),f'[(p) ideutiscli ist, oder — da die zu ficpj — ficp) gehorige 
schon bewiesen, fttr jedes (p den Wert Null hat — daB die Gleic 
besteht. Dainit ist aber die Eichtigkeit des zuletzt aufgestellten I 
dem Vorstehenden ergibt sich nun schlieBlich noch, daB bei den 
Endlichkeit und Integrierbarkeit erfiillendeu, einwertigen, reellen 
2 71 periodischen Funktionen f (cp) die Gesamtheit derjenigen Funkti 
Funktion liefern, identisch ist mit der Gesamtheit derjenigen, ■ 
Funktion f((p) als gemeiiisame Normalfunktion besitzen. 


7 . 

Man gehe jetzt auf das am Ende von Art. 5 ausgesproc] 
Dasselbe kann mit dem in Art. 2 (S. 5) Bewiesenen, wie folgt, ziif 
„Ist f((p) irgefid eine den Bedingungen der JEndlielikeif ii 
niigende, 7 'eelle, einwertige und mit der Feriode 2jr periodische Fu 
dnderlichen cp, so bestimmt das mit dieser Funktion f(cp) gebiklete B 

SijJr COS (i — qp) -[- 

l — 7t 

fiir das Inner e der Kreisflache eine reelle, einwertige Funktion 
(x = r cos, t, y =-r sin t) , welche die folgenden Eigenschaften besitzt: 

*) VoLTEKSA, V., Alcime osBervazioni sulle ftmzioui punteggiate discontinii' 
[Battaglini], Bd. 19 (1881) S. 76—86; S. 82.) 


Erster Abschnitt. 


If- 

/. Fit r h 'hit i/i> fiw-ii' 'hr Kriis[liii-hr iiflrjivui'n Puuhf r.f mit ( 
t‘ ,7. >! iF P'fi'i: hi ihrsillii i/ AmdcJanirni vxhf'nri'U die }^)(u 

1„__ ' 1 — - — ftft'I 111 i'd I III jifidls stcfi'in eifdlich vrfidlcu die zi 

t ■ ' ' <t ' ' j - ’ ' -r 

,/i, (ill iiiiiiti'i An,- ; =- ' A f~ ~ 

TI. Flic jid'H I’Midd 11. cf dis liandes 9i leFdzt (Fie Ftiiiliio 
( I t'l'jii^i f ^ (f (Old I'liii' fudi'i'i' f * ri'itZi' f ~ (f ' d le dad arch best t Diode Sell a aith it 
da- Ftnddioa fur di n F/ud.i i.’, (f hat, trelche jiosdire Zalil man a 
sfiluit mill}, hi deiu Iidi'mdle ron y = bis (f = 2ji steds ■uiir fiir evne 
I 'll id;t iiH Hiji Wn ti . die ijrbjF r cds o siud ; imdlich isf fiir jeden Piandjmni 
.Sf' tifil.'iitspiitdd (f ron fiif i eutsprkht, f j = f'-'Sep) = f (cp)." 

Im Anschlufi an <]ieses Eesultat soil jetzt die Frage beantwortei 
durch das Integral dargestellte Fuaktion u,^, die einzige ist, welcli' 
Eigenschaften besitzt. Zu dem Ende nehme man an, daB ffl.r das I: 
flache nocli eine zweite reelle, einwertige Funktion der Koordinate; 
welche die genannten Eigenschaften besitzt. Dieselbe sei mit „ u 
-seien die ohere mid untere Gi-enze cler Funktion t fur den Punkt R, 
mit f'^icp) und f'''((p) bezeiebuet. Das Yerhalten dieser Funktion 
suebt werden. 

Zunaebst erkennt man, daJB die Werte, welche tiberhaupt 
obere und eine untere Grenze besitzen. BesaBen namlicb die Werti 
obere Grenze, so muBte ein der Eh-eisflache angehoriger Punkt cd von d( 
daB die Werte von u^t in keiner noch so kleinen um F’ als Mittelpun 
Kreisttache eine obere Grenze hatten. Dieses ist aber unmoglich, da ( 
for jeden im Innern der Kreisflacbe gelegenen Punkt cP stetig ist und 
punkt B, (f eine obere Grenze f''^\<p) besitzt. Die Werte, welche die Pi 
haupt annimmt, besitzen also eine obere Grenze G und zugleicb auch, 
Weise zu zeigen ist, eine untere Grenze K. 

Um einen genauereii Einblick in die Natur der Funktion u,. , : 
schreibe man um irgend einen Punbt c?' mit den Polarkoordinatei 
Mittelpiinkt eine ganz im Innern der KreisiQaclie verlaufende Kreislini 
ihren Radius mit R . die Linie selbst mit Fur diese neue Kreisf 
dann | denselben Charakter wie die in Art. 1 fur die urspriingliclie 
nierte Funktion u, und man kann daker nach dem dort Grezeigten dei 

.%! CT^ J. "I 1 T* -TTT I n .. 


Strahl als Polarachse, bezeichnet den Wert vdii u,.^. iin Puiikte 1 
mit « so hat man entsprechend der Fomiel ;1Y. des Art.: 

tijz 

— 1 C— f ~ ~ ' _ 

1 a fit', -y/j dip, welclie aussagt, da6 der Wert vuii . iui J 

0 

arithmetisclie Mittel aus denjenigen Werten ist, welche auf ii 
Inneru der ursprilnglichen Kveistiache verlaufeiidea urn als Mitte] 
Kreislinie besitzt. 

Aus dem charakterisierten Verlialten der Fimktiou , folgt 
dem Falle, wo nicht durchaus konstant ist. weder die oVtere 
untere Grenze K der Werte, welche tiberhaupt liesitzt, in einer 
Kreistiache als "Wert der Funktion auftreten kann. Um diesei 
man an, da6 die oltere Greuze G als Wert der Funktion fur d 

Polarkoordinaten r', t' auftrete. Aus der dann bestehenden Gleichuug 

folgt zunachst, dafi der AVert von fiir jeden Punkt R', y/ des 
mit G zusammenfallen muB, und weiter daim — da die aufgesh 
auf jede aus der Kreisllache A" durch A^rkleinerung des Radius R’ 
flache bezogen vverden kann — daB fur jeden Punkt von K' 
Konstruiei’t man jetzt zu irgeiid einem Randpunkte cP" von A" 
Kreisflacbe K”, alsdann zu einem Randpunkte cP"' von A’" als Mb 
flacbe AT'" und fabrt in dieser Weise fort, bildet also, stets im I 
lichen Kreisflache verbleibend, eine Kette von Kreisflacben, bei c 
flacbe ibren Mittelpunkt auf der Peripberie der unmittelbar v^ora 
ilbertragt die ftir A" gemacbten Scblilsse auf die KreisAkcben A'", 
kennt man, daB fur jeden Punkt dieses Flachensystems den 
demnacb aucb fur jeden inneren Punkt der ursprtinglicben zum 
Kreisflilcbe, da man durcb passende Wahl der Mittelpunkte und Ra( 
K", K"', ■ ■ ■ jeden solchen Punkt zu einem Punkte des zu kons 
systems machen kann. Dieses letzte Eesultat widerspricbt aber < 
Fall charakterisierenden Voraussetzung, daB nicbt durchaus 1 
kann daber in diesem Falle G, und aus denselben Grilnden auch 
inneren Punkt der Flacbe als Wert voii auftreten. Daraus fc 
daB in jedem Falle die obere Grenze G der Werte, welcbe 
wenigstens fur einen Randpunkt R, cf als obere Grenze der Pun 
Randpunkt, und entsprechend die untere Grenze K der Werte, v 
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annimnitj wenigstens fur eineu Eandpunkt H, (f> als untere G-renze de: 

fur diesen Eandpunkt auftreten muB. _ 

Es soli jetzt weiter das Verlialten der Funktionen 
von (p untersuckt werden. Zunachst ergibt sick aus der Definition diei 
in Verbindung mit dem soeben fur die Funktion erhaltenen Resultate, 
die obere Ctrenze der Weiie ist, welche itberhaupt annimmt, unc 

daB die Zakl K die untere Greuze der Weide ist, welclie tiberh 

Beacktet man dann, dafi fur jeden Eandpunkt B, cp ist, s 

daB die untere Greuze der Weite, welcke liberkaupt annimmt, 

liegen, und entspreckeud, daB die obere Grenze der Werte, welche 
nimint, nicht uber G liegen kann. Die Funktionen gentigei 

dingung der Endlickkeit. DaB sie abe: 

I dingung der Integrierbarkeit erffillen, sc 

werden. 



Zu dem Ende wahle man auf 
einen Punkt B, cp und besckreibe um 
punkt einen Kreis mit einem Radius § 
Rand 9lt in den Punkten B, cp^; B, cp, s 
(s. Pig. 3). Weiter wakle man auf ( 
Punkte B, cp^; B, p; B, cp,^ bestimnitei 
von den Punkten B, B, verschieder 
fiir den die Lage B, p nickt ausgescklc 
und beschreibe um ikn einen Kreis, d 
kalb der Kreisflache mit dem Radius li 


Radius q sei. Bezeichnet man dann mit obere und untere Gre: 

die innerkalb des aus der urspranglicken Kreisflache durch den I 
Radius q ausgescknittenen Qebietes besitzt, entsprechend mit , ob 

Grenze der Werte, die innerkalb des aus der ursprunglichen Kreisfla 
Kreis mit dem Radius q ausgescknittenen Gebietes besitzt, so ist nach frtlh 


und 



es bestehen zudem nock, wie unmittelbar ersiektlich, die Beziehung 


Integration der Gleiehung A!(=0 fiir eine Ki-eisflaehc. 

Aus diesen letzten Beziehungen folgt nim, dafi die mit zu bezeic 

Grenze der Funktion fur den Punkt = die nicht kleiner 

kann, nicht iiber liegt, und entspreckend, da6 die mit K-H(f \ zu 

untere Grenze der Funktmn fur den Punkt y = y', die nicht arofi 

sein kann, nicht unter liegt. Es hestehen also fiir die GrOBen G 
die Ungleichungen: 


nnd jiiese hefern, wenn man gegen Null konrergieren laBt und lim / 
^y'-V ^eachtet, zur Bestimmung von 0^^''((p'), die Gleic 

Was dagegen die mit zu _bezeichnende untere Grenze der Funktii 

den Punkt cp = cp und die mit (cp) zu bezeichnende obere Grenze < 
/ ^ (fp) fill den Punkt cp = <p betrifit, so ergeben sich dafiir auf Grund der 
^tracht kommende p bestehenden Relation zunachst die 

A und weiter aus diesen durch Verbind 

zuletzt gewonneiien Gleichungen die Beziehungen: 


K^icfl) ^ {cp') ^ 

Verbindet man nun noch diese Beziehungen mit den unmittelbar darii 
Gleichungen, so eigibt sich schlieBlich: 


{p') - WC') {p') ^ ^ _ f,. 

Um das gewonnene, ftlr jedes der Bedingung 0^^'<2 ji geniigendt 
Resultat zu inteipretieren, beachte man, daB der Yoraussetzung gemafi dk 
Intervalls von p = 0 bis p = 2n, fur welche f^^\p) — f^^^p) > o ist, stet 
ausgedehnte Punktmenge bilden, welche positive Zahl man auch unter 
mag. Mit Rticksicht hierauf folgt clann aus den zuletzt gewonnenen Bezii 
sowohl die Punkte cp, fiir welche die Schwankung der Fu 

Werte besitzt, die griiBer als a sind, als auch die Punkte p, fur welche 
kung G^^\p) — der Funktion f^^^(p) Werte besitzt, die groBer als < 

eine nicht ausgedehnte Punktmenge bilden, welche positive Zahl man a 
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Mit Hilfe der Fuuktionen 


t 

r<R 

und beaclite, daB der Yoraussetzung gemaB fur jeden iunerlialb des Intei 
cf = -2n liegenden Stetigkeitspunkt q. der Funktiou f{(p) die Gleichungen f 
und deninach auch, auf Grund der zuletzt gewonnenen Beziehuiigei 
^i)(y) _ = 0, G'-’(y') - = 0 bestehen, oder, was dasselb' 

halb des Intervalls von q = Q) bis q = 2n liegende Stetigkeits|)uukt 
ein Stetigkeitspunkt von und p\q) ist. Man erkennt dam 

durch die aufgestellten Integi-ale fiir das Innere der Kreisflacbe besti: 
u% uf\ far jeden Punkt der Kreisflacbe denselben Wert besitzen 
licbe, mit Hilfe von f{q) gebildete, Funktion %t. 

Aufier den beiden Funktionen bedarf man far die 

sucbungen nocb einer dritten Funktion. Um zu derselben zu gelang 
mit s die obere Grenze der Werte, welche die Funktion — 

valle von cp = 0 bis q=2n annimmt, verstebe unter a eine der B( 
nbgende positive Zabl, wenn s > 0 ist, dagegen die Null, wenn der s 
vorliegt, unter A eine der Bedingung ?,<2Bn genugende positive Za 
dann, unter Beacbtung, daB der Yoraussetzung gemaB die Punkte B, 
welcbe > o ist, stets eine niebt ausgedebnte Punktmenge 1 

ganze Zabl n von solcher GroBe, daB bei der Teilung des Raiides 91 
aus in n gleicbe Bogen die Summe derjenigen Bogen, auf denen Punktt 
for welcbe — ist, nicht groBer als A ist. Diese 

Bogen der ersten Art und bezeichne ibre Summe mit 1. Die nocb ul 
dagegen, deren Summe dann 2 Bn — I ist, sollen Bogen der zweiten A 
sie sind dadurcb cbarakterisiert, daB fiir jeden ibrer Punkte, niag er 
Oder ein Endpunkt eines solcben Bogens sein, — ist 

in neuer Bezeichnung (p= cp^, wenn der Punkt B, q ein innerer P’ 
der ersten Art ist oder aucb ein Punkt, wo zwei Bogen der erst( 
stoBen; dagegen wenn der Punkt B, q einem Bogen der z' 

als innerer Punkt, sei es als Endpunkt, angebort; definiere alsdanr 




tl) 






M-— 2Ar cos if— y) + r* 


2 7t 

if. 

r<R ^ 


2 




Integration der Gleichung A)< = 0 fiir eine Kreisflache. 
und bilde schlieBlich niit Hilfe dieser Puiikti(in fUp) das Integral: 


u 

r< 


ft 


Di 6 dadmcli fur das InneiG dni* KrBisfiaclie bestiiximte Funktion u * I'^e? 
Punkt T, t der I\.ieisflaclie eineii negativen Wei’t, da die unter deiii Intei 
kominende Punktion f'{cf) imd damit auch das lutegralelemeut fur keir 
negativ ist. Beachtet man dann noch , dafi der im Integralelement 

Quotient fur cp = t seinen groBten Wert und zwar den Wert ann 

2a R-r 

f (y) dy = Is (2II71 — Q o, diese letztere GroBe aber wegen n 

ist, so erhalt man fur die Uiigleicliimg: 

0 ^ ^ (s?,+2R7ia) ■ 


Aus den drei durch die aufgestellten Integrale definierten Pnnktior 
und der zu untersuchenden Punktion bilde man jetzt die beiden Fu 


u.!^. 


■■ “n « + % 


u. 


'r, t ? 


m- 




V, i • 


Von diesen laBt sich dann zeigen, daB sie fur keinen Punkt r, t im Ini 
flache einen negativen Wert besitzen konnen. Zu dem Ende beachte : 
dieser beiden Punktionen fur das Innere der Elreisflaclie denselben Gha 
Oder, was dasselbe, die unter I. aufgefuhrten Eigenschaften besitzt, und 
frilher bewiesen wurde, fur jede dieser beiden Punktionen die untere Gri 
welche sie im Innern der Kreisflache hat, wenigstens fur einen Punkt 
als untere Grenze der Punktion fur diesen Randpunkt auftreten muB. 
wird der Beweis fiir die vorstehende Behauptung erbracht sein, sobald n 
daB weder die untere Grenze der Punktion Ul:^\ fiir den Randpunkt . 
untere Grenze der Punktion fiir den Randpunkt B, cp einen negai 
sitzen kann, welche Lage der Punkt B, cp auf dem Rande 9 % auch habe 
Die untere Grenze der Punktion fiir den Randpunkt B, (p is 
als die Sumine der unteren Grenzen der Punktionen K,t f^r den R; 
vermindert um die obere Grenze der Punktion fhi' den Randpunkt . 
sprechend ist die untere Grenze der Punktion XJ^^\ fiir den Raudpunkt B, 
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und bezeichnet warden, die untore (ireir/e d('r mi 

bildeten Funktion nach dem am Ende von Art. 5 ni 

die obere Greuze der mit Hilfe von i?el)il(l('t(‘n Funk lion 

CP((f) sein kann, endlich die untere Grenzo der mii. IliKi^ 
Funktion der Definition von f'{(p) gemilB, stets /"(</') s('ll)si, i 
in diesem Artikel Bewiesenen die Beziehungen A'<'' ((/')> (F 

so erkeiint man, dafi weder die imtere Grenze (ku- Funktion t 
der Funktion Ulr] fiir den RandiJunkt B, f kloiner aJs f'((p) 

Diese letztere Grofie aber ist niemals negativ, da, lui- j('deii K’,:i,iid| 
fill' jeden Eandpnnkt R, (f\, /''('</■,,) «•, /''"k/,,) 

Damit ist der verlangte Nacliweis erlmielit, und (l(‘iunarli 
die urspriingliche Behauptung, daB die Funktioneii \ n', , ii 

fur keinen Punkt r,t im Inneni der Kreistlaclu^ ('iiieu uegat ium i 
Ins Uj-fl'^0 ergibt sich aber uuuiitt('ll)iu- di(^ lFngl<ricliiu: 


^ \ I < , 

und welter dann, da nach frnher Bewieseiuvui fur J(aleu Fiuikt / 


flaeke uf\ = ' 


''r.i, ist, di(* 


1 Ji + r 


'iinie 


2 ® is^+2Mna) ^ u,. i - u,. , 


(•''•A I 


Auf d,6>e Weise ist der Wa-t „ „ 

durctas unabhangig ron J und a ist. Liugt „„„ | 

daher «!, u - 0 ist. so e.*ibt sich u.uuittalba,- „ . , 1 „ 

ann mm die ZaUen 1. u, die dam im 

belie ig ge«hlt warden konnen. so Klein ki, 

emschheJenden. sich nur durch das 7oi®iclio„ 

Len TorM' ® and, IV,,- ,s -i, 

Oder, was dasselbe, es gibt A"™' 

nnter h and n. aufgefohrten Eigenschafloi, 

Artikels gestellte Prage beantwortet. ’ ' ' “ 


Integration der Gleiehung A((--=0 fiir eine Kreistilii-he. 


..BezieU man die Funkfe ehier Krei.sflficJie nut item Mifttljm. 
Radius R (s. Pig. 1) auf ein recltficinkUges Koonlinuhiisysfem mit <l.m 
iiml den Achsen OX, OY, (jlekhzeitig aher auch auf ein Folarkoordimi 
Funkfe 0 uls Pol and der X-AeJise als Folarackse, bezeieknef mit x. // 
mit r, t, o<(-r 2 n, die Polarkoordi naten irgend ernes im Jnnern der Kr 
Punktes, mit rj die rechficinkligen, mit R, (f, die Polarkoordi) 

auf deni Ramie 'Si der KreisfUiche gelegenen Punktes, so dap also ./• = . 
^ = Rcoscf, rj = R sin (p ist, -mstelit ferner unter fUf ] eine den Bedingi 
keit iind Integrierharkeit genugende, rcelle, einuxaiige and mit der Peru 
Funktion der reellen Ve)-mderliclien q>, ersetzt auch in netier Rezeiehnm, 
ivenn cp ein der Bedlngung Q^ipc^'in genugender Stetigkeitspunkt ran 
langt alsdmm zu dieser IReisfldche unter Ausselduf der von den Punkten 
Piinkte des Randes eine reelle, einu'ertige Funktion u des Ortes, ivelclie 
d ingun gen genilgt : 

I. Fiir jeden im lunern der Kreisfli'iclte gelegenen Punkt x, y so 

derselben Ausdelmting sollen die pcoiiellen Berivierfen ^ ^ exist 

cx^ cy ^ €x- cy 

stetig sein; endlich sollen die zweifen Berivierfen die Gleicltung Xu = 

II. Rei der Annahenmg des Punktes x, y an einen Randgno 
Funktion u endlich hleihen, oder, ivas dasselbe, sie soli fiir Jeden Punkt 
eine ohere Grenze f^^\(p) und eine imtere Grenze f‘''\<f) in dem friilier 
hesitzen; die dadwrcli bestimmte Schivwnkimy f^''\<-p) — f^\(p) der Funktion 
R, (p soli, ivelche -positive Zahl man auch unter a verstehen mag, in c 
cp = 0 bis (p = 2n stets nur fiir eine nicht ausgedeJmte Punktmenge Weiie 
als a sind; 

III. Fiir jeden Ranclpunkt R, ip, soil u=-f((pj) und P^d(pJ) = t 
Oder, was dasselbe, fiir jeden Randpimlt R, (p^ soil u stetig sein und o 
fipp) besitzen; 

so kann dieses Verlangen immer durch eine und mir durcli eine Funktion u i 
es wird zugleich der Wert von u fur alle in BetracM kommenden Punl 
als Funktion der Polarkoordinaten dargestellt durch die Gleichwngen: 
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In clem besonderen Falle, wo f{(p) durcbweg stetig ist, sind d 
Ton selbst erftillt, sobald die Bedingungen III. erfnllt sind, und di 
daher in diesem Falle durch die Bedingungen I. und III. allein 
bestimmfc. Liegt dagegen der Fall vor, daB zwar U; 

besitzt, diese TJnstetigkeitspnnkte aber eine nicbt ausgedehnte Punkt 
ist von den beiden unter II. gestellten Bedingungen die zweite von sel 
die erste erfnllt ist, und es konnen in diesem Falle die Bedingung 
einzige Bedingung ersetzt werden, daB fur die Werte, welche u im Ii 
besitzt, eine obere und eine untere Grenze existiert, oder, kilrzer 
Funktion u der Bedingung der Endlichkeit genllgt. Fiir den Fall, da 
Unstetigkeitspunkte von f{(p), eine endliche ist, bat diese Bee 

licbkeit zuerst Herr H. A. Schwarz’*') eingefilhrt. 


*) Schwarz, H. A., Zur Integration der partiellen DifFerentialgleicliung 
Bd. n, S. 175—210; S. 196.) 


d'^u ____ 



Zweiter Al)scliiiitt, 

Bestiinmiing von Schranken fiir die Werte eines zu einer Kreisflac 

Poisson’scken Integrals. 


1 . 

For manche Untersuckuiigeia ist es vorteilhaffc, moglichst eug 
kennen, aus denen der Wert des im vorigen Abscknitte betrachteten I 

2JJrcos(«-g)) + r» 

1—71 

bezogen auf den. im Innern der Kreisflache gelegenen Punkt ^ mit c 
naten r, t, nickt heraustritt. Seiche Schranken sollen jetzt ermittelt v 
Es mdge mit K die untere, mit G die obere Glrenze der 
werden, welche die den Bedingungen der Endlichkeit und Integrierbai 
reelle, einwertige mid mit der Periode 'in periodiscbe Funktion f{(p) 
keitspunkten hesitzt. Der Fall, wo die Funktion f{(p) ffir jeden ibrer ^ 
deuselben Wert c besitzt, also K=G = c und ist, soli bei de 

tracbtungen immer ausgescblossen sein. Setzt man dann in dem obigen 
an Stelle von f{(p) das eine Mai K, das andere Mai G, so gewinnt i 
Integralelement vorkommende Quotient ftlr jeden Wert von (p positiv 
untere und eine obere Scbranke, und zwar erbalt man auf diese Wi 
nocb die Grleichung: 

l-\-7t 

± f d<D = 1 

— '2 Mr eos (t—<p) -\-r^ ' 

l—n 

beachtet, die Beziebung: 

TT^ u . ^ G. 
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nacMem maa zuvoi mch l-v + t^n gesetet hat, dartb Emfthi 

Integrations variablo in di© Gostalt. 

f(^ + 9) — e03q3 + r= 

nm\ Hide alsdarm mit Hilfe dieser Gleichung und der aus ihx fflr r- = 
den Wert von «,,, im Mittelpunlde 0 des Kreises darstellenden G1 

f(i'+(p)d(p, 

'Ip 

indeni man znr Ibkurzung; 

f X 

— 2ii?r cos qp -f 

setzt, die Gleicliung: 

2 7t+ip 

%, - (j{w)'ih = a / f{^+f)bi(p) - oMb<P’ 

-ip 

welche uiiter Ansschlnfi des Falles r = 0 als Ausgangspniikt ftlr d 
sucliung dienen soli. 

Die anf der rechten Seite dieser Gleichung hinter dein In 
kommende GroBe g{<fi)—g{'^) ist, als Funktion von cp betracktet, ftir 
zwischen gi und 2n — yj negativ, fur alle Werte von q> zwiscken 2; 
positiv. Infolgedessen erkalt man sowokl fiir den auf das Interval! 
auch fur den anf das Intervall 2n — yj ■ ■ • 2n + ip sick keziekenden 
eine untere und eine okere Sckranke, wenn man in jedein dieser b* 
an Stelle von f{t+(p) das eine Mai E, das andere Mai G setzt. 
diese Weise zunkckst zu den Dngleickungen: 

^:t-\p 2n-ip 27 t-~ip 

f [</((/>)- 

\p 111 ytj 

27i+ip 2 

yi<p)-sb)] ^'9>^^ff{f+9)[9{(p)-9{g>)] dip <^f [g{(f) - 

Ss-'#' 2*-V> 2^-1// 

und erkalt dann weiter aus diesen durch Addition, nackdem man zu 
und rechts vorsjesckriebenen Intenrationen a.nf fJ-mnd rl^^v 


Bestimmung von Seliranten fto die Werte eines Poisson'selien Integrals, 
ausgefulirt liat, die Ungleiclrang: 




aus der dann schlieBlich die Ungleichung 

[£0 

d'lp 






0 <r<R, 


dQ'ibn . 


folgt. Die unter der Yoraussetzung O^yj^n durchgefuhrte Ableitung 
unmittelbar erkennen, da6 fur y/ = 0 uiid7// = 7 r, da der Fall Z= G aus 
die Gleichheitszeiclien bei (Fq.) zu unterdriicken siud, dafi dagegen di( 
zeicbeii ftlr jedes zwischen 0 und n gelegene tp beibebalten werden musse 
nur den Bedingungen, die zu Aufang daftr aufgestellt wurden, untertt 
also die Desamtlieit der uberliaupt naoglicben Fnnktionen betracbtet 
Da in der Ungleichung (F„.) an Stelle von yj jede der Bedin^ 
gentlgende Zahl treten kanii, und — von yj nnabhkngig ist, so 1 
wenn man noch zur Abktozung: 

o(v-) -2^[<3 (v,) - 

setzt, durch die Ungleichung: 

U(y>i) ^ w.,, - Wo ^ 0{yi^) 

ersetzen, bei der irgend zwei dem Interralle 0 - ■ • n angehorige Zal 

Aus dieser letzten Ungleichung wird man, da Z7(y/) und 0(yj) auBer yj 
GroBen K, G, \ enthalten, die engsten Schranken ftlr alle diejenigen 
welchen dasselbe it, G und zukommt, erhalten, wenn man fur yj^ d 
des Intervalls 0 • • • 7t wahlt, fur welche die Funktion TJ{yj) ihren groBte 
ftlr yj^ dagegen diejenige Zahl xp des Intervalls 0---n, ftlr welche die 
ihren kleinsten Wert besitzt. FTun zeigt aber ein Blick auf die Gleichr 


dU(i,) 

d\f) 


■ Cr—K 


yj- 






d^Q(^P) ^ dg[^p) 
d'lp^ dip 


Rr siuT/i 

— 2 JS r cos i/; -1- r ’ 


daB in dem Intervalle von 


yj==0 bis y) = n die Funktion U{yj) ihren gi 

^ jg' 

VI -nofan W^avf ‘PliT in = 'TT aiFIT 
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(P.) 


. (G—u^ \ 


B—r cos 


/G—u, _\ 

lw=r*jj 


£% «'1'C tg 


aiu| 


li — fCOH 


als die gunstigste in jener Ungleichung entlialtene. 

Die im vorstehenden zur Heiieituiig der Dngleichungeu (F,,.), 
Betraciitungen lassen im ubrigen erkennen, daB diese Ungleichungeu, ui 
AusscbluB der Gleiclilieitszeiclien, auch dann nock gelten, wonn man 
von (?, K zwei den Beclingungen G' ^ 6', K' ^ K geniigende Zalden G 

DaB bei passender Ver&guiig uber die Funktioii /'((/<) d ie ( hx 
sick andemdem t fur jedes r sowobl die obere wie die untoro dinx 
Sckranke erreichen kann, erkennt man, wemi man, unter a eimi zvviscJ 
legene Zabl verstehend, die spezielle, za der durcli die Gleichungon: 


f((p)= 0, wenn —a^(p<a, f((p) 

definieiten Punktion f((p) gehorige, Fuiiktion: 


,/v', wenn a ^ <p 


^r,t = 


O- 


% 

G — K 


arc 


% 


arc 


%[Fril^] + ™*«[7rr= 

p2 J? r COS i ^ '^) cc ”1 , 

Bmoc + 


/)' 

OH (or- /'). 

G 4- K 




K< ( 


betrachtet. Man hat dann = — — —a + K und (wliillt infolmulessc 

yj Tt ” 

gleichung (P.) ftir die hier betrachtete spezielhi Findvtion (Ii(i Uiigb 


4 (G - AT) arc tg (^4^) ^ u ,., , - ( b' - K ) ar(3 tg 


Die dadurch fiir gelieferten Sehranken werden a, Ian- von — 

erreicht, und zwar die obere fhr t = 0, die nnterc^ fur f. = n. Anc.li i 
sicht auf die im nachsten Artikel fblgcmden Untersuchmige.ii iiocli Ixmu' 
bei passender Verfiigung aber die GniBe a iin Rahinen dor Bodingnng 0 
GrdBe jeder Wert zwischen K und (i auftreton kann. 

Bildet man die Differenz der durch die Ungleichung (Ik) liii- tt,. 
Sehranken, so erhalt man fiir die mit zu bezeiclinende Schwan 

tion auf der zum Radius r gehorigen Kreislinie die Ung](yicbnng; 


(S.) 


S I . 1 ? ^ (0 - ^ ) ai-c tg [ji^ sill „)] , 


Bestimmtmg Ton Schranken fiir <lie Werte eines Poisson'selien Integi! 

Man beachte znnaclist, daB nntar den Yorau.^setzimcen < i •< >• < 
jeden positiven M’ert von x die Bezieliung: 


^ ^ 1. / sin .r. \ 

arc tg (-jr-. ) 

^ \E-^ srcosj:/ 


li- 


besteht. Setzt man namlich: 




Hr [It — sr) -'1 - 


[I ~j“ £ ri ‘.H" 2 £ J? r CO 


so -ivacbst iinter den gemacliteu Yoraussetznugen die Funktion /fx), v 
ihre mit /'[x) bezeiclinete Derivierte ergibt. bestaudig mit wachsendei 
a’ = () den Wert Wnll und besitzt daher fur positive x stets positive 
man nun aiif die Ungleichnng (P.j die aus der obigen Beziehung unn 
gebenden, fur 0<a;<n gleicbzeitig geltenden Formeln: 


0 < arc tg X, 0 < arc tu ) < _ 

\Jx — r cos X/ H — r ^ \Il — r cos xj 11 


an, so erhalt man die einfacheren Ungleichungen: 


ft.) 

ft.) 


- bYt (®-i‘.) < »„ < - ■«. < YY ft- ^'> ' 

- bT?' ft--®^’) < (® - “.) ■ 


Die so gewonnenen Ungleicliungen (F^.), (F^.) konnen auch dir' 
gleicbung (F^,.) erbalten werden, indem man darin das eine Mai tp = 0. 
tp = 7C setzt und beacbtet, dafi fur diese speziellen Werte von tp, vcie 
merkt wurde, die bei (F^.) stehenden Gleiebkeitszeiclien nicbt melir zu' 
Um fur die gilnstigsten von freien Schranken zn € 

man, daB die in (F.) vorkommende Grofie je nacb der Beschaffenhe 
f((p) jeden zwischen K und G gelegenen Wert haben kann, und d 


r sm X 


JR, — r cos 52 


, wenn x von 0 bis arc cos ^ geht, bestandig znnehmend d 


bis 


yii'- 


=r durchlanft, dagegen, wemi x von arc cos -4 bis n weite: 


abnehmend die Werte von i — . bis 0 dnrchlauft. In dein Palle, 


yiR- 


K Cr 

dingnng X < ^ — genfigt, bestehen daher die Beziehungen : 
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und man erlialt auf Grund derselben aus der Formel (F.) die emfacheri 


(F 3 .) - 1 {G-K) arc tg J K) arc sin 

bei der das Gleichbeitszeichen nur ffir den speziellen Wort r = 11 cos ( 
tracM kommen kann. In dem Falle, wo w, der Bedingung < 

stehen dagegen die Beziehungen: 


0< 


rsin ^ 


G-K 






/ Mq - 


0< 


B- 


■ r cos 




und man erlialt auf Grund derselben aus der Formel (F.) die oinfaclier 
(F^.) -^(G-E) ai-c sin {G- K) arc tg 


bei der das Gleichheitszeicben nur fQr den speziellen Wert r = cos ( 

K “I* (t 

trackt kommen kann. In dem besonderen Falle endlick, wo 
aus der Formel (F.) unmittelbar die Formel: 

(Fs-) - I (^-^) arc arc tg 

Beacbtet man nun noch, daB fur 0<r<lt die Beziehung arctg^<a 
so erkalt man aus den letzten drei Formeln die in jedem Falle giltigt- 


(F..) - I (0 - in “C sin y i ? I (e - -T) arc dn i , 

bei der jedoch das links stehende Gleichheitszeicben nur ftir den 
r = E cos ’ ‘^a.s rechts stehende Gleichheitszeicben nur ftir der 

r=B cos (^rE^ Betracht kommen kann. 

Anch die TJngleichungen(F 3 .), (F^.), (F^.), (Fg.) konnen ohne Miihe aus 
(Fg.) abgeleitet werden, wenn man dabei noch das in Art. 1 hber U (xp) in 

beacbtet. Setzt man namlich in der Ungleichnng (F^.) yj = arc cos ^ , 
direkt in die Ungleichung (Fg.) hber, und kombiniert man alsdann c 
Ungleichung (Fg.) mit der aus (F^.) fur i// = y hervorgehenden Ungleicl 


Bestimmung yon Seiranken fur die Werte eines Pois.son'schen Integrals 

Um sclili6Blicli aixch. nocli an Stslln d6r am Ende von Aft. 1 fiir ( 
'S* I / 1 d6i Puiiktion. ^ auf dsi* zmn Radius t gshorigBu. IvrBisliuis ai 
gleichung (S.) eine einfachere zu erhalten, beachte man, da6 der a 

Seite der Ungleichung (S.) steliende Ausdrnck seinen gi-dfiten Wert fiir 
ninimt, nnd daB arc tg = 2 arc tg J ist. Es ergibt sich dann sofor 
scEon von Herim C. Neumann*) gewonnene TJngleichung: 

(S'O ^|M,.,,1^^((?-A:)arctg^, 

bei der, wfe das in Art. I anfgestellte Beispiel fiir den spezielleu Pall u 
Gleichheitszeichen nicht weggelassen werden darf. 


3. 

Man betrachte jetzt das allgemeinere Integral; 

^ f I {^) *] _ 2 JJr COS (« — ?)) + >■* ’ 

l-n 

bei dem (cp), (cp) zwei den Bedingungen der Endlichkeit nnd Inte 
ntigende, reelle, einwertige nnd mit der Peri ode 2Tt periodische Punktio 
Veranderlichen cp bezeichnen mogen, rmter i die laterale Einheit zu 
endlich JR, r, t, I dieselbe Bedeutung wie fruher haben sollen, nnd sf 
AusschlieBung des Palles, wo die Punktion fiir jeden il 

punkte denselben Wert besitzt, also = Cj + Cs* ist, die Aufgabe, 

welcber dem Integralwerte fur den im Innern der Kreisflacbe gelegene 
den Polarkoordinaten r, t zukommt, nabgliclist enge Sckranken zu finde 
Zur Losung dieser Aufgabe bedarf man eines Satzes, der zuni 
werden soil. Es mogen P) (y), {cp) zwei von (p = a '\yis, cp = 1 , a <}> , t 
der Endlicbkeit nnd Integrierbarkeit genugende, reelle, einwertige Punkti* 
Veranderlichen (p bezeichnen. Die Punktionen F^^ipp), F^'ipp), F-^‘{(p)-\- 
dann ebenfalls den genannten Bedingungen nnd haben zudem nirgendwo 
Beachtet man nun noch, daB eine reelle Punktion der reellen V ei'anderli 
9 = a bis cp = l endlich nnd fiir keinen Punkt dieses Intervalls negativ 

nrl TV-41 4- lTlT*£iTVl r^no/4-vci+.o fiiT* rlcja TTTl-,AT*Wf:i.l1 iTi'I'.PCrriArT^aT odPV TllP/llti illtii 
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ergibt sich, dafi aucli die Funktion (f/) + I'V (</’) den geiiannten 13edi 
Setzt man jetzt: 

^ „ a. CL 


bildet auf Grund dieser Gleichungen die Gleichung: 

('/’) W1 

a a 

und beachtet, dafi stets: 

K {v>) Pi w + p. (9) P -2 M < y'pTUp^ +p" (9) yp'ir) + p" 


ist, so erbalt man fur die Relation: 

6 l> 

yWVpy+W¥) f VP,\y^) + K/ W 

a « 

uud entsprechend ftir VJ^^ + die Relation: 

b 

YF+'^'< f yF,’W+F(<r)‘>9- 

a 

Diese letzte Relation liefert aber, wenn man das Integral - 1 - 

J-JW.<r) + F,(<f)i]d,p 

a 

setzt und die Gleichungen = mod J, V 'FY [(j^ + (</') -- mod 

■i- “■ -h ■ ' 

beacktet, unmittelbar den gewfinschten Satz in der (R'stalt: 

b 

mod I mod [J’'^ (c/) + F., [<p) ij dip . 

a 

Aus der vorstebenden Untersuchung erhellt zugleicli, dafi bei dieser Rel: 
beitszeichen dann aber auch nur dann zn nehmen ist, wenn die Ri 
Funktionswerte F^ (y) + F^ (cp) i in der Ebene der koinplexeu 2iablen 
Strecke ftlr alle diejenigen zwischen a und h gelegenen Stetigkeitspunl 
F^fp) F^((p)i, in welcken diese Fnnktion nicht den Wert Null hat, ( 


Bestinnnuiig von Sclu'snken fiar die Werte eiiies PoissoQ^schen Integra^ls. 

Modulsatz auf das mit bezeichnete Integral an. Man erhalt auf d; 
nachst die Relation: 


Z 4* 71 


niod ^ ^ J mod [/; {cp) + {cp) i] 


B'- 


l— 7 t 


Br — ^Jir cos (f — • 




Setzt man jetzt in dem auf der rechten Seite dieser Relation steliende 
drucke an Stelle von mod [f^ (^) -f /; (9) i] die eben definierte positive 2 
winnt man fur mod , eine obere Schranke, die sieb auf Grund der G1 

l-{- Tt 

If R--r^- , 

2jrJ J?*— 2J2/-cos(J — ^) + r- “9^ ~ 

l-n 


als identisch mit Gr erweist. Diese obere Scliranke warde von dem genai 
ausdrncke nur dann erreicbt werden, wenn die Punktion f ((f) +■ f (cf) i i 
Stetigkeitspnnkte die Zah .1 G als Modal besaBe, von mod nach dem 
satz Berner kten, aber nur dann, wenn die Punktion zu 

jeden ihrer Stetigkeitspnnkte dieselbe Zabl •/,, o<x<37t, als Ricbtun^ 
Dann kkme aber der Punktion jeden ibrer Stetigkeitsp 

Wert Ge'-^ zu, nnd man befande sich in dem scbon von Anfang an ai 
Palle. Von diesem Palle abgeseben bat man daber stets: 

0 ^ mod u^^t< Gr. 

Um giinstigere Scbranken fur mod t zu erbalten, verstebe man 
eine der Bedingung genflgende Zabl, bringe bierauf die fur i 

Gleicbung, nacbdem man zuvor nocb I = y/ + t n gesetzt hat, durcb Ei 
neuen Integrationsvariable in die Gestalt: 


2TC+lp 

f [f^(t + y) + r, (z + (f) i] ji. _ 3 A 

yj 

und bilde alsdann mit Hilfe dieser Gleicbung und der aus ihr fur r = 0 b 
den Wert ^^o von u,.^t im Mittelpunkte 0 des Kreises darstellenden Gleic. 


'P 


indem man zur Abktirzung: 




— 2 Br cos 9 
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Wendet man alsdann auf diese Gdeichmig den oben aufgestellten Moduli 
halt man die Ungleichung: 

mod [%_ t — ^ \f \ (^ + + V) *] [9 (v) ~ 9 ( 

'p 

welche unter iLusschluB des Palles r = 0 den Ausgangspunkt fur die 
suehimg bilden soil. 

Die drei Paktoren, aus denen sich das Element des auf der rech 
Ungleichung stehenden Integrals zusammensetzt, sind fur keinen Wert 
Infolgedessen erhalt man eine obere Schranke fur den Integralwert, ■ 
Faktor mod[/j(^ + ^) + /f durch G ersetzt. Beachtet man dann 

das von y = i//bis (p = 27t—'ip sich erstreckende Intervall mod [(y(<p) — ,(/(i//)| = 
far das von (p=27i—yj bis (f=2n+xfj sich erstreckende Intervall mod |.(/(<p)— // 
ist, so erhalt man aus der aufgestellten Ungleichung zunachst die Ungl 

271— ip 2 It -{• ip 

mod , - cj {y.) w-J (^)] dcf + j [// (<p) - g {y. 

-ip 2 rt.— \p 

und weiter dann aus dieser, indem man die Integrationen auf Grund cl 

ausfahrt, die Ungleichung: 

mod [w,,, -g[yj)u,] ^ [2 U {7i-2yj) • 

Aus dieser letzten Ungleichung ergibt sich aber schliefilich, wonn man 
kurzung: 

S(v)-2eW + (^-2v.)i|M 

setzt und sowohl die Beziehung mod mod z<o ~ mod 

ziehung mod ^mod mod beachtet, die Ungleic 

(h) -fsw +^mod«.^moa«„,-mod».?f SW +i|Mmo( 

Die vorstehende, unter der Toraussetzung O^yj'^n durchgefi 

von (P^.) laBt unmittelbar erkennen, daB Mr yj =0 und y/ = 7 i, da 
die Punktion f! (c/)) -4- ^ Mr ipdAn iVirAr Pif.A'f'.ioflroi+.arkiTnir+A a 


Bestimmuiig von Sehranken fill* die IVerte eines Poisson'sciien Integx 


Gleichbeitszeichen fiir jecles zwisclien 0 und gelegene w, das IbiVs 

heitszeiclien fur jedes zwisclien — und re gelegene w uuterdrtickt 
dagegen, so lange den allgem einen Bedingungen, 

dafur aufgestellt wurdeu, unterwurfen ist, man also die Gesamtliei 
moglichen Fmiktionen l)etrachtet, das reclits steliende Gleichheits 

der Bedingung ^ < n genugende yj, welcdien Wert auch /■ habeu n 

werden inuB, das links steliende aber fur irgend ein der Bedin 
genugendes yj beibelialten oder unterdruckt werden muB, je nachdem 
in Betracbt kommt, fur den — ^ S(iy) +■ mod ii^ ^ — mod ist. 
von r, fur den — ^ 8(tfj) -t mod < — mod ist. Die Richtigkeit 

Ausfubrungen erbellt ilbrigens aucb aus den iin folgenden durcbgefahrter 
Da in der Ungleicbung (F^.j an Stelle von w jede der Bedingu 
imgende Zabl treten kann. und mod — mod von xp unabbangig i 
(F(i.), wenn man nocb zur Abkiirzung: 

P(w - - T SW + 'W ““'1 • 0 (rt - 1 Sivt + ^ 

setzt, durcb die Ungleicbung; 

U (^i) ^ mod t — iiiod «o ^ G (g's) 

ersetzen, bei der ip„ irgend zwei dem Intervalle 0 • - • rt angeborige 2 
Aus dieser letzten Ungleicbung wircl man, da U(tp) und 0(xp) auBer 
GroBen G und mod enthalten, die engsten Sebranken filr die M 
jenigen Funktionen welcben dieselben GroBen G und mod «(, zuk( 
wenn man filr xp^ cliejenige Zabl xp des Intervalls 0 ■ ■ ■ n wablt, fflr vve 
U(xp) ibren groBteu Wert besitzt, fCir xp^ dagegen diejenige Zabl 
0---rT, fur welcbe die Funktion 0(xp) ibren kleinsten Wert besitzt. 
ein Blick auf die Gleicbungen: 


dU(^) 

dip 


[- (G - mod uj + ^xp] 


dtp- ’ 


dOiip) 

dnp 


[(G Fmod — 


d^Q{tp) dg(tp) 2(E- — r^Rr^rntp 

dip- dip (B- — 2x Er COB f r-y ^ 
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annimmt, und man erhalt claher, wenn man diese Werte an Stelle von 
weise in die znletzt aufgestellte Ungdeichnng eintiiigt, schlieBlicli die Un 


(F.) 




B—r co 8 j^^((T— mod^, 


o]_ 


4:Gr 

^mod j — mod zfo ^ ai’C tg 

0 < r < ii, 


r sin 


2( 


Ji- rcos 


2< 


als die gtinstigste in jener Ungleiclinng enthaltene. Da mod mo( 
ist, so kann die untere Schraiike, welche duvch die Foiiiiel (k.) gelio. 
dann in BetracFt kommen, wenn sie niclit Ideiner als — mod \ ist, odei 

wenn ^ ^ tg (-^ mod «„) ist. 

Bei passender Yerfiigung tlber die Funktion fi,((p) kann m^ 

mit sick anderndem t ftir jedes r ^ JJ tg mod sowokl die okere 
durck (F.) gegebene Sckranke erreichen, ftlr jedes r > Ji tg mod ih^ 

obere, aber nickt mekr die untere, wolil aber die dann an ilire Stelle 
— modw^. Man erkennt dieses, wenn man, unter G eine positive Zakl 

reelle Zakl, endlick unter a eine zwiscken und n gelegene Zakl ^ 
spezielle, zu der durck die Gleickungen: 

fj^cp) + fjy(p)i = Ge’”', wenn — a^cp <a, fj^cp) + “ Ge”', wenn c 

definierten Funktion /i(Y) + gekoiige Funktion: 


u_, 


., = -^ (re’”’ I arc tg [■ 


r8in(of + t) l , r_ 

B - r cos (a + 1 ) J ^ ^ ^ U - 


r sin (cc — /) 


- r cos (a — t) 


^]+(- 


^ Ge’“ arc tg 1^- 


2 Hr cos t — cos a 


sin cc 


] 


betracktet nnd berilcksicktigt, da6 fur diese Funktion = — — -Ge’", m 


ist, und dafS infolgedessen die IJngleicknng (F.) bier die Gestalt: 

^ \2i-}-rQ08ccJ = ^ ^ 7 C ^ — rc( 


la 
arc 

It 


annimmt, wakrend zugleich i? tg mod in E tg ^ iibergekt. 

ein Blick auf den ersten fur aiifgestellten Ausdruck zeigt, wird 
Ungleickung gelieferte obere Sckranke von mod^^^ — mod ftlr # = 0 un 


Bestimmung von Scliranken fiir die Werte #diies Poisson'seheii Icteg] 

zeigt, vor, werni — 2 Hr — 'll- ~ r\. co-i a nicht uegativ ist, odei'. \va 
r ^ H tg (y — 5dir r > II tg (-^ — y) dagegeii gibt es imm( 

0 und 2^1 liegeude, durcli die ( rleicliuug 2Jir cos f — i II- -j- j"i cos a = 0 
VOR t, fill- ^Yelclle u,.^; verschwindet, und es wird dalier fiir jede 

die Differenz mod — mod j/q passend gewahltem Werte von t di 
wirklidi erreielien. Aiich moge mit Ilncksicht auf die folgenden Unt 
bemerkt ’^rerden, da6 bei passeiider Yerfiigimg ilber die GrbBe a im 

dingung -^ < o: < jr fiir mod jeder der Bediugimg 0 < mod < Ci 
auft]-eten kann. 


4 . 

Aus der im vorigen Artikel gewmnuenen Poimel (F.) als Hauptf 
einige einfacliere Pomieln al^geleitet werden. 

Wendet man auf die Ungleicliung (F.) die schon in Aid. 2 
0 <x <71 gleielizeitig geltenden Formeln: 


^ , / r &inx \ ^ r n ^ j. / ^ sin x \ ^ r 

' < arc ts? ) < -t; X, 0 < arc to: Ki < -tt— 

^ ^ \M — rcosx/ B — r ^ ^ ^ \B — rQosxJ B-j- 


aii, so erhalt man die einfacheren Ungieiclinngea: 


(F^.) — ~ ^o) < — mod Wq < [G -f mod 

(P,.) - ( G- + mod ^^o) < mod , - mod ^ 

Die so gewonnenen Ungleichungen (Pi-), (Fj-) konnen auch dii 
gleichmig (P^.) erhalten werden, indeni man darin das eine Mai = C 
yj == 71 setzt, imd beachtet, dafi fiir diese speziellen Werte von g/, wie 
merkt wurde, die bei (Fp.) stehenden Gleichkeitszeicken nickt mehr zi 
den beiden oberen Schranken, welcke durck die Poimeln (F^-), (Fo-) fiir 
geliefert werden, ist die durch. die Formel (Pj^.) gelieferte stets un 
durck die Pormel (F^.) gelieferte. Die durck die beiden Formeln gt 
Schranken dagegen konnen nur dann in Betracht kommen, wenn sie 
— mod sind; das aber ist bei der in (P^.) vorkommenden nnteren S( 
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umsoniehr far ^ Beziehung - ^ {G + mod < - ^ 

besteht, so erkennt man schlieBlicli, claB die dtirch die Pormel (F,.) fai’ r 
gelieferte untere Sckranke, wenn sie liberhaupt in Betraclit kommt, 
nichfc kleiner als — modM^ ist, stets angunstiger ist als die durcli ( 
gelieferte. 

IJm fur modw^^i — modtto die gunstigsten von m-o freien Schrank 
beachte man, da6 die Funktion in dem Intervalle von x = 0 

grbJSten Wert fur x = arc cos in dem Intervalle von a; = y 

groBten Wert ^ fur a: = y annimmt. Man erhalt dann aus (F.) die U 

(Fg.) — ^ arc sin ^ < luod — mod Wg ^ ^ arc tg ^ , 

wenn man noch beachtet, claB fur -r > 0 die hier vorkoiumonde unter 
in dem Falle, wo ^ = sin mod und gleichzeitig mod y/„>0 ist, i 

als die durch (F.) fdr mod — mod gegebene untere Schrajd<:e, und 
Falle beide Schranken den Wert — 2mod^^o haben, also von niod«<v_j 
keinen Umstanden erreicht werden konnen. Im tibrigen kann die durch 
fur mod — mod «o gelieferte untere Schranke nur dann in Betraclit 
sie nicht kleiner als — mod \ ist, oder, was dassell')e, wenn ^ ^ sin i 

durch die Formel (Fj.) fur mod — mod gelieferte obere Schrank( 
solche Fnnktionen erreicht werden, fiir welche mod = 0 ist, dann 
die Betrachtung der gegen Ende des vorigen Artikels aufgestellten spe: 

fur den Fall a = Y zeigt, bei jedem Werte von r. 

Auch die TJngleichung (Pg.) kann ohne Mahe aus der Ungleichunj 
werden. Setzt man namlich in der Ungleichung (F^.) das eine Mai xp = 
andere Mai i/' = -f- und beachtet das im vorigen Artikel uber U{yj) un< 
so erhalt man die Ungleichungen: 

- — arc sm < mod - mod %< — arc sin ^ , 

4i: (x J. ^ 2 A. fy Q 

- — arc tg ^ mod ^ mod - mod ^ arc tg ^ ^ 


Bestimmung von Scliraiikea fiir die Werte eiiies Poisson'selien Integrals. 


O. 


Es soil jetzt scMiefilicli nocii fur den Modiil der Ditiereiiz . --- 
scliluB des Falles >* = 0, eiiie moglichst gimstige obere Scliraiike bestiiiiii 
Man betrachte znnaclist den speziellen Fall, wo in dem zii Anf 
eingefulirten Integrale: 


2+7Z 


die Funktion f^(cf) filr jedes 9 den Wert Null hat, /, fy) + /j '9 1 / sicl 
reelle Funktion f^((p) reduziert, unci verstehe unter die untere, nnte 
Grenze der Werte, welche die Funktion f[((f) in ihren Stetigkeitspi 
dagegen unter G, der in Art. 3 eingefuhrten Bezeiehiiung entsi)rech( 
Grenze der Werte, welche dem Modal von in den Stetigke 

Funktion f\{(p) zukommen, indem man auch hier den Fall ausschliefit, 
tion f^{(p) far jeden ihrer Stetigkeitspunkte denselhen Wert besitzt. 
aufgestellten Formel (P.) gemaB l^esteht dann fur die reelle GroBe d 


-^(G^-WJarctg 


• /^l — ^0 


H — rcos 


(G^ — 

U. -K, v_ 


t - arctg 




B- 


(tt 


und weiter, da nach dem auf Seite 34 im Anschlusse an die Formel 
bei der vorstehenden Gngleichung die GroBen G^, wegen G^G^, - 
die GroBen G, — G beziehungsweise ersetzt werden durfen, die Ungleid 


iO 


arc tg 




iJ—r cos ((?—««,)] J 




4: Cr , 






B-r 


"oos[^((? 


Aus dieser letzten Ungleichung folgt aber — da mod — tfo] bei reelle 
entweder mit oder mit Ug — deckt, je nachdem ‘U^^i — iig posit 

ist — daB unter alien Umstanden die groBere der beiden GroBen: 
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eine obere Scliranke fur mod Wldet. Beachtet Bian nun noch, 

tiveni cler links stekende Ausdruck den groBeren Wert kat und die G 
mod Mo ersetzt werden kann, daB dagegen bei negativem % der reckts 
druck den groBeren Wert kat und die GroBe % dnrch - mod ersetzt 
so erkalt man sckliefilick, welcheii Wert % anck kaben mag, fiir moi 


Ungleickung: 

(f;-) 


mod - 'Wo] < ^ arc tg 


rsin {G — mod «o)J 
i? — rcos {G — mod ito)JJ 


DaB bei passender Verfiigung nber die Funktion f^{(p) die Gi'oBe mod ^ 
anderndem t fttr jedes r die dnrch die Formel (Fo-) gegebene obere Sckr; 
kann, erkennt man aus dem am Ende von Art. 3 aufgestellten Beispiel, nachc 

3c = 0 gesetzt kat. Fiir die dann auftretende reelle Funktion bei der 
mod Uq = G- ist, wird nkmlick durck die Formel (F^.) als obere 
mod Wo] die GroBe arc tg ^^,”coso; ) diese Grc 

mod — Wo] fiir t=^n auch erreicht. 

Dm fiir mod \u^ t ~ '^o] di© gilnstigste von freie obere Schranlo 
beachte man, daB die Funktion — in dem Intervalle von a: = 0 bi 

groBten Wert - — fur x = arc cos 4- aimimmt. Man erkalt dann aus dt 

(Fo-) die sckon von Herrn H. A. Schwarz*) aufgestellte Ungleickung: 

(F'.) mod — ■i^o] ^ ^ arc sin ^ , 

bei der das Gleickheitszeichen nicht weggelassen werden darf, da, wie 
tracktete Beispiel zeigt, zu jedem vorgegebenen Werte r von r unter all 
Funktionen bei welcken die zugrunde liegende Funktion f\{(:p) ikr 
Werte nack die Zakl G nicht ilbersteigt, stets solche existieren, fiir welche 
bei sick anderndem t den Wert — arc sin 4- erreicht. 

7C Jti 

In dem allgemeinen Falle, wo nur den zu Anfang d 

gestellten Bedingungen unterworfen ist, gilt die Formel (F^) nicht mehr 


Bestimniung von Schranken for die Werte eines Poisson* schen Integrals. 


sie gilt abex, welche Funktion aucli Yorliegen mag, uiiter alien Un 
wie mit Hilfe der in Art. 3 abgeleiteten Formel: 

mod (j{7f,)u^ ^1^] - 

gezeigt werden kann, ftlr jedes r ^ It sin mod . Die Formel (F'.) 

aucli nock im allgemeinen Falle unbesckrankt; denn sie gekt aus 
sckriebenen, fur jedes zwischen 0 und n liegende ?/' geltenden Form( 

hervor, weim man darin yj = arc cos ^ setzt nnd beacktet, daB dann g(y’) = 
Q((y}) = 2 arc sin ^ vdrd. 


Dritter Absclinitt. 

Integration der partiellen Differentialgleiclmng A«=0 fiir inelir 
Kreisflaclien und mehrblattrige Kreiserganziingsfliiclien. 


1 . 

Die im ersten Abschnitte gewonnenen Eesultate bleiben iin w( 
stehen, werm man an Stelle der reellen Fuiiktion f{(p) eine konip 
f'((p) +f"{qi)i zu Grrunde legt, deren Bestandteile f''{(p) den im ers 

fur fX(f) gesfcellten Bedingungen geniigen. Alle folgenden Untersuchung 
auf Gmnd dieser allgemeineren Annahme durchgeftihrt werden, jedocb, ( 
Darstellung wegen, mit Beschrankung auf den Fall, wo die reellen, einwe 
der Periode periodischen Funktionen f{(p), aus denen sich f{cp)-- 

mit Hilfe der lateralen Einheit i zusaminensetzt, fiir jeden Wert dei' re^ 
lichen cp stetig sind. Fur diesen Fall geht aus dem am Ende des erst 
ausgesprochenen Satze unter Beibehaltung der dort angewandten Beze 
folgende Satz hervor; 

Satz. „JEiS existkrt m der KreisfUiche K (s. Fig. 1) mit dem MitU 
dem Badius Jt immer eine imd nur eine in der ganmh Fladie einwert 
Funktim u = u' +u''i des durcli die Polarkoordirnden r, t, o<i<s», , 

Gleiclmngen x = r cos t, y = r smt fixierten Punktes x, y, welche fur jeden 
Randes von K mit einer voryegebenen einwertigen, stetigen und mit der P( 
dischen kmnplexen Funktion f(f) = fit) + f"{f) i der reellen VerdnderlicJm 
nach uhereinstimmt , fdr jeden inneren Punkt der Kreisfldche stetige Ber, 

. besitzt und in derselhen AusdeJinung der partiellen Biff^ 

Am = = 0 genugt. Biese Funktion u wird fur alle Punkt e der 

Funktion der Polarkoordinaten r. t daraestellt durdi dm GlAchunfiPM- 


Integi'ation der Gleicliung A — 0- filr melirljlilttrige Flilelieiistue'ke. 


Da die Punktion u far jedeir ini Imiern der Kreisfiache geleg€ 
Differentialgleichung = 0 genugfc, so laBt sich zu ilir eine einwerti 
Funktion v = v der durcli die Bedingung .r -i- if < li- besclirankt 

anderlicheu i, y fiiiden, welche fiir jeden inneren Punkt der Kreisfiach 
kniipft ist durcli die Gleichuiigen: 

cv CU CV du- 

ex ~ dy’ Ty ~ Tx' 

Fine solche Funktion r ist fiir jeden iiii Inuern der Kreisflilche gelege 
vollstandig bestimmt, sobald man noch den Wert den sie fur den 
der Kreisflilche besitzen soli, angibt. Unter Hinzunahme dieses Wertes 
namlicb zur Bestiininung von v die Gleichnng: 


0 , 0 


dabei ist der Integrationsweg far das reehts stehende Integral nur der B 
worfen , vollstandig iin Innern der Kreisfiache zu verlaufen. Setzi 
iv = + vi, so ist die so far alle inneren Pnnkte der Kreisfiache def 

eine Punktion der komplexen Veranderlichen z = x + yi, da ihr reeller ' 
mit ihrem lateralen Teile tv" i = (tt' v) i durch die Gleichuiigen ■ 

verkntipft ist. 

Eine Darstellung der Funktion tc fur das Innere der Kreisfiache 
auch, ohne dafi man vorher v durch Integration bestimmt, direkt gewin 
beachtet, daB die Gleichung: 


JRe’f' + re*^ R-—r- ^Rr sin {i—tp) . 

— 2i2rcos(^ — 9 ) -f r- ‘ — 2Brco3{t — 9 ) -f r- 


besteht, der hierbei links stehende Ausdruck eine Funktion der komp' 
lichen s = x + yi = darstellt, und infolgedessen der reelle Teil des 
lateralen Teile vi durch die Gleichungen — ^ = ^ verknapft 

sich alsdann uninittelbar: 

w, = w,., + = + f((p) 

0 

wahrend zugleich die Komponenten w,.,, von durch die Gleic 


27t 

C f(m\^ 


R^-r^ 


■rda ) , 






1 


zn 

C f(cp)^ 


2JRr sin(t — 9 


1 


n T) 
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Die Funktion w, laBt sich fur das Innere der Kreisflache durch eine i 
Ton 0 init ganzen positiven Esponenten fortschreitende Eeihe, deren Koeff 
unabhangig sind, darstellen, und eutsprechend lassen sich die Punktionen u, 
Innere der Kreisflache durch Eeihen, die nach Potenzen von r init gan 
Exponenten fortschreiten und als Koeffizienten Punktionen von f besitzc 
Man erhalt namlich auf Grund der Grleichung: 


£±i. 




und der aus ihr durch Trennung der reellen Teile von den lateralen sic 
Grleichungen: 


E'-- 


E'— 2 i?r cos {t~cp) r* 


= 1+2 j^n (t ? 


2 jKf sin (t — (p) 


— 2 Er cos [t — cp) -|- 9 '- 


-^2 


zunhchst fttr u\ die Darstellung: 


wobei 


= %,( + * = Co + C, ^ + Cs 0® d + C„ 0'" H , 

Stt 27 t 

Co =-uo+%i, 


ist, und weitex daun ftir die Komponenten ^ und von w,. die Darstt 

n=co n — (x> 

v,i=«o+^ {^jf{(p)co^n{t-(p)d^ Voi-"^ f((/)sinn(t—(p)d(p'j 




2 . 

Die Punktion u, deren Existenz in dem zu Anfan g des vorigen 
gestellten^ Satze ausgesprochen wurde, ist auch dann noch eindeutig" besi 
man die ihr auferlegten Bedingungen, soweit dabei die Derivierten in Betra 
for einzelne Punkte der Kreisflache fallen, es also dahingestellt sein laBt, 
Punkte die genannten Derivierten flberhaupt existieren. Der Beweis fiir d 
tnng soil, mit Hilfe eines von Eiemam^^) zu ahnlicheni Zwecke ersonnene- 
hier nur fttr den bei den spateren Untersuch 11x10011 n.nsaf>iiiiomiVn 


Integration der Gleiclnung Ah =0 ftir mehrblilttrige Flachenstilcke. 


cleu Fall cluvchgeiiibit werden, wo die der Fimktion n aufeiiegten Bedi; 
daltei die Deiivierten iu Betracht kommeii, fur deii Mittelpimkt des K: 
lasseii sind. 

Man verstelie zu dem Eude uiiter « eiiie Fuiiktioii der reellen Ver 
die fur jeden von dem Mittelpuiikte 0 verschiedenen Punkt der Kreis 
Bediuguugen erfullt, wie die in dem aufgestellten Satze definierte Funk 
zudem, ebenso wie diese, auch noch fiir den Punkt 0 stetig ist. Die Di: 
der Funktionen Tt, u ist dann eine fur die gauze Hreisfiaclie eimveif 
Funktion des Punktes a-, y, welche fiir jeden Randpiinkt E, t den Wer 
fur jeden im Innern gelegenen, von 0 verschiedenen Punkt cP nicht n 

vierte ^4- , besitzt, sondern auch der Differentialgleichung' 

Aus diesem Terlialten der Funktion U and ihrer Derivierten folgt dan 
dem man in derselben Weise schlieBt, \^^e es im ersten Abschnitte 
Art. 7 fur die Funktion geschehen ist, daB der Weit der Funktit 
von 0 \-erscUiedeneu Punkt cP im Innern der Kreisflache das arithmeti 
denjenigen Werten ist, welche die Funktion TJ auf irgend einer um cP 
besekriebenen, ganz im Innera der Kreisflache verlaufenden und den ^ 
umgebenden noch enthaltenden Kreislinie besitzt. 

Um weiter damr den Zusammenhang des dem Mittelpunkte C 
Wertes von U mit den ubrigen Werten der Funktion TJ zu erkennea 
unter Tl eine gleich naher zu bestimmende Funlction der reellen Vera: 
wmlclie fur jeden im Innern der Kreisflache gelegenen, von 0 verschie 
dieselben Bedingungen erfullt wie die Funktion ii, beziehe alsdann das 


ff{UAU- UAU)dxdy 

F 

auf eine Ringfiache F, welche von zwei um 0 als Mittelpunkt mit de 
o<n<r._<R, beschriebenen Kreisen begrenzt ist, und reduziere es i 

Verfahren auf Eandintegrale. Man gelangt auf diese Weise, wenn man 
daB jedes Element des aufgestellten Integrals und daher auch das gan 
Wert Null hat, zu der Gleichung: 
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del- Rielituog der wachsenden t anszufiihren ist. Aus der so gewoimei 
geht nun zunachst, iudem man 1 setzt, die Gleichung: 



hervor, die zeigt, daB der Weit des iiber eine ganz im Innern der Kreisflach 
urn 0 als Mittelpunkt beschriebene Kreislinie erstreckten Integrals J 
Ton dem Radius dieser Kreisbnie uuabbangig ist. Diesen konstaiiten Wert 1 
mit c. Setzt man alsdann in der mit (G.) bezeichneten Gleicbaiig if = In r = 

und fiibrt zugleich bei denjenigen Integralen, welche die Derivierten von 
an Stelle der recbtwinkligen Koordinaten x, y die Polarkoordinaten r, t a 
Gleichungen x = r cos t, y = r sin t ein, so erhalt man, wenn man nocb dei 
im Punkte r, t mit 11^^, bezeichnet, die Gleichung: 

27t 

(6''.) f tdt - c In r^=f In • 

0 0 

Da c eine von r^, nnabhangige GroBe ist, so hat der auf der rechtei 
Gleichung stehende Ausdrnck einen von unabhangigen Wert, und es ka 
auf der linken Seite stehende Ausdrnck seinen Wert nicht andern, wen 
Eahmen der Bedingnng 0<i\<r^ sich bewegen laBt. Daraus folgt zunii 
Gxofie c der Null gleich ist, da im anderen Falle der Wert des auf der 
stehenden Ausdrucks bei unbegrenzt abnehmendem nicht ungeandert bk 
ins Dnendliche gehen wiirde, und man erkennt nun, indem man geg 
vergieren laBt, daB der Wert des auf der linken Seite stehenden Ausdruck 
ist. Infolgedessen kann die Gleichung (G''.) durch die Gleichung: 

2 7f 

0 

ersetzt werden, die aussagt, daB auch filr den Mittelpunkt 0 der Wert 
Punktion U dort hat, das arithmetische Mittel aus denjenigen Werten i 
auf irgend einer ganz im Innern der Kreisflhche verlaufenden, urn 0 al 
beschriebenen Kreishnie besitzt. 


Integration der Gleichung An = 0 flir mehrldilttrige Flai'lienstticke. 

Kreistiache gelegeuen Pimkt das aritlimetische Mittel aiis deujeiii;. 
welclie die in Betraclit gazogene Fuuktioii auf irgend eiiier uni c/"’ als 
schriebeuen, ganz im lunern der Kreistlaclie veiiaufendeii and im Fall 
versehieden ist, den Punkt 0 weder uuigebendeu noch entbaltenden K 
Aus diesem Yerhalten der Fimktionen U' , U" nnd dem Unistande, d; 
der ganzen Kreisliache einwertig and stetig siiid uiid am Rande der I 
den Wert Xull besitzen, folgt aber, indeni man in derselben Weise scdil 
ersten Abschnitte zu Anfana: des Art. 7 fur die Fuuktion Ti,. , aescbehen 
die groBten Werte G-', Ct" als auch die kleinsten Werte A", A'", welche 
U', U" tlbei’baupt annehmen, jedenfalls unter den fiir die Randpunk 
Funktionswerten vorkommen nuissen, also nicM von Null versehieden s 
daB demnach die Fimktionen U', U” fiir keinen Punkt der Kreisfliiche 
verschiecleneu TVert haben kdnnen. Es besitzt also aucli U = — tt i 
der Kreisliache den \^'ert Null, oder, was dasselbe, die Fimktion TT ist mil 
identisch. 


3 . 

Es inoge unter z == x + yi eine unbeschrankt veranderliche koni] 
stauden werden, deren reeller Teil x, deren lateraler Teil yi sei. Un 
geometriscli zu reprasentieren, wahle man in einer Ebene einen Pnnki 
denselben zwei aufeinander senkrecht stehende Achsen X, Yi und ordn( 
dem man fiir jede der beiden Achsen den Punkt 0 als Anfangspunkt d 
gesetzt und von ihm aus in der Achsemnehtung die Langeneinheit aufg 
GroBe x diejenige Strecke 0^^ der X-Achse zu, welche den absoluten 
Lange und entweder die Richtung der X-Achse oder die entgegengesi 
nachdera x positiv oder negativ ist, der GroBe yi dagegen diejenige S 
K'j-Achse, welche den absoluten Wert von y als Lange und entweder < 
Ki-Achse oder die entgegengesetzte besitzt, je nachdem y positiv c 
Als Reprasentanten der GroBe z = x-\-yi kann man dann diejenig 
gelegene Strecke ansehen, welche bei senkrechter Projektion auf < 
Strecke OeP^, bei senkrechter Projektion auf die Ki-Achse die Strei 
Bezeiclinet man mit r die Lange der Strecke mit t, o<« 2 «, die Gri 
um den ma.n die Halbachse OX um den Punkt 0 im positiven Sinne 
der Drehung durch den ersten Quadranten zur Fi-Achse. drehen mul 
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bestimmt, soil mit Eiicksiclit Merauf der Korrespoadeiit der GroBe 
der Punkt z genamit werden, mid entsprecliend inoge die Ebeiie der 
Z-Bhem heiBen; eadlich sollen uoch die zur GroBe geborigen GroBen 
winkligeii, die zur GroBe s geliorigen GroBen r, t die Polarkoordiiiaten des 
nannt werden. Mit Ekcksicht Merauf wird im folgenden der Puukt 0 < 
dem Namen „der Punkt x, if‘ oder „der Punkt r, belegt werden. 

Fur die Punktionentbeorie empfieblt sicb die Annahme, daB die 
gescblossene Flacbe ist, die nur einen unexreicbbaren Punkt, welcher 
Oder kiirzer „der Punkt 00“ genannt werden soil, besitzt. Auf Grund di 
welcbe die Ebene, soweit sie zur Eeprasentation der Werte von z in Be 
nicbt beeinfluBt, lassen sicb nbmlicb manebe Betracbtungen sowobl der 1 
Wortausdrucke nacb einfacber gestalten, obne daB dadurcb die Strenge 
eintrachtigt zu werden brauclit. Von einem Punkte cP„ der sicb in d( 
bewegt, daB zu jeder vorgegebenen positiven Zabl sicb ein Zeitpuukt 
von dem an der Modul r der zugebbrigen GroBe n seinem Werte nac 
unter j) sinkt, kann jetzt gesagt werden, er strebe dem Punkte z 
man urn den Punkt 0 der ZT- Ebene als Mittelpunkt eine Kreislinie mit 
so trennt dieselbe die Ebene in zwei Teile, von denen der eine don 
andere den Punkt 00 entbalt, und bildet zugleicb fflr jeden dieser In;: 
vollstandige Begrenzung. Der den Punkt 0 entbaltende Teil ist eine e 
flacbe, der den Punkt 00 entbaltende Teil soil die zum Kadi us It g' 
erganzungsflacbe genannt werden. Ein positiver Umlauf um die Kreisflil 
dasselbe, um den Punkt 0, das ist ein Umlauf, bei dem die nacb in: 
Normale zu der Fortscbrittsrichtung so liegt wie die positive Eicbtung 
zur positiven Eicbtung der X-Acbse, ist in Bezug auf die Kreisergilnzui 
was dasselbe, in Bezug auf den Punkt als ein negativer Umlauf a: 
umgekebrt. 

tiber der Z- Ebene denke man sicb jetzt eine »-blattrige E 
Flacbe T mit einer endlichen Anzabl von Windungspuijkten ausgebreitet 
Punkte iP, der Z- Ebene liegen daiin n Punkte der Flacbe T, wenn dit 
dieser Stelle keinen Windungspunkt besitzt; dagegen nur r Punkte, wei 
uber dieser Stelle r Windungspunkte von den Ordnungen k~ 1, 

sitzt und + H v,.= » ist. Ein Windungspunkt wird namlich ein V 

von der Ordnung r — 1 oder ein (?'—l)-facber Windungspunkt genannt, w 
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einziger PuBkt anzuseheii. Die soeben definierte in sich zurucklaufende 
eine y-fache Kreislinie und der von ihr begrenzte, den 'r-l i-fachen 
als Mittelpunkt enthaltende Teil der Flaclie T eine I'-bliittrige Kreisf 
werden. Obne gegeii diese Definition zu verstofien, kann man einen Pi 
Windungspunkt ist, aucb. als einen 0-faclien A\’indu.ngspunkt anselien. nnd de 
soli im folgenden bei alien Untersuchungen, die sick auf einen b — Ij-tac 
punkt beziehen, der Pall r = l iiicht aiisgeschlossen sein. Jedem iiber d 
der -Z^-Ebene liegenden Punkte c/* der Fliiche T sollen nun die zuin Punkt 
Werte von z, x, y ebenfalls zugeordnet werden. Wird im folgenden von 
der Plache T, deneu der Wert z = a znkommt, nur einer betrachtet, so 
als schon durch die Anscbauung bestimmt, der Punkt ^ = a oder einfacln 
genannt werden; konnnen dagegen von den genannten Punkten mehrere 
Betraclit, so sollen zu ihrer Unterscbeidung dem Buchstaben a irgend i 
binzugefiigt werden. 

Besclireibt man in der Z-Ebene um den Punkt z = 0 als Mittelpur 
linie, deren Radius It so groB gewahlt sei, daB dieselbe die silmtliche: 
Punkte der Z-Ebene, fiber denen Windungspunkte der Plache T liegen, i 
achtet, daB jedem Punkte cl' dieser Kreislinie » Punkte c'P^-\ 
entsprechen, und bestimmt alsdann die Linien, welche die Punkte c 
der Flache T beschreiben, wenn der Punkt cT’ von einer Anfangslage aus 
vollstandig dnrchlanft, so entsteht in der Flache T ein Liniensystem, das 
Falle aus n getrennten einfachen Kreislinien bestebt, im allgemeinen 
aus q getrennten mehrfachen Kreislinien, von denen die erste eine o/j-fac 
eine rs-fache, • • •, die g*" eine i/,-fache ist, wahrend zugleich die Beziehung ay-f 
besteht. In dera genaimten einfachsten Palle soli nun filr ^ = 1,2, ••• 
die fj^ Kreislinie begrenzte, sich einhlhttrig ins Unendliche erstrecki 
Plache T als eine znm Radius JR gehdrige Kreiserganznngsfl-ache mit d 
baren Punkte angesehen werden, nnd es sollen zugleich, nachdem sc 
den Charakter einer geschlossenen Flache erhalten hat, die n den Char: 
Windungspunkte besitzenden Punlrte 0'^, • • •, die dem Punkte 
entsprechen den Punkte der Plache T genannt werden. Liegt dagegen c 
Fall vor, so soil ffir z = 1,2, •• •, § der durch die j'^-fache Kreislinie I 
als r,,-hlattrige zusammenhangende Flache ins Unendliche erstreckende Tei 
als eine geschlossene Plache mit dem unerreichbaren Punkte S' (v^), der di 

O OOjg^ 

rl iCk-v* nVici VQ Ir'f Ai* f'l/ — 1 - fn.U.ll ATI T1 fl IITT CTftTDT 
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eiiier gesclilossenen Flaclie erhalten liat, die Pnnkte * ■ * ? • 

Punkte c/L der Z-EToene entsprechenden Punkte der Plaelie T heifien so! 

Die Lage eines Punktesi^in einer den (y-l)-faclieii Whidimgspunkt 
der Flache T als Mittelpunkt entlialtenden ?/-blattrigen Kreisflache 10''\ die 
gekdren moge, kanii man dadurch bestimmen, daB man den Punkt ; 
koordinatensystem bezieht, welches den Mittelpnnkt z = a der Plache 
irgend einen der r Eadien, welche man vom Punkte ^ = a aus in der posit 
der X-Acbse Ziehen kann, zur Polaracbse bat, nnd bei dem der posit 

sinn so gewahlt ist, daB eine Drebung um ^ die positive Eichtung der X 

positive Eicbtung der T?'-Acbse uberfuhrt. Zwiscben den so defiuierten Po 
r, t, osi< 2 r», ciues Punktes der Fklclie Jr*’’ und dem zugehorigen 

bestebt dann die Gleicbung: 

z = x-{-yi = a-\- re‘‘= (a'-f r cos i) + (c"+ r sin t) i, 

und es entspricbt zugleicb jedem von z = a verscbiedenen Punkte der F 
bestimmtes Wertepaar r, t, wie umgekebrt, wabrend der Punkt 0 = a, diirch 
r = 0 bestimmt ist. 

Eine Funktion f = f(x,y) soil eine in der Fblcbe JT*’’ einwertige 
Ortes Oder Punktes oc, y genannt werden, wenn zu jedem Punkte x, y c 
und nur ein Wert von f gehort. Eine in der Plache Jr*’’ ein-wertige 
Punktes x, y liefert im allgemeinen eine r-wertige Funktion der reel 
lichen x, y in dem durcb die Ungleichung {x-o!y-{-{y-dy^Ji^ bestimmt 
Z’-Ebene, da jedem von cv, a" verscbiedenen Punkte x, y dieses Gebi( 
von X*”’ entspreeben. Fnbrt man aber an Stelle von x, y die eben defi 
koordinaten r,t ein, indem man f= /■(«, ?/) =/(a'+r cos A sini) setz 
durcb f in eine einwertige Funktion der beiden reelleii Yerilnderlicben ^ 
darin bestebt der FTutzen, den die Einfuhrung der GroBen r, t gewabi 
man alsdann das Verbalten einer solcben in der Plache JF*’’ einwerti 
f=f{x,y)—f(a-\-rcost,a-jrXsiia.t') des Punktes x, y bei unbegrenzt ab: 
so Sind drei Palle mbglicb; entweder konvergiert /“= /‘(a'-fr cos A a"+r 
begrenzt abnebmendem r gleichmaBig fttr alle Werte von t gegen eine von 
•’****-^^ fa,~ COS t, a -\-r sin if) zu bezeichnende GroBe, und es ist zuglei 

Oder es konvergiert f im angegebenen Sinne gegen die mit bezeicbneti 
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5 = a stetig genannt werden; im zweiteii Falle besitzt sie dann fiir dei 
eine hebbare, im dritten Falle endlicb eine nicbt bebbare Unstetigkeit. 

In abnlicber ^ eise, wie es im vorstehenden bei einer ?^-]:dattrigen I 
gescbeben ist, kann man auchbei einer den (r-l)-facheii 'Windungspunkt 
enthaltenden jz-blattrigen Kreiserganzungsflaclie die zuin Eadius B i 
die Lage eines Punktes ^ durcli Einfiibruiig von Polarkoordinateii besthni 
Ende lege man durcb den Punkt ^ zu der die Flaclie A"^’^ begrenzei 
Kreislinie eine koiizentrische y-fache Kreislinie, deren Pmikten dami 
mit demselben Modul r entsprechen, ziehe Merauf von einem beliebig ge 
aber auch fur alle Falle festzubaltenden, der y dem Werte *=A e 
Punkte der Begrenzungslinie einen Strahl in der positiven Ricbtung der 
die durcb gezogene Kreislinie in einem Punkte A treffeii moge, und 
dann die Lage des Punktes cP auf dieser zum Radius r geborigen Ivreisli 
gabe der Lange r • I desjenigen Bogens APT dieser Kreislinie, den man, \ 
in der Ricbtung der abnebmenden y ausgebend, durcblaufen muB, um z 
zu gelangen, setze endlicb t = — 1. Zwiscben den so definierten Polarko 
rs,R, eines Punktes ^ der Flacbe K'^'^ und dem zugehoidgen 

bestebt dann die Glleichung: 

0 = a; + (r cos t) -(- (r sin i, 

und es entspricbt zugleicb jedem Punkte s der Flacbe ein besti; 

paar 7% t, wie umgekehrt. 

Eine Funktion f = f{x, y) soil eine in der Flacbe einwertige 

Ortes Oder Punktes x, y genannt werden, wenn zu jedem Punkte dies 

und nur ein Weib von f gebort. Eine in der Flacbe einwertige 

Punktes x, y liefert im allgemeinen eine r-wertige Funktion der reel 

lichen x, y in dem durcb die IJngleichung (B-\-y~'AJB bestimmten 
Z-Ebene, da jedem von verscbiedenen Punkte dieses Gebietes v Pui 
entsprecben. Ftibrt man aber an Stelle von x, y die eben definierter 
naten r, if ein, indem man f=f(X', y) = /(r cos f, rsin^) setzt, so gebt 
eine einwertige Funktion der beiden reellen Veranderlicben r, t bber. B 
alsdann das Verhalten einer solcben in der Flacbe A'^*'^ einwertigen Funl 
= f(r cos rsinf) des Punktes x,y bei unbegrenzt wacbsendem r, so s 
moglicb; entweder konvergiert f=f[rco&t, rsin^) mit unbegrenzt wacbsenden 

•fVi-v" TT/^to / fvAnc/mu Trrwi "f ITH Q S.T1 0*1 CTP TYll'I’p 'F = llTTI F ( V P.i 
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mit fjv) bezeichnete Grofie und es ist /’«,(»•) von dem der Function f fur d 
zukominencleu Werte verscMeden; oder endlich, es konvergiert f entwec 
nicht gegen eine von t unabhangige GroBe oder doclr nicht im angegeber 
ersten Falle, aber anch nar in diesem, soli die Fnnktion f fur den Pun 
£;enannt "werden; ini zweiten Falle besitzt sie dann fixr den Punkt oo^ ^ 
iin dritten Falle endlicb eine nicht hebbare Pnstetigkeit. 


4 . 

In der fiber der 2-Ebene ausgebreiteten ^.-blattrigen Flache T s 
um den (r-l)-fachen Windungspunkt 0 = a als Mittelpunkfc beschriebene v-fi 
eine r-blattrige Kreisflache X*’’ abgegrenzt. Der Radius der begrenzen( 
moge mit R bezeichnet werden. Die Lage eines Punktes z in dieser Flilc: 
sick durch die zu diesem Zwecke im vorigen Artikel eingefiilirten, mi 
Gleichung: 

s = x-\-yi-=a + re'b 

verkn'flpften Polarkoordinaten r, t bestimint. 

Zn dieser Flache K^''> soli nun eine in der ganzen Flache einwerti| 
Fnnktion u = u'-\- des Punktes x, y bestimmt werden, welche ftir jed 
des Randes von mit einer vorgegebenen einwertigen, stetigen und mit d( 
periodischen komplexen Funktion fif) = fit) -f f"{t)i der reellen Verande 
Werte nach abereinstimmt, fflr jeden voin Punkte z = a verschieclenen : 

der Flache stetige Derivierte besitzt und in derselben k\ 

paxtiellen Differentialgleichung ku = 0 geniigt, wahrend es dahingestellt b 
die genannten Deriviexten far den Punkt z = a existieren. 

Zur Lbsung der gestellten Aufgabe nehme man an, dafi eine Fi 
vexlangten Art existiere, und bezeichne den Wert, den sie im Punkte r, t ( 
besitzt, mit m,.,. Bezieht man alsdann die Punkte r,t, o.<7-.>b, o<^< 2 r/t, d( 
und die auf Grund der Gleichung; 

i = r + = re*' 

ebenfalls durch Polarkoordinaten fixierten Punkte r, t, o<r< 2 B, der in 

liegenden, durch den Mittelpunkt i = 0 und den Radius M bestimmten 
wechselseitiff eindentis' a.nfeina.nd 


Integi-ation der Gleieliung Ai( = 0 ffir mehrbliittrige Fliichenstiicbe. 
aus cleneii sich fur die zugeliorigen GroBen i, ^ die Bezieliung: 

(G.) ^ _ (£:z^ 


ergibt, und ordnet der Flache K eiue Funktion » = ;<.- 7 des Pimktes r/f 
Gleieliung bei der r, t deu deni Pimkte r, 1 entsprecliendeii Punkt- ' 

bezeiclinen soil, setzt aiicli /‘(y?) = f(r) und beaclitet, daB dann die Gleick 
besteht, so ist die so definierte Funktion u — da die Beziehung Tiyj=u,., 
Bedingung Q geniigende r bestelit, allenthalben stetig ist 1 

chungen (G„.) zufolge einer in Jl<’> stetigeii Funktion des Punktes r, 
in K stetige Funktion des Punktes f, t entspricht — eine in der ganzen 
einwertige und stetige Funktion des Punktes a-, y, die fflr jeden Punkt B, 
mit der Funktion f (J) deni Werte nach ubereinstimint, die zudeni, wie 
werden soli, ftir jeden vom Punkte i = 0 verscMedenen iiineren Punkt ■ 
Derivierte besitzt und der Differentialgleicliung A« = 0 ge 

sich daher auf Grand des in Art. 2 dieses Abschnittes bewiesenen Satzes > 
durch die Gleichungen: 


(u.) 


u. 


'■ZTC 




2 JR, r cos {t — 


depy 


%c- 


'R, t 


-m. 


Dafi die durch die Gleieliung %, 7 fur die ganze Kreisflache 
Funktion -w in der Tat, wie behauptet wurde, fur jeden von 5 = 0 verschie 

Punkt r, f der Flache K stetige Derivierten |^, ||, besitzt und d 

gleichung A'W = 0 gentlgt, laBt sich auf folgende Weise zeigen. Man 1 
einem passend gewahlten Radius B eine ganz im Innern der Flache AT' 
nicht durch den Punkt a ■ gehende einfache Kreislinie, welche den der 
von K entsprechenden Punkt r, t umschliefit, aber einen von r, t verschi( 
punkt r^, deru in der Flache K der Punkt r^, \ entsprechen moge, b( 
den Punkt r,t durch Polarkoordinaten Q,r, os?<k', o-<7r<2/t, auf den Punkt 
und den durch in der positiven Eichtung der Z-Achse gezogen 

T/mrk /»"V» Cir\ rTTTCTtCSr* rln-n nrvrl /Iati v.m T^nnTrf.ATi 
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mit /(Vj XhcIi friitier Bemesenem besteht darni tur jeden im Innern 
Kreisliuie begrenzten TeUes der Flache iF"’ gelegenen Pankt t die Gle 






ii--e 


\d(f, 


Q cos(t— I 5p)-t- 

0 

unci auch, nachclem man 

1 r r/ \ 2Ar(?sm(T— qj) 

jr“-22?>COS(r-^)+r ^ ^ 

0 

gesetzt hat, die Gleichung: 

1 /V ^ _ 1 r (g-gp) 

%,i + — 2a^//(^/’) ^ — 


Pahrt man jetzt in die letzte Gleichung mit Hilfe der vorhev anfgestellten 
dnrch welche die Plachen JG’’, Z pnnktweise aufeinander bezogen wur 
der Grofien r, t; r^, to flie Grofien r, t] u, h ©in, beachtet, dafi dann h 
und bezeichnet entsprechend diejenige Funktion von r, i, in welche t;,. * 
Vjrj, SO erhalt man, wenn man noch roe'°''=^o setzt, fnr die 


%,r 


+ I’rji = 


2jrJ / W 


dip. 


Beachtet man nun noch, daB aus dem die rechte Seite dieser Gleicl 
Integrale die GroBe u^j hervorgeht, wenn man die unter dem Integralzeichei 
nnd dip stehende rationale Funktion der komplexen Veranderlichen s ■■ 
ihren mit F(^, y) zu bezeichnenden reellen Teil ersetzt, und daB diesei 

filx jedes in Betracht konunende Wertepaar x, y stetige Derivierten 
besitzt und der partiellen Differentialgleichung -^+-^==0 genugt, 
schlieBlich, daB die Funktion n in der Tat fiir jeden von 5 = 0 verschi 
Punkt r, t der Flache K stetige Derivierten besitzt nnd i 

gleichung A% = 0 genUgt. 

Filhrt man jetzt in die vorher gewonnenen, die Funktion u fur j' 
der Flache K darstellenden Gleichungen (U.) an Stelle der GroBen r, i 


Integration der Gleiciung A (( = 0 tiii' melirljlattrige Fliiohcnstiicke. 

daun «- Y in iibergeht uud daB die Grleiclunig = /Vy i bestelit, t 
die Gleichungen : 


3i-ff 



- 1 . y _ i 

bei denen, ebenso wio im folgenden, iinter r" die GroBe /r, miter 
zii verstehen ist. Diese Gleichungen sind abgeleitet worden aiif Gruiid 
daB eine Fnnktion ti der verlangten Art existiert. Mit Rticksicht hiei 
schlieBlicli noch gezeigt werden, daB die dnrcli die Gleichungen (U. 
Fimktion u in der Tat eine Funktion der verlangten Art ist. Nun f 
nachst — da die Gleichung = fur jedes der Bedingung 
besteht, allenthalben stetig ist und den Gleichungen (G^.) zufolge einei 
Funktion des Punktes r, t imnier eine in Jt stetige Funktion des Pui 
spricht, auch Ur^i— f(t) ist — daB die erlialtene Funktion « eine in der gans 
einwertige und stetige Funktion des Punktes x, y ist, die for jeden P 
Randes von mit der Funktion f\i) dem Werte nach illjereinstimm 
Funktion u aber auch fur jeden von s = a verschiedenen inneren Pun^ 

stetige Derivierte besitzt und der Differentialgleichung L 

erkennt man, in dem naan beachtet, daB bei dem die Funktion darstelle 
der zwischen und dt,(p stehende Ausdruck, der Gleichung: 


i ±i A 

B"'e' -|-(2_a)'' 


JL ‘P ■ 1 

V V ^ V 

JR e — (0-rt) 


± ILi J_ ±i 
E e e 


i -i- -Li 

V V ‘ V 

E e — re 



2 

“ 

r 


j_ A i. 

B — 2jR r cos 




JL J_ 

2 i? r sin 


X 1. JL 
JJ' — 2J?’r‘cos(| 


gemaB, der reelle Teil fi einer im Innern von K^''^ allenthalben einwertige 
Funktion im + vi der konj])lexen Teranderlichen z = -x-^yi ist und info 
Funktion der reellen Veranderlichen x, y betrachtet, for jeden vona Pun 
schiedenen inneren Punkt der Flache nicht nur stetige Derivierte nacl 
jeder Ordnung besitzt, sondern auch der Differentialgleichung = 0 genC 
die Gleichungen (U.) dargestellte Funktion u genilgt also in der Tat den : 
Artikels aufgestellten Bedingungen und ist zugleich, -wie aus dem Gan 
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Satz 1. ,Jst ill der iiber der Z-Ehme atisgebrelteten n-UattrUjen F 
eine wn den {I’-^^j-fachen Windmigspimkt z = a als MiUelimnkt mit dem 
schriebeiie v-faclie Kreislinie dm v-Uattrige Kreisflache IF’’^ ahgegremt, so exi 
Ereisfldche immer cine und nm dm in der ganzen Kreisflache cinwertige und s 
u = u+u’i des durch die Polarkoordinaten r, t, o<t< 2 vn,^awf Grund 

z = X + yi = a re‘' fixietien Punktes x, y, icelche fur jeden Punkt M, i 
wn A"-’’ mit eiiier vorgegebenen emicerUgen, stetigen mid mit der Periode 2y 
komplexen Funktion fit) = f{i) + f'{t)i der reellen Veranderlichen t dem We: 
einsfinmt, fiir jeden imi Pmikte s = a verscliiedenen inner en Punkt der 

Derk'ierfe hesitzt und in derselben Ausdehnung der giarticllci 

gUichung Au = ^ geniigt. Diese Funktion u wird fiir alle Pwikte d 

als Funktion der Polarkoordinaten r, t dargestelU durch die Gleicliungen : 



Zu der Funktion u laBt sich eine einwertige und stetige Funktio 
des in seiner Bewegung auf das Innere von K^''^ beschnlnkten Punktes 
■welche fur jeden von z = a verschiedenen inneren Punkt der Flache IF 
knupft ist durch die Grleichungen: 

dv dto d'v du 

dx dy ^ dy dx 

Fine solche Funktion v ist fur jeden im Innern von gelegenen Pun 
standig bestimmt, sobald man ihr nock die Bedingung auferlegt, fur den 
+ der Flache eine vorgegebene GrbBe % als Wert zu bes 
ist. Unter Hinzunahme der GrbBe erhalt man nani 
stimmung von v die Gleichung: 

•'=”"+/(- If* +£<'!')' 

a', a" 

dabei ist der Integxationsweg fiir das rechts stehende Integral nur der Bedi 
worien, vollstandig im Innern von zu verlanfen. Setzt man alsdanr 

.Qr\ Tcsf. Dr\ At-m *1-^ 1 1 .-V . 


Integration der Gleiehnng Ah = C) fiir mehrTjmttrige Fliielienstucke. 




wahi-end zugleicli die Komponenteii «ad tV/ von w. durcli die Gleichi 


/ f(SP)- 


JR —r 


2 1 1 


\ V J 0<r<7?, 


/ fW) — 


2 R r sin 


E — 2R r cos 


0< t < 2v 7t j 


bestimmt sind. 

Die Funktion w, laBt sick fur das Innere von durck eine ni 

J_ 

von (p—o) mit ganzen positiven Exponenten fortsckreitende Reike, deren 
von ^ unabkangig sind, darstellen, und entspreckend lassen sick die Punkt 

fflr das Innere von durck Reiken, die nack Potenzen von r' niit gan 
Exponenten fortschreiten und als Koeffizienten Punktionen von t besitze: 
Man erhalt, unter Bertlcksicktigung der am Ende von Art. 1 geniackten Ei 
zunackst ftlr w, die Darstellung; 


: = w,., , -f = Co -f Cl {s-a) ’■ -f c, a) ' d + c„ (^- a) " + • • • -, 


wobei 


Cq Uq -|- Voi , = 


>0 V 


V7CE 0 


ist, und weiter dann fiir die Komponenten und von die Darste 




cos n(^^)d(p\^, J f((p) sin«(- 


0<t <2vft. 


Bei den vorhergehenden Betracktungen ist der Pall, wo y = l, der 
also ein 0-facker Windungspunkt der Plache T, und entspreckend die Fla 
einfacke iCreisflacke ist, wie sckon frtlker kemerkt, nickt ausgescklosse 
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5 . 

Auf Gruntl cles im vorhergehenden Artikel gewoniienen Satze 
jetzt die allgemeinere Aufgabe losen, zur Plache eine Funktion u = 
stimmen, vvelcke fur alle vom Puukte z = a verscliiedeneu Punkte x,y ( 
ebeiiso verlialt, wie die in dem Satze definierte Funktion u, fdr den Pu 
in dersell>en Weise unstetig wird me eine gleich naker zu cliarakterisiei 
Funktion M = a' + in dem Sinne, dafi die Differenz u — u sich in der 
Punktes ^ = a 'vvie eine fur diesen Punkt stetige Funktion verlialt. 

Zunachst soil die Funktion u definiert werden. Zu dem Ende ftil 
Flache A'*'' einen mit I zu bezeicknenden Schnitt vom Punkte 0 == « 
diirch die Ctleiehung t=0 bestimmten Eadius bis zur Begrenzung, bez 
diese Weise aus der Plache A'*’' entstandene, von der zum Eadius li gehp 
Kreislinie und den beiden Seiten des Sclinittes I begrenzte Flaclie mit . 
alsdann dem durch die Polarkoordinaten r,t, o<«?2i.7£, anf Grund 
+ + fixierten Punkte x, y dieser Plache die durcli die G-lei 

«G=Sln— ^ +-^+ 

(z-a)*' («-«)” (z—a)" (^ — a)*' 




— bei der die S irgend welche komplexe Eonstanten, die teilweise 
Null haben konnen, bezeichnen und nnter In 4- die reelle GroBe —~f- 

bestimmte GrdBe w, zu. Die so auf die Placbe A'") bezogene ] 


ist 


^ann in dieser Flache, vom Punkte 0 = « abgeseben, eine einwertige und 1 
des Punktes rr, y, deren Werte in je zwei auf verscbiedenen Seiten des Schn: 
aber demselben Werte von z entsprechenden Punkten r = r ^ = 0 un( 
fech die Gkicbung w^-wz = 2ni5i verknbpft sind, wenn die durcb 
^ite des_ Scbnittes I die positive, die durcb t=2rn bestimmte Seite < 
_Mnt wird Nach diesen Torbereitungen definiere man jetzt die Pu 
enjemgen Ausdruci:, welcher aus dem erstf^n rlip 


Integration der Gleiehung An = f) fOi- melirhiilttrige Fliieht-iistuekr-. 

der genanaten Funktionen ron * ihre lateralen Teile treten lafit, n 
definierten Funktionen Ti, v werden dann als Funktionen der Polarlojord 
gestellt durcli die Gleichungen; 


U , = S In % cos — + -::2- cos — -f 




2^ 


COS • 


m t 


'V--S 


2 / 


r ^ 
Q 


■ Sill 


}k f 


und es isfc zugleicli uk = F Die Funktion it ist in der Flilclie K' 

z = a abgesehen, eine einwertige und stetige Funktion des Pimktes x, 
jeden Punkt R, t des Randes von K^''^ niit der durck die Gleicliuntr f(ii — 
einwertigen, stetigen und mit der Periode periodisclien Funktion c 
tlnderlichen t deni Werte nack khereinstimmt, fur jeden voni Punkte = < 
inneren Punkt der Flacke stetige Derivierte nack x und y von jeder C 
und in derselben Ausdehnung der Differentialgleickung A«==0 geniigt. 
mit der Funktion v ikrer Entstekung gemafi filr jeden vom Punkte ^ = a 
inneren Punkt der Flacke verkmlpft durck die Gleickungen: 

dv dv dU 

dx dy ^ dy dx 


Nackdem so die Funktion u definiert ist, gelangt man durck 
legungen zu dem folgenden, die Losung der zu Aufang des Artikels ges 
entkaltenden 

Satz n. „Ist m der viber der Z-Ehene misgehreiteten n-liliittriyen 
eine mn den (y—X)-fachen WmdunysjmnM z ^ a als MitteljyimM mit dem 
scJiriehene y-faclie Kreislinie eine v-Uiittrige Kreisfladie algeyrenzf, so ex 
Kreisfldche immer eine und nur eine Funktion ti=u -^u'i des durcli die ^ 
r, t, o<rzR,Q<t<'ivn, auf Grund der Gleichung ^ = tc F = a + re‘‘ fixietfe') 
die fur jeden vom Punkte z = a verscMedenen Pmikt der Fldclie einirerfig 
fur den PimM z = a aber in derselben Weise unsteUg icinl wie die durcli d. 


fur jeden vom PunMe s=^ a verscliiedencn Pmikt der Fldclie definierte komjile. 


66 


Dritter Absehnitt. 


periodisdien Icomjjlexen Fmldion f{f) = fit) 4- der reellen Veruudedichen t 

nach iihendHstbmnt, endlidi fur jeden vom PmiJde z = a veisdiiedenen bmeret 


Fladie stctige Fenvkrte Differed. 


Ai( = — +2^ = 0 aeniUft. Biese Fmildion u wird, wenn man 'nodi- die cimvc 

dx- dij- ' ^ 

und mit der Periode 2v7i periodisdie FmiMon der reellen Vcrandedidicn, t, b 


far r = B nhergelit, m-if fif) hezddmet, fiir jeden vom Punlie s = a versdiiedcn-e 
F'ldche (ds Funktion der Polarkoordinaten r, t dargestdlt durdi die Gletdiimgen 



DaB durch die Gleicliungen (U,.) ia clei- Tat eine Funktion u der ver 
filr jeden vom Punkte z = a verschieclenen Punkt der Flilche dargestellt v 
sich unmittelbar, wenn man die oben erwalinten Eigenschaften der Funktio] 
gleicb die aus Satz I des vorigen Artikels sich ergebenden Eigenscliaften 
Verbindung mit u auftretenden Integrals beriicksichtigt. DaB diese Funld 
auck die einzige derartige Funktion ist, erkennt man, wenn man beacMet, 
einer Funktion u der verlaugten Art und der gegebenen Funlction m gebildt 
u=‘U — u dadurch in eine in der ganzen Flache einwertige und stetij. 
verwandelt werden kann, daB man ihr fiir den Punkt z = a, fur den sie 
zunachst nicht besitzt, die der Voraussetzung gemaB esistierende OrbBe g = li 

r : 

als Wert zuschreibt, und daB die so vervollstandigte Funktion u — da sie 
far jeden vom Punkte ^=a verschiedenen inneren Punkt der Flache stetigi 

besitzt und der Differentialgleichung A«=0 genOgt, auch 

Kandpunkt B, t mit der Funktion f{t) — f(t) dem Werte nach tibereinstiu 
Grund von Satz I des vorigen Artikels durch diejenigen Gleicliungen dargc 
welche aus den dort angegebenen Gleichungen (U^.) hervorgeheu, wenn n; 
durch u, f{(p) durch f{cp) — f{(f) und f{t) durch f(t) — f(t) ersetzt. 

Zu der gewonnenen Funktion u laBt sich eine einwertige und steth 
v = v'pv"i des in seiner Bewegung auf die Flache j^ach AusschluB der B 
linie r= B und des Punktes z^a beschrankten Punktes x, ij finden, welch 


Integration der C41eieliimg Aii==0 fur melirblattiige Flilebeiistilcke. 


Bino solclie luiiktioii ■?,/ ist fiir jeden dor erwalinteii Puiikte -j', y you K 
bestimmt, sobald man nocli den Wert r,, o, welclieii sie ftlr den aiif der ] 
des Sclinittes I gelegenen Piinkt r = /, f = o besitzeii soil, angibt 
zuiiahine der CxrdBe q erh^t man naiiilicli ziir Bestiniiiiiiiig von c die 


V = 



dabei ist der Integrationsweg fiir das reclits steliende Integral nur den 
nnterworfen, den Schnitt I nicht zn iibersclireiten imd weder den Pun 
anch Punkte der Begrenzungslinie zu entlialten. Eine Darstellii 

Pimktion der Polarkoordinaten r, t laBt sich aber aiich direkt gewinnen, 
am Elide des vorigen Artikels durchgefiihrte Untersiichnng iind das in c 
iiber die Beziehnngen zwischen u iind v Gesagte berucksichtigt. Man erhi 
Mtihe fur die Darstellung: 


2V7t 


Vr, t = G,. + Y ^ / W) - /‘(V)] -T XT — F— T V 


B 


’ — 2 2i ’ »• ’ COB r ‘ 


wobei (7/ eine nur von r und.cler vorgegebenen GroBe ablinngige Gro 
die als Fnnktion dieser GroBen erhalten wird, wenn man in der vorstehen 
r, t in r , 0 tibergehen laBt und die Gleichung '^-, 0 = ** beaclitet. 

Die Funktion v ist fiir jeden den Bedingnngen 0 <r < B, 0 ^t^2v 
Punkt r, t der Flaehe einvyertig und stetig, wird fur den Punkt z = < 
Weise unstetig wie die Fnnktion v und besitzt zudem in je zwei auf versch 
des Scbnittes I gelegenen, aber demselben Werte von s entsprechenden I 
t = 0 nnd r = r, t = 2vn Werte, die durch die Gleicknng v'^—v~=v'^— 
kntlpft sind. 

Setzt man jetzt iv = u^vi, so ist die so fur jeden nicht auf der 
linie r = B liegenden und auch nicht mit dem Punkte z = a zusammenfa 
der Plache definierte GroBe w eine Fnnktion der komplexen Veranderli( 
Diese Fnnktion w^, die durch die Gleichung: 
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der Flilclie einwertig und stetig, wird fiir cleia Punkt 0 = a in 
unstetig wie die Fanktion iF imd besitzt zudem in je zwei auf verschi( 
Seknittes I gelegenen, aber demselbeii Werte yon s entsprecbe^den^u’ 
und /■ = /•, iT- Weite, die durch die (dleichung <-w:=wt-w: = 
siud. Unter Berucksicktigung der am Ende des yorigeii Artikels durcl 
sucbung erhalt man scklieBlick nock fiir w. die Daifetellung. 

ri 1 1 I I ^2 I . j_ . ■ 

IV It, i+ V, = 2 In T H T H T + • + Hi 

{z — ay {z—ay (^— a)’" 

+ (^— d) + Cg [z— a) d 1- c„(^— a) + 

wobei 

2rn: 

^0 = + ^f [f(<p) - f(f)\ 9 ’ d. = f[f(9) - f{9)\ 

0,1 ZJ > 0 , T) * 

5 vtcE 0 

isfc. 

6 . 

In der iiber der Z-Ebene ausgebreiteten w-bliittrigen Flache ; 
y-faeke Kreislinie eine den (r— l)-fachen Windungspunkt enthal 
Kreiserganzungsflacke abgegrenzt. Der geineinsame Modul der 

der kegrenzenden Kreislinie gehorigen Werte von ^ nioge mit Jl In 
Die Lage eines Punktes s in dieser Flache denke man sick durck die : 
in Art. 3 dieses Abscknittes eingefiiki-ten, mit z durck die Gieichung: 

s = X -[■ yi = re*\ 

verknilpften Polarkoordinaten r, t kestimmt. 

• Zu dieser Flache soil nun eine in der ganzen Flache einw 
Funktion 'u = u'-\-u''i des Punktes x, y bestimmt werden, welche fiir 
des Randes von mit einer vorgegebenen einwertigen, stetigen und ni 
periodiscken komplexen Funktion f(t) = f'(t) -f- f"(t)i der reellen Vera 
Werte nack tibereinstimmt, fur jedeu vom Punkte oo<”’ verschiedenen 

Flache stetige Derivierte besitzt und in derselben 

partiellen Differentialgleickung A«t = 0 geniigt, wahrend es dahinges 
wie die genannten Derivierten sick verkalten, wenn der Punkt x, y 


Integi-ation der Gleichung A?^ = 0 fih- mehrblattiige FlUelienstiieke 


besitzt mit „ den Wert, den sie iin Punkte besitzt, mit = 

man alsdann die Punkte o>*>-2,7r, der Placlie A"''^ und du 

Gleichung: 

z = x + yi = Te‘‘ 

ebenfalls diirch. Polarkoordinaten fixieiten Punkte r, f, o<« 2 .-r, der 
liegenden, durch den MitteliDunkt s = 0 und den Eadius B bestimmi 
wechselseitig eindeutig aufeinander durch die Gleichungen: 



indem man zugleich, entsprechend der aus diesen Gleichungen fur 
GroBen z, z sich ergebenden Beziehung: 


1 



als Korrespondenten des Punktes oo^’'^ den Punkt z=0 erklai-t, und or< 
eine Funktion u = %_7 des Punktes r, t zu durch die Gleichungen u 
wobei T, t den dem Punkte r, t entsprechenden Punkt der Plache K'^ 
setzt auch f(—yt) = ~f(t) und beachtet, daB dann die Gleichung % j = 
ist die so deflnierte Funktion u — da die Beziehung •Uf-t = v>r,t f’li' j®* 
0 ^ r ^ A geniigende r besteht, aUenthalben stetig ist und den GL 
folge einer in stetigen Funktion des Punktes r, t immer eine in 1 
des Punktes r, i entspricht — eine in der ganzen Kreisfiache K einw 
Funktion des Punktes x, y, die fur jeden Punkt B, t des Randes mit 
dem Werte nach iibereinstinimt, die zudem, wie durch die in Art. 4 a 
den Stelle angewandte SchluBweise gezeigt werden kann, hir jeden 

verschiedenen inneren Punkt von K stetige Derivierte 

Dififerentialgleichung Au = 0 gentlgt und die sich daher auf Grund d( 
Abschnittes bewiesenen Satzes daxstellen laBt durch die Gleichungen: 


(U'.) 
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mit Hilfe der Gleichuiigeu (Go-) und zugleich an Stelle der Integrations va 
neue Integrationsvariable (p durch die Substitutioa (p = ^ ein, indein 

daB dann in iibergeht, und daB die Gleicliungen Mo=«=o{>), /'(- 
stehen, so erhalt man die Gleicliungen: 


(U') i / /‘W- 


r -R 


JR — 'iR r cob/ 


■^clcp, -/U' 0 =liin«,.,= -^ / f{(p 


r> Ry 

0>t> — 2 V 7 t, 


i . ’/' ■ -f 

bei denen, ebenso me im folgenden, unter r’ die GroBe Vr, unter li' 

zn verstehen ist. Diese Gleicliungen sind abgeleitet worden auf G: 
nahme, daB eine Funktion u der verlaiigten Art existiert. Mit Eiicksicl] 
also schlieBlich noch gezeigt werden, daB die durch die Gleicliungen (t 
Funktion u in der Tat eine Funktion der verlangten Art ist. Nun folgt 
— da die Gleichuug fhi’ jedes der Bedingung r^li geniige: 

allenthalben stetig ist und den Gleichungen (Gv) zufolge einer in K ste 
des Punktes r, t immer eine in stetige Funktion des Punktes r, t ei 
Uj^^, = f(t) ist — dafi die erhaltene Funktion u eine in der ganzen Flriche J 
und stetige Funktion des Punktes x, y ist, die fixr jeden Pnnkt R, t des R 
mit der Funktion fit) dem Werte nach ubereinstinimt. DaB diese Funlvtii 
fur jeden vom Punkte oo'''^ verschiedenen inneren Punkt der Flilche ste 

1^, -1^, 1^, -1^ besitzt und der Differentialgleichung Aw==0 geniigt, erl 
dem man beachtet, daB bei dem die Funktion ; darstellenden Integral ( 
([(p) und d(p stehende Ausdruck, der Gleicliung: 


i JLJL: i J-i i. Jti 

V V '' V v' V v'' 

z M e re B e 




i ±l J_ IL: 

V V ^ V 1' 

re — Be 



2R''r\ini^ 


R'' — 2R’'r"(ion(^ 


gemaB, der reelle Teil fi einer im Innern von allenthalben eii 

stetigen Funktion [x -\-vi der komplexen Verhnderlichen z = x -{-yi ist 
dessen, als Funktion der reellen Veranderlichen x, y betrachtet, ftir jeden v 


IntegratioE der Gleiehung Am = 0 fflr melirblattrige riiichenstiicke. 


Anfang cles Artikels aufgestellteai Beclingungen und ist zugleich, wie aus cl< 
TJiitersixcliung umnittelbar hervorgeht, die eiuzige derai-tige Eunktion. 

Die in diesem Artikel bis jetzt erbaltenen Resultate lassen sich 
folgenden Satz zusammenfassen: 

Satz m. „Ist in der iiher der Z-JEhene cnisgehreiteten n-bliiitrigen F 
eine der Gleiehung niod^==iiI entsprechende v-fache Kretslinie cine den 
WindimgspunM oo'’* enthaltende v-blaftrige Kreisergmmngsfliiche A"^’' ahgegren. 
su dieser Kreiserganmngsfldclie immer eine imd mir eine in der gcuizen Fid 
und sfetige Funktion u = des durch (Me Folarkoordmaten r, t, r^a, o>/>-2 

der Gleiehung 0 = x + yi = re‘‘ firierten Funkfes x, y, loelche ftir jede>i Piinkt JR 
von mil einer vorgegehenen einwertigen, sfefigen und mit der Feriode 2 r: 

komplexen FunMion f{t) = f'{k) + f"(t)i der -reellen Yeranderlichen t deni Weiie 
sfimmt, fur jederi vom Punkte verscliiedenen inneren Punkt der Fliiche 

vierte hesifzt und in derselben Aiisdeliming der partiellen Diffh 

Au = + Ip = 0 geniigt. Diese Funktion wiril fur alle Pmikte der FI 

Funktion der Polarkoordmatcn r, t dargesteUt durch die Gleichungen: 


(Us-) 


—^vn 2 2 



dip, 4ue=linit(,;=— 

r • • • 00 

r>R, 

Q^t> — 2vTt. 



Zu der Faiiktion » laJJt sich eine einwertige und stetige Funktic 
des in seiner Bewegung auf das Innere von besclnankten Punkte; 

welche fur jeden vom Punkte 00^”^ verschiedenen inneren Punkt der Placl 
verknhpft ist durch die Gleichungen: 

dv du dv du 

Jx^~dy' Fy~Wx' 

Eine solche Funktion v ist fur jeden im Innern von K gelegenen Pui 
standig bestimmt, sobald inaii ihr noch. die Bedingung aufeiiegt, filr d( 
eine vorgegebene GroBe Wert zu besitzen, so daB also = ^2^0 

Hinzunalime der GroBe erbalt man namlich. zur Bestimniung von v c 


'0 = VJd') + 


J \ 


dco + 
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verlaufeEden Integrationswege erst-reckten Integrals konvergiert, wenn c 
dem Punkte zustrebt. Setzt man alsdami «• = so ist die so f 

Punkte Yon definierte Grofie -w eine Punktion der komplexen 

z = x -{-yL Auf Grand der letzten vor dem aufgestellten Satze stehei 
erMlt man ohne Miilie: 


w. 


= = W - 2 ^ / fiv) 


— 2vn X 1 (p . 

"T _"F V ' 

z e 

X. X Xi 

V V V 

Z — (j 


d(f, 


wahrend zugleich die Komponenten mid von w, durcli die Q lei cl 






r —S. 


— 2v7t 


1 1 


_L XI 
5‘ — -li?’!- 


F , ~ 








r>B, 


bestimmt sind. 

Die Funktion w, l^fit sich ftir das Innere von durcli eine 

-L 

( in’" 

jj mit ganzen positiven Exponenten fortschreitende Reihe, dere: 
von 2 unabhangig sind, darstellen, und entsprecbend lassen sich die Pun 

filr das Innere von Z'*’’' durch Eeihen, die nacb Potenzen von ^-1) mi 

tiven Exponenten fortschreiten und als Koeffizienten Punktion en von t besi 
Man erhalt, unter Berticksichtigung^ der am Ende von Art. 1 gemaeliten 
zunachst filr w, die Darstellung: 


w. 


-i. -A. Jl. 

= + 'l’r,d = Co + G (y) P Cg H p c„ +-•••, 


wobei 


n —2v7t 


Co = + Vjv)i, ujr) = - ^ f fi(p) c” '■ 


ist, und weiter dann far die Komponenten und von die Bars 


Integration der Gleichung A«=0 fiir melirblattrige Flaclienstiicke. 

Bei den vorhergehenden Betraclitungen ist der Fall, wo = 1 de 
also ein O-facher WindungspunFt der Plache T, und entsprechend die Flac 
einfaclie Kreiserganzungsflache ist, nicht ausgeschlossen. 


7 . 


Auf Grund des iin vorhergelienden Artikel gewoimenen Satzes III li 
die allgemeinere Aufgabe losen, zur Flache eine Funktion u=^ u- 
stimmen, welch.® fiir alle vom Pniikte vei’schiedenen Punkte x, y dei 
ebenso verhalt, wie die in dem Satze definierte Funktion u, fiir den Pui 
in derselben Weise nnstetig wird wie eine gleich naher zu charakterisiereii 
Funktion u = u u i, in dem Sinne, daB die Ditferenz u — u fur den 
stetig bleibt. 

Zunaclist soil die Funktion u definiert werden. Zu dem Ende fi 
der Flache vom Punkte JR, 0 der Begrenzung aus langs des durcli c 

t = 0 bestimmten Strahles einen mit seinem Endpunkte dem Punkte co(’'> 
Schnitt I, bezeichne die auf diese Weise aus der Flache entstandene, 
Radius B gehorigen y-fachen Kreislinie und den beiden Seiten des Schnitte 
Plache mit und ordne alsdann dem durch die Polarkoordinaten r, t, 
auf Grund der Gleichung z = x yi = re‘‘ fixierten Punkte x, y dieser Plac 
die Gleichung: 


w, = S In 0 " F 

= S In + 2 ^ i F 2,r^e 


F • • • F 




— bei der die S irgend welche komplexe Konstanten, die teilweise aui 


ISTull haben konnen, bezeichnen und unter Inr’’ die reelle GroBe 


V J r 


ist — bestimmte GroBe zu. Die so auf die Plache bezogene Fu) 
dann in dieser Flache, vom Punkte oo^''^ abgesehen, eine einwertige und stei 
des Punktesr, y, derenWerte in je zwei auf verschiedenen Seiten des Schnitte 
aber demselben Werte von z entsprechenden Punkten r = r, t = 0 und r = 
durch die Gleichung wf — wj =- 2ni2 verkndpft sind, wenn die durch t = 
Seite des Schnittes I die positive, die durch ^ — 2r7i bestimmte Seite 
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Multiplikatoren besitzenclen Funktionen von ^ iire reellen Teile treteu 
zeicline zugleich denjenigen Ausdrnck, welcher dadurch entstekt, dafi ma 
gsnannten Funktionen. von s ikro lateral en Teile treten laBt, niit vi. Di( 
Funktionen u, ^ werden danii als Funktionen der Polarkoordinaten r, t di 
die Gleicliungen: 


^r,t 

^r,t 


= Slur'' H- Sir'' cos ^ + 23r‘'cos — i 1 - S„,r‘‘ cos — , 

= 2 ^ + Sir sin ^ + B^r’' sin ^ H +- S„ r " sin — , 


unci es ist zugleich Die Funktion u ist in der Flilche K 

ooW abgesehen, eine einwertige und stetige Funktion des Punktes x, y, w 
Puiikt JR, t des Eandes von ruit der durch die Gleichung /(O = 
einwertigen, stetigen und init der Periode Syzt periodischen Funktion c 
anderlichen t dem Wei’te nach ubereinstimmt, fhr jeden vom Punkte oo^‘ 
inneren Punkt der Flache stetige Derivierte nacli x und y von jeder ( 
und in derselben Ausdehnung der Dilferentialgleichung Aic = 0 genugt. 
mit der Funktion v ihrer Entstehung geinafi fur jeden vom Punkte oo^' 
inneren Punkt der Flache verknupft durch die Gleichungen: 

dv du dv du 

dx dy^ dy dx 

Naehdem so die Funktion u definiert ist, gelangt man durch 
legungen zu dem folgenden, die Losung der zu Anfang des Artikels ges 
enthaltenden 

Satz rv. „Ist in der nier der Z-Ehene ausgeJbfeiteten n-hliittrigen 
eine der Gleichimg mod 2 = B ents^-echende v-fache Kreislinie eine d< 
Wind-ungspunkt oo^ enthaltende v-bl/ittrige Kreisergiimungs flache nhyege 

zu dieser Kreisergdnzungsfliiche immer eine und nur eine EunMion u = u' ■ 
die JPolarkoordinaten r, t, r>R, 05(>-2Trt, auf Grund der Gleichung z = x + y 
Punktes x, y, die fur jeden vom Punkte oo^’’> verschiedenen PunM der Fidel 
stetig ist, fiir den Punkt oo^ a^er in derselben Weise unstetig wird wie 
Gleichung: 


Integration der Gleichung A!( = 0 fiii- mehrWattrige Flachenstficke. 


die Werte I'on t gegen eine von t tmahlmngige Gn^e Jconvergiert ilk fei 

BanclfunU B, t mit einer vorgegehenen eimcertigen , stetigen und mil dei 
periodischm Amigdexen F-imMon f(() = f({) + f"(i)i der reellen rerumhrUche 
ncicli lihei ei)istn)i‘))it , endlicli fuT ged&n vom Puitlite verscliiedenen inne 


cu d'^u c^u 
cy^ 


hesiizt nnd der gxirtiellen Biff'e 


U + |p = 0 genugf. Diese FimkHon u wird, wenn man noth die eh 


FlacJie stetiqe Ferivierte ^ 

Att 

und niit der Feriode 2r7t gieriodisclie Funliion der reellen VchinderlkJien t 
fur r = B- iihergeU, mit f(f) hezeiclmef, fiir jeden rom Piinlde rerseJdedi 
Flaclie als B'wnUion der Folurkoordmaten r, t dargestellf durch die GMchun 


(U.O 




'r,t 


1 

2V7t 


VM-fiv)] 


■B 


_! 1 . 1 . 

r * cos 




2 


DaB durch die Oleichungen (U^.) in der Tat eiue Funktion u c 
Art fiir jeden vom Punkte oo<’) versekiedenen Punkt der Flache da] 
ergibt sicli unnaittelbar, wenn man die oben erwahnten Eigenschaften d 
mid zugleich die aus Satz III des vorigen Artikels sich ergebenden Eigi 
hier in Yerbindung mit u auftretenden Integrals beriicksichtigt. DaB die 
aber anch die einzige derai'tige Punktion ist, erkennt man, wenn man 
die mit einer Funktion u der verlangten Art und der gegebenen Funktii 
Differenz u = u — u dadnrch in eine in der ganzen Flache einwerti; 
Funktion des Punktes x, y verwandelt werden kann, daB man ihr fur d 
fiir den sie einen Wert zunachst nicht besitzt, die der Yoraussetzung gem 
GroBe ^ = lim — w,. ,) als Wert zuschreibt, und dafi die so vervollsb 

tion u — da sie im iibrigen fur jeden vom Punkte oo'’’^ versebiedenen : 


8u 


der Flache stetige Derivierte ^ 


du 


f-\ et A 
O-'U 


_ ^ 

d‘!/’ 


besitzt und der Differentialgl 


geniigt, auch fiir jeden Kandpunkt B,t mit der Funktion dei 

■abereinstimmt — auf Grand von Satz IH des vorigen Artikels durch d 
chungen dargestellt wird, welche aus den dort angegebenen Gleichunge: 
gehen, wenn man darin u durch u, flgp) durch f{(p)—f((p) and f(f) durch f(, 
Zu der gewonnenen Funktion u laBt sich eine einwertige und st( 
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dv __ du dv _ du ^ 

dx cy^ dy dx 

Eine solche Funktioii v ist fixr jeclen cler erwahnten Puiikte x, y von K 
bestixnint, sobald man nock den Wert , welchen sie fiir den auf der ; 
des Schnittes I gelegenen Punkt r^ r, t = Q, r’>R, besitzen soli, angibt. 
nahme der QroBe •y/,o erhalt man namlick zur Bestimmung von v die Grl 


V = 1). 


r ',0 


r \0 


dabei ist der lutegrationsweg fur das rechts stekende Integral nur der 
unterworfen, den Scknitt I nickt zu nberschreiten nnd aucli nicht Pr 
grenzungslinie r = B zu entbalten. Eine Darstellung von v als Funkti 
koordinaten f, t lafit sick aber auck direkt gewinnen, wenn man die 
vorigen Artikels durchgeftihrte Untersucliung und das in diesein Artike’ 
ziehungen zwischen % und v Gesagte beriicksicktigt. Man erhalt dan: 
fill- die Darstellung: 


1 a 


_ 2 JR r sin ^ 

= O' + - 2^ / [f((p) - f((p)] -T T-T 1 


JR' 




wobei (7/ eine nur von r und der vorgegebenen GroBe abhangige Grc 
die als Funktion dieser GroBeu erkalten wird, wenn man in der vorsteher 
r, t in r, 0 ubergeben laBt und die Gleichung = 0 beacktet. 

Die Funktion v ist fur jeden den Bedingungen r> B, 0 ^ ^ — 2» 
Punkt r, t der Flache einwertig und stetig, wird fur den Punkt cx)^ 
Weise unstetig wie die Funktion v und besitzt zudem in je zwei auf versct 
des Schnittes I gelegenen, aber demselben Werte von s entsprechenden ] 
t = Q und r = r, t = — 2vTt Werte, die durck die Gleichung v'^ — v~ = 
verknkpft sind. 

Setzt man jetzt w = u + vi, so ist die so fQr jeden nickt auf dej 
linie r = B liegenden und auck nickt mit dem Punkte ooW zusammenh 

der Flache J£''W definierte GroBe w eine Funktion der komplexen Veranderli 
Diese Funktion w^, die durch die Gleichung: 


Integration der Gleiehung A = 0 fiir nielii'blattrige Fiaehenstticke. 

dargestellt wircl, ist fur jeden der Bedingung /•> fi, 0 ^^^ — 2^'7r gemigec 
der Flache einwertig und stetig, \vircl fur den Punkt cc" in de 

unstetig wie die Funktion w, und besitzt zaidena in je zwei auf Terschiedei 
Schiiittes I gelegenen, aber deinselben "Werte von entsprechenden Punk 
und r = r, t = — 2vn Werte, die durcli die Gleickung tvt — w~ = — u 

kntipfl sind. Unter Berticksichtigung der am Ende des voiigen Artikels ( 
Untersucbung erhalt man schlieBlicb noch fur ic. die Darstellung: 


wobei 


^ _L _L ^ jw 

w, = -p v^^ti = fi In -p -I -p 

HH ^0 + Cl (y) + C 2 (y) + ’ ' ' + (t) + ' ' ' ' 





~v ^ - F ;r g, 

n>0 J 


ist. 
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Integration der partiellen Differentialgleiehung A« = 0 fiir eine v 
konzentrischeii Kreisen begrenzte Ringflache. 


1 . 

In der Z-Ebene sei durch zwei um den Pnnkt z = Q als Mittelp 
Eadien B, B, r>^, beschriebeiie Kreise ^ eine Ringflache abgegrenzt. I 
Punktes z in dieser Plache denke man sick durch die frilher eingefuhrteu 
die Gleichung: 

z = 0 ) yi= re*‘, 

verknupften Polarkoordinaten r, t bestimmt. 

Zu dieser Eingflache soil nun eine in der ganzen Plache einwertij 
Funktion -f vl’i des Punktes x, y bestimmt werden, welche fur jed( 

der Eandlinie ^ mit einer vorgegebenen einwertigen, stetigen und mit d 
periodischen koinplexen Funktion f(t) = f'(t) fiir jeden Pnnkt B, t d 

mit einer vorgegebenen einwertigen, stetigen und mit der Periode 2/ 
komplexen Funktion der reellen Yeriinderlichen t den 

ubereinstimmt, fiir jeden inneren Punkt der Plache stetige Derivierte ^ 

besitzt und in derselben Ausdehnung der Differentialgleiehung Aw = 0 gei 
LaBt sich eine solche Funktion u bestimmen, so ist dieselbe zugle 
den aufgestellten Bedingungen genugende Funktion. Mmmt man namli 
eine zweite derartige Funktion sei, und bildet alsdann die Difierenz w 
eine in der ganzen Ringflache einwertige und stetige Funktion des Punkt( 
fur jeden Punkt der Eandlinien l!, ^ den Wert Null hat, fiir jeden inne: 
Flache stetige Derivierte besitzt und in derselben Ausdehnui 


Integration der Gleicliuiig Ai* = 0 fur eine Ringfliielie. 

Funktion M,,, pschehen ist, dafi sowohl die groBten Werte ff, G" als aucl: 
Weite K , K , welche die Funktionen u', u" in dei' Ringflacke uberkau 
untei den. fill die Randpunkte auftreteuden FunktionsTV'erten vorkomuien 
iiickt yon Null verschieden seiu konnen, und daB demnack die Funktion 
keinen Punkt der Ringflacke einen von Null yersckiedeuen Weid kaben 
hat also auch u = u-n fiir jeden Punkt der Ringfiache den Wei-t Null, o 
selbe, die Funktion u ist niit der Funktion u identisck. Die gestellte Ai 
deninacli, wenn sie dberkaupt losbar ist, nur eine einzige Losung. 

Was nun die Behandlung der Aufgabe ketrifft, so ka.im dieselbe m 
die Bekandlung der beiden einfackeren Aufgaben reduziert werden, welcki 
durck kervorgehen, daJB man das eine Mai f(t) = 0, das audere Mai f{t) = 0 ; 
sick namlick diese beiden speziellen Aufgaben losen, und kezeichnet man di 
ersten mit IT, die der zweiten mit TJ, so bildet die durck die Gleickun 
deflnierte Funktion u die Losung der ursprdnglick gestellten Aufgabe. I 
kierauf soil jetzt zunkckst die erste spezielle Aufgabe bekandelt werden. 


2 . 

Die Bestiminung der soeben definierten Funktion U, der die Bedi 
erlegt sind, fflr jeden Punkt E, t der Randlinie ^ mit f(t) dem Werte i 
zustimmen, ftir jeden Punkt JR, t der Randlinie ^ den Wert Null zu besit 
mit Hilfe einer Metkode durckgefiikrt werden, die man passend als k 
successiven Influenzen bezeicknen kann. Diese Metkode ist im Prinzip vo; 
ersonnen und spater dann von den Herren C. Neumann**) und H. A. Schwa 
ausgebildet worden. 

Um diese Metkode im vorliegenden Falle anwenden zu konnen, 
allem die gegebene Ringflacke als dasjenige G-ebiet aufzufassen, welches c 
Lillie ^ begrenzten Kreisflacke und der durck die Linde ^ begrenzten Kre 
flache gemeinsam ist, und die Anwendung der Metkode kat dann in der 
folgen, daB man auf Grund von Satz I und von Satz III des vorkergekende 

Mubphy, R., Elementary principles of the theories of electricity, heat and molecular act 
(Cambridge ISBvi, S. 98 — 98.) 

Neumann, C., Untersuchnngen uher das logarithmische und Newton’sche Potential. (. 
1877, S. 310—338.) 
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ftir die Ereisflache Punktionen yP-\ ■■■, ftir die Kreiserganzungsflac 

4^\ ■■■, in der Eeihenfolge 4^, 4^\ • • ■ dadnrch bestimmt, daB 
der filr die Ereisflache zn hestimmenden Funktion 4^'^ die in der Aufgabe 
Funktion f{t) als Eandfanktion vorsclireibt und alsdami fur m = l,2,3, 
der fur die Kreiserganzungsflache zu bestimmenden Funktion langs 
dieser Flaehe der Gleichung gemaB, die Werte der ftir die 

bestimmenden Funktion langs des Eandes ^ dieser Pliiche ( 

^ ^(. 2 m) ggjjjg^g wahlt, so daB also 


langs des Eandes ^ der Ereisflache 
den Wert 4^f = f(t), 
den Wert 4^]t = 4^„ 
den Wert 


langs des Eandes ^ der Kreisergai 
4~^\ den Wert 4^^ = 41 

'4 R^t R 

4*\ den Wert w® = 4- 
- 2 ^®, den W ert 4^^ = 4^ 


besitzt. Aus den so fur jeden Punkt der Ringflache bestimmten Punktioner 
laBt sich namlich eine unendliche Eeihe bilden, welche nach Hinzunahine 
einfachen Funktion die verlangte Funktion C7 liefert. 

Die Punktionen 4^\ 4^\ 4^\ ■ ■ - lassen sich nun auf Grand der 
wenn man noch bei den auf die Kreiserganzungsflache sich beziehenden 
Integrationsvariablen sich in demselben Intervalle 0 ■ • • 2 jt bewegen laBt, 
Koordinate t zugewiesen ist, fur das Innere der Flachen, auf die sie bez' 
nachst darstellen durch die Gleichungen: 


2Tt 




-r>2 2 

R — r 




27i 


U] 


( 3 ) 


, nj\ . 

2 or J r cos (t- 9,) + r 


( 2 ) 




hf 

0 

27t 


•n'i 3 

B — r 




t)2 2 

R — r 


— 2 JKr cos (t — 94) r 






27t 

( nM) . 


r-~ 


r>H “ “'V/'i Ji ~~ 2 Rr cos {t- 


U\ 


u: 


,w— j_ 

2 n 

1 j_ 

•^J «>'/>* 5"— 22?r 


JR' 


(C) .... 


^ 2 

r>R 


It coB(t- 


Integration der Gleicbung Aj(=0 Sir eine Ringdache. 


TO = 1, 2, 3, 


r‘ — 


r 2 r/* J?r cos(i— 9) 2 ^ 

r>Jt 


l-n- 2 ,„ + i.j i 2^— 2 5 ; 2 ™reos(«— 2^ 


2- 

f\ 

B-—(r"'B- 1 

0 

r- - 

J 1 

- 2 '"'A-- 22’'‘fiAcos(i/,-q-;, + B-_ 

— '2R r c( 

27r 


r 

r B-- q-”'B- -| 

B^- 

J 

0 

L-B^- 2 B(f'‘Bcos{ap~cf) + q-’'‘R*J 

R-~-2Rrc 


bei denen zur Abkurzung q = It R gesetzt ist, in independenter Fon 
werden. Die Formel (Hs,,,.) geht aus der ersten Gleicbung (U3.) des Satzes HI, 
darin v = 1 und in neuer Bezeicbnung R — R, (p — ip gesetzt bat, hervoi 
an Stelle von die auf der linken Seite von stehende, die allgeu 

schaften von besitzende Funktion treten lafit und beachtet, daB diese 
den Eandpunkt r = R, t=^ip dnxcb den auf der recbten Seite von (H,,, 
Klammern stebenden Ausdruck dargestellt wird. Die Formel dage 

der ersten Gleicbung (U^.) des Satzes I, nacbdem man darin r = 1 und in neuei 
(p = xp gesetzt hat, hervor, wenn man an Stelle von die auf der lint 
(H 2 m+i-) stebende, die allgemeinen Eigenscbaften von u,.^^ besitzende Fuj 
IbBt und beacbtet, daB diese Funktion fClr den Eandjjunkt r == R, d 

der rechten Seite von (H 2 ,„+i.) in eckigen Klammern stehenden Ausdruc 
vj-ird. Um jetzt die independente Darstellung der Funktionen • • • 

ersetze man zunachst bei der zweiten Gleicbung des aufgestellten Systems c 
durcb den ihr auf Grund der ersten Gleicbung entsprecbenden Integrals 
fubre die Integration nacb mit Hilfe der Formel (H^.) aus; ersetze bi 
dritten Gleicbung die GrbBe durcb den ibr auf Grund der eben 

Gleicbung entsprecbenden Integralausdruck und fabre die Integration nacb 
der Formel (Hj.) aus; behandle weiter dann die folgenden Gleicbungen de 
in derselben Weise. Man gelangt so zu dem Gleicbungensystem : 




hjfii)- 




U] 


(3) : 


V, t o 

r^R ^ 




R"— 2 Br cos (t-^) + ^ 2 « 2 aBrlo 

0 

in 

^dcp, = ^ J fiv) 


cos it 




2Bg[r cos ( 1 ^— 9 ) -f" 




' — 2 q-Br C 08 {t 
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welches die Funktionen ■ in inclependenter Form darste 

von dem vorher anfgestellten auch dadurch nnterscheidet, da6 die lin 
Gleichungen , von der ersten abgesehen, auch noch fur den Eand ^ de 
also fiir f = B, die rechts stehendeii auch noch filr den Eand ^ der Kre 
fiache also fur r = E gelten. Setzt man namlich in der die Funktion 
den Gleichung r = B, so geht das auf ikrer rechten Seite stehende Integrt 
Beziehung q = B^BT^ in das die GroBe darstellende Integral ilber, imd 

geht, wenn man in der die Funktion bestimmenden Gleichung r = 

auf ihrer rechten Seite stehende Integral in das die Grbfie darstell 
liber. Durch das letzte Gleichungensystem werden also, wenn man noch 
= f(t) hinzunimmt, auch die vorher Mr die Funktionen tP, ■ ■ • 
Eandbedingungen zum Ausdruck gebracht. 

Bezeichnet man jetzt Mr « = 1, 2, 3, • • • den Wert, welchen die Fu 
im Mittelpunkte der Kreisflache besitzt, mit wf den Wert, welchen die 
im Punkte oo der Kreiserganzungsflhche besitzt, mit so daB also 


27t 





ist, versteht unter G den groBten der Werte, welche mod/‘(^) tiberhair 
kann, und wendet auf die den Differenzen Mmd 

Ausdrilcke die von der Formel (P'.) in Art. b des zweiten Abschnittes ni 
Bezei^hnung sich unterscheidende, fiir je zwei der Bedingung > .s ^ 0 gen 
GroBen jo, s geltende Formel: 


27t 


mod 


[ii f M ^ 




• 2j 9S cos 5 ^ 


■ ^ ^ arc sin ( 


an, so erhalt man, wenn man noch die fur jedes der Bedingung 0 ^ < 1 

geltende Ungleichung ^ arc sin a; ^ a; heachtet, die im folgenden zur Verwend 
den Beziehungen: 

mod ^ 2 Gf-' ^ , mod [uff- ^4'™)] ^ 2 Gff- 


Integration der Gleichimg Ai« = 0 fiir eine Eingflache. 


Urn nun die gewiinsclite Funktion U zu erhalten, Inkle man at 
Ringflache bestiiumten Funktionen 4ft, if®,, • • • ) die unendlid 


[%% - <)] - _ ,4=»] _ [4f) _ ,4t'j 


Diese Reilie konvergiert unabhangig von der Anordnung ihrer Rlieder i 
alle Punkte r, t der Ringflache in gleichem Grade, da die mit den 
Glieder gebildete Reihe, wie die soeben. far diese Moduln gewonnene 
zeigen, fur alle Punkte r, t der Ringflache in gleichem Grade konvergi 
man dann noch, dafl ein jedes Glied der Eeihe eine in der ganzen Ringfla 
und stetige Funktion des Punktes r, t ist, und daB infolge der filr 
geltenden Beziehungen ^,( 2 ™)=, 42 ^- 1 ) , 

-/tj t J-ij t jRy t 7?, ^ ^ ^ 

'^R]t = f(f) die Summe der ersten 2m Glieder der Eeihe filr •r = E den 1 
Summe der ersten 2m + 1 Glieder der Eeihe filr r = B den Wert- /(( 
erkennt man, dafi diese Eeihe eine in der ganzen Ringflache einwertige u 
zu bezeichnende, Funktion des Punktes r, t darstellt, welche filr jed 
der Linie ^ mit f(f) — dem Werte nach ubereinstimmt, filr jeden P 
Linie ^ dagegeu clen Wert Null hat. 

Die so erhaltene, durch die Gleichung: 


(1-) 


K. - Ki - >«’] - [«S - »2’] + K. - <’] - ['« - ®2’] + - 


filr die ganze Ringflache definierte Funktion F.^^i besitzt aber auch filr je 
der Ringflache gelegenen Punkt a-, y stetige Derivierte ' 

dem in derselben Ausdehnung der Diflferentialgleichung AF=0. Urn dies 
beachte man zunachst, dafi aus dem letzten die Funktionen u^-\ 
den Gleichungensysteme die fur m = l,2, 3, ••• und jedes der Bedingung 
nugende r geltenden Gleichungen: 


u: 


ti/n 


'r,t 


■i/fm 


2Tt 


t-q. 


m — 'L, 


d(p, 




ifnm 


folgea, bei denen z = t = ist und miter der reelle Teil 

den beiden Vertikalstrichen sich findenden Ausdruckes zu verstehen ist 
dann aus den hinter 91 stehenden Ausdrucken die unendliche Reihe: 
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entsprechencl, auf die von den Piinkten des Randes ^ verschiedeneii Pin 
flache, so konvevgiert diese Eeihe, da ist,.fur alle in Betracht komi 

paare ^ = re", t = Be'f‘ unabhangig von der Anordnung ihrer Glieder i 
2 ,'leicbeni Grade. Daraus folgt aber znnachst, daB diese Reihe, deien 
Fiiiiktionen von cp sind, bei festgehaltenem s eine stetige Funktion de 
iinderlicben (p darstellt, und weiter, daB das von 0 bis 27i erstieckte In 
dem reellen Teile des Reibenwertes durcb Mnltiplikation nait f{(p)d(p g( 
rentials gleicli ist der Summe der von 0 bis 2jr erstreckten Integrale de 
rentiale, welche ans den reellen Teilen der einzelnen Glieder der Reihe dnich 
niit f{(p)d(p entstehen. Anf Grand dieser Beziehung UlBt sick jetzt die 
nachdem man die Glieder der sie definierenden nnendlichen Reihe durch 
gestellten Integralausdrflcke ersetzt hat, fur jeden nicht ant dem Rand 
Punkt r, t der Ringflache clarstellen durch die Gleichung: 


( 2 -) 




rft 

- <ri 


d(p, 


Kann man nun von der auf der rechten Seite dieser Gleichung zwisch 
Yertikalstrichen stehenden nnendlichen Reihe, deren Wert nur von dem 
GroBen g, ^ abhangig ist, noch zeigen, daB sie in der Ringtlache nach 
Randes ^ eine einwertige und stetige Funktion der komplexen Veram 
Oder, was dasselbe, sick in eine nach Potenzen von n mit ganzen Ex 
schreitende Reihe liberfuhren laBt, so ist damit bewiesen, daB die Funl 

bekauptet wurde, fur jeden im Innern der Ringflache gelegenen Punl 

dF BF d^F d^F 

Derivierte besitzt und zudem in derselben Ausdehnuug 

Differentialgleickung AF=0 gentlgt. Zum Zwecke der Uberfiihrung v 
nun die vorliegende Reihe zunachst, mit Hilfe der Gleichungen; 






in die zweifach unendliche Reihe: 






fkG)”, 


n=i 


7/1 = 00 71 = 00 


2 2 

71 = 1 7^ = l ^ ^ 



llTld fVl.ftSA llP.i rllARAV AiriPn iarlan rlav 


lategration der Gleiehung A« = 0 fftr eine Rinirflik-lie. 


Moduli! Hirer Glieder gebildete Eeihe konvergiert, die Sunimationsordii 
fiilirt die Suimiicition. iiajCti m cius, so entstelit’ die gewuusclite lleilie’ 


bei welcber der dem Suuimenzeiclien beigefngte Accent andeuten soli, 
Smniiiationsbuchstaben der Wert Null ansgeschlossen ist. 

Aus der durch die Gleiehung (1.) definierten, naeli Einfiihruug der ebei 
Eeihe in die Gleiehung (2.) fur alle Punkte der Eingflache durch die Glei 


( 3 -) 




clcp , 




1 , 0 ) 
‘0 ’ 


dargestellten Fiinktion F erhalt man jetzt sofort die zu Anfang dieses 


langte Funktion U, indem man — bei positivem j) unter In jj die reell 
verstehend — die durch die Gleiehung: 



i.e' 


,.a) 


dehnierte, einwertige und stetige Funktion L des Punktes ir, ^ der Eingflache 
Diese letztere Funktion verhalt sich namlich im Innern der Eingflache, da 
ist, geradeso wie die Funktion F, insofern als sie dort fur jeden Punk 

Derivierte besitzt und der Differentialgleichung Ai = 0 ger 

das Verhalten der Funktionen F und i an den Eandlinien ^ und S' c 
durch die Gleichungen f{t) — Fs^i=0, Lg t=0 chari 

Infolgedessen geniigt die Funktion L + F den samtlichen fiir die Fun 
gestellten Bedingungen, und da hberdies, nach dem in Art. 1 dieses At 
wiesenen, eine zweite diesen Bedingungen genhgende Funktion nicht exi 
steht die Gleiehung U = L + F. Die veiiangte Funktion U wird dahei 
noch die Konstante durch das ihr entsprechende Integral ersetzt, fuj 
der Eingflache dargestellt durch die Gleichungen: 

TT 1 ^ J- L C fA/lWl N’' (^Add). 11^.= 
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3 . 

Die am Ende des Art. 1 an zweiter Stelle defiiiierte Punktion 
dingnngen auferlegt siiid, fur jeden Punkt B, t dev llandlinie it mit 
nack tlbereinzustimmen, fur jeden Puidvt li, t der Eandlinie ^ den Wi 
sitzen, kann, wie aus dem Vorhergehenden unmittelbar ersichtlich ist, ebi 
Metliode der successiven lufluenzen erbalten werden. Unter Benutzung 
Artikel far die Funktion U gewonnenen Darstellung- laBt sich aber 
aucli durch das folgende, einlachcre Yerfahren erbalten. 

Man ordne allgeinein dem Piinkte r, t der Ringflaclie den durcb 

, Bit 

r = 

r 

l)estirmnten Punkt r, t derselben zu, beachte, daB infolge dieser Gleicliun 
Punktc*, r, t der Ringtiilche ein ebenfalls im Innern derselben gelegener ’ 
Punkte li, t der Eandlinie der Punkt B, t der Eandlinie dem I 
Eandlinie ® der Punkt B, t der Eandlinie It entspricbt, und definiere 
Bingflaelie eiiie Funktion IT des Punktes r, t durch die Gleicbung IT^'^t^ 
den dem Punkte /, t entsprechendeu Punkt bezeichnen soil. Diese F 
daim ftir jeden Punkt r, t der Eingllacbe durch diejenigen Gleichun 
welche a, us den a, nr Ende des vorigen Artikels fur die Funktion U gewonne 

hervorgehen, wenn man darin r = setzt. Maai erhillt auf diese W 

iiocli beaelitet, daB eine GroBe ihren Wert niclit ilndert, wen 

zwischen den beiden Vertikalstriclien sich Ihidenden Ausdrucke allentha 
ersetzt, ftir die Funktion U die Gleichungen: 


(G.) 


27t 




In 


In 


I J" f{<pyv 




rm 


n = -|- 00 

.2' : 




d 


(p-. 


IT 


n.t 


li 0 


wobei z = rd\ '^ = Be'‘’‘ ist. 

Was nun die Eigenschaften der Funktion U betrifft, so folgt zi 
die Funktion JI fur jeden Punkt r, t der Eingflache definierenden Glei( 



Integration der Gleichung Am = 0 fur nine Ringfliiche. 

ciucli ( = f{f) 1 i = 0 ist da6 die Funktion C eine in der izauzeii 
wertige und stetige Funktion des Punktes r, t ist, welche fur jeden P 
Randlinie ^ mit f(t) dem Werte nach ubereinstimmt, fur jeden Pimkt j 
linie t dagegen den Wert Null hat. Die Funktion U besitzt aber a 
im Innern der Kreisflache gelegenen Punkt x^rcosf, t/^ rsinf ste 

W’ W' genugt zudem in derselben Ausdehnung der Differ 

A?7=J), da bei der eben gewonnenen, die Funktion U fiir alle nicht 
linie ^ gelegenen Punkte darstellenden Gleichung die zvrischen den b( 
stricken stehende unendliche Reihe eine in der Ringflache nach Aussch 
linie E' einwertige und stetige Funktion der komplexen Veranderlichen / ^ 
darstellt, und Inr = 91:| In F| ist. Beachtet man nun noch, da6 die Fun! 
der die Funktion U Ihngs der Randlinie E tibereinstimmt, nur der Be( 
worfen ist, eine einwertige, stetige und mit der Periode periodische koni 
der reellen Veranderlichen t zu sein, und im Rahmen dieser Bedingung ^ 
beliebig gewahlt werden konnte, so erkennt man, dafi die vorher ge 
Funktion U fur jeden Punkt r, t der Ringflache darstellenden Gleichung^ 
darin an Stelle der Funktion f{^ die den gleichen Bedingungen unterworfen 
treten laBt und entsprechend fic^ durch /‘(^) ersetzt, auch den Acceni 
drtlckt, eine Funktion des Punktes r, t der Ringflache hefern, welche c 
der Funktion U auferlegten Bedingungen geniigt und infolgedessen — ch 
Art. 1 dieses Abschnittes Bewiesenen eine zweite diesen Bedingungen genu^ 
nicht existiert — mit der Funktion IT identisch ist. Die verlangte Fu: 
daher fUr alle Punkte der Ringflache dargestellt durch die Gleichungen: 


7 1 

E 0 




wobei g = re*\ ^ = Re'*’', g = R'R * ist. 


4 . 


Die Darstellung der in Art. 1 diuses Abschnittes verlangten Fu: 
jetzt auf Grund der Gleichung u = TJ -{-XJ sofort erhalten werden, wenn 

■Ri-nrrfl^p'hp ftOWolll fllT 11 
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z, "C, i durcli die ihnen entsprechenden Ausdriicke ersetzt, auch fur 
Teil des zwischen den beideii Yertikalstrichen sich findenden Ausdrucl 

w = -foo n — oo 

dann auffcrefcenden Eeihen der Gleichung <?'(«)= ^ 

n = —oo 71 = 1 

formt, fur alle Punkte der Ringflilche dargestellt durch die Gleichunge 


u 


r, 




In 


E 

R 0 


271 

-0 

f((p)d</) + 



r-”- 


cos n (t—( 



li-” 9‘-E’’r-” 
iru-" 


cos n (f—( 




u 


7f, t ■ 


m- 


Das so erlialtene Resultat bildet einen spezielleu Pall des liesultab 
C. Neumann*) bei seiuen Unfcersuchungeu tiber die Integration der Dif 
A% = 0 fill’ eine von zwei Niveaukurven begrenzte Eingdacke auf eine 
eingescklagenen Wege diircliaus verscliiedenen Wege erhalten hat. 

Das gewonnene Eesultat kann nun unniittelbar von der vorl 
Z-Ebene konstruierten Eingllaclie auf eine Eingdaclie iibertragen werd( 
liber der Z-E1)eiie ausgebreiteten w-bliitterigeii Flache T durch zwei i 
Wiiidungspmikt z=a als Mittelpunkt init den Eadieii li, li, K>lt, bes( 
eigentlichen Winduiigspunkt der Plilche uniscklieBende Kreisliiiien i 
Man braucht zu dem Ende iiiir die Punkte z dieser neueii Eingflach 
koordinatensysteni zu beziehen, welches den Punkt z = a zum Pol und 
Punkte in der positiveu Eichtung der X-Aclise ausgehenden Strahl 
hat, also 

z = x + yi = a-\- r9\ 

zu setzen und alsdann die fur u erhaltenen Gleichungen auf deu Punld 
flache zu beziehen. Man erhalt so schlieBlich als Resultat der in d 
durchgefuhrten Dntersuchungen den folgenden 

Satz T. „Ist in der uher der Zrlihene ausfjebreiteten n-MdUriget 
zwei um den O-facJien WindungspmM z = a als MittelpunM mil den JR 


rntegration der OUeirhung far ein*:' Kingiliis-lie, 


hescliritheuf' . lieitien ehff'ydluhf'K TI a^dif injspiddd dry iia^srlth^'fjfyfdi 

ebic liiiUjfhlclie (ihtjytjrtitzt. so ijisfa'/i Xfi Ithffi/iiirlN' an inn’ nnf Hi 

ganzen Rhigfldrlte eimi'niign und nfrfigr Fnnliioif — dts dnndi 
■>*, fj R<r^nd, Q<t<'2Tt ^ auf UriOtd dry (dlfaidfmgj .r — y/ /v**' fixn 
U'elclie flir jeden Punl'i It. f der lldudludn it add (duty yoygtgrhnien f-, 
und rnif der Periods 2^1 jjryiodisihyn I'onqdyj’f'fi Ftaddioi^ fd'^f / - 
Fiiidd It. f dey Fuuidlhiie it ind Fnirr coyg('g(djnnx( rhavryftgni. drfigni a 
2 n 2)eriodisclien hmjjlcxen Fiaddion /' f , = f;/ dyy yerlkn Tt 

Weyfe nacli iilrreinsthnnd . fiir jedrn haifx'ni Irndd dor lUngfldclty 

^-4-. hesdzf Hitd in dri'Hfdfjrii AiisdidtiiHinj dey payfhAltn J 
cx^ oy cx- ^ cy- ' 

All = + 1-4- = 0 (jeruhjt. Dinse Fiinldion u ivird far idle FiinJdy < 

Funl'tlon der Folarhjord'nuden r. f danfestellt durrli die (ileirliiingen: 


(U 5 -) 


In 

1 K 




2:r . M 
in ■ 


E 0 


+ T 


1 


« , R 


' Lrfi R~‘‘R“~ R’‘R~" 

Q 

2n 

fwh+a nnx 

0 

UH,t=fy}, »«,<= A>" 


CUS II 'f- 


coa n (f- 


5 . 

Es solleu jetzt uoch fiir den besonderen Fall, wo f{f), fit) 
sind, zu iind entsprechend fur den allgemeinen Fall, wo f{t), 
schrankung, reell zu sein, unterworfen sind, zu luod it,., moglicbst en 
denen der Wert der genannten GroBen bei festem r und sicli andernd 
tritt, ermittelt werden. 

Ma.u seize zunachst zur Abkurzung: 


drAv) 


In 4^ 
E 


111 


E 


n = l 




COS n{t-~(p), 
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es laBt sich claim u fur alle Puukte der Riugfiache als Funktion cler P 
r, t auch darstellen durch die Gleickungen: 

'^Jt 2 7t 

0 0 

Die neu eingefiihrteii, die GroBeii r, t als Parameter eiithaltendei 
tionen (Jr,t{<p), 9r,t{(p) haben, wie aucli r, t im Eakmeii der Bediiigungeii R<. . 
gewaklt werden, ftir kein in Betracht konimendes (p einen negativeii V 
weise dieser Behauptung nehme man an, claB die auf den Puukt 
Ringfladie bezogene Fimktion fin’ einen der Bedingung ^ 

Wert (/)(, von <p einen iiegativen Wert liabe, also < 0 sei. Dann 

Or„,iX'^p) nach. friiher Bewiesenem eine stetige Funktion der reellen Vc 
ist, eine von cp^^ verscliiedene, der Bedingung 0 ^ (p.^^27i geniigende Z 
Art angeben, claB ijr^,tSpf) jedes zvisclien ^p^^ nnd cp^ liegende (p c 
Wert besitzt. LaBt man nun in dem soeben fiir n aufgestellten (Alei( 
an Stelle der Funktion f(t) die ISTull, und zugleicli an Stelle der Fun 
oinwertige, stetige und mit der Periode 27t jieriodische reelle Funktioi 
welclre filr jedes niclit zwiselien (/>„ und (p^ liegende, der Bedingung 
den Wert Null, fur jedes zwiselien cp,, und cp^ liegende t dagegen einen posi 
so eikalt man eine reelle Funktion % von der ini Satze Y definierten . 
den im Innern der Eingfltlclie gelegenen Punkt aber fiir keinen auf 

linien iill, li' der Ringflache gelegenen Punkt einen negativeii Wert besit 
lialteii der gewonnenen Funktion widerspriclit aber dem sclion in ^ 
Satze, dafi sowohl der groBte wie der kleinste Wert, den eine solclie 
der Ringflache uberhaupt anniimnt, unter den fur die Eandpunkte auft 
tionswerteii vorkomnien muB. Die Annahme c/,.„,t„(yo) < *^lso auf eiii' 

gefCihrt und ist daher als unzulkssig zurftckzuweisen. Damit ist aber dei 
Funktion g,.^t{(p) sich beziehende, Teil der aufgestellten Behauptung be- 
kann auf dieselbe Weise auch der Beweis fur den zvreiten, auf die Funk 
bezielienden, Teil der Behauptung erbracht werden. 

Nachdem jetzt feststeht, daB die Funktionen (p,t((p), yr,t{(p)’ wie auch 
im Rahmeii der Bediumins'eTi K<^r<' R. ()<t<^‘2'n (wwii.blt werdeii fi 


Integration der Gleicliung A?i = 0 fiir eine 

Ct, G- die groBten den Funktionen f if), fit) bezielumgsweise zukonnneii 
steliend, in dem letzteii fur aufgestellten Ausdruck an Stelle v<in 
eine Mai K, K, das andere Mai ff, ii beziehungsweise. gewiiint i 
gtinstigste untere niid die giinstigste obere Schranke und erhalt schlieB 
noch die Glleichungeu: 



beachtet, die gewiinsclite, aucli noch fiir r=ii und r = li geltende, F 


In ^ 

In — 

In A 

In A 

B 

+ K ^ <Ur)^ 

Ff — 

+ G 

la A 

In — 

InA 

In A 

B 

B 

Ji 

B 


Sollen dagegeii in dein allgemeinen Falle, wo die Funktionen / 1 
Beschrankung, reell zu sein, unterworfen sind, fiir mod inoglichst 
ennittelt werden, so leite man znnachst aus der fur aufgestellten 
Anwendnng des in Art. 3 des zweiten Abschnittes bewiesenen Modulsatzes 

in 

mod mod 

0 

ab und beachte, daB man fur den auf der rechten Seite dieser Unglei 
Ausdruck die giinstigste obere Schranke gewinnt, wenn man daiin, unter 
den Funktionen mod/'(^), moif f{t) beziehungsweise zukommenden M 
an Stelle von mod f{(p), mod f((p) die GroBen G, Cr beziehungsweise ti 
man dann noch die Integrationen aus, so erhalt man schlieBlich die ^ 
noch fill- r = J2 und r = M geltende, Formel: 

In A _ la A 

0 ^ mod 'Wr,t ^ T ^ ^ ’ 

In A In — 

JR) R 



Fiinfter Absclinitt. 


Integration der partielleii Differentialgleicliiiiig A^/ = 0 fiir eine Rie 
Flaclie T Fei yorgegeFeiieii UnstetigkeitsFediiigimgeii. 


1 . 

Die in Art. 3 des dritten Abschnittes eiiagelulirtc, fiber der Z-Ebene 
«-blattrige, geschlossene Kieinanii’sclie FUlche T l)esitzt der Voranssotzun 
endliche Anzahl von Windungsijnnkten, die teilweise oder anch insgesami 
als der ersten Ordnmig sein koimen. Sieht man niin einen (?' — l)-fcichi 
punkt, insofern als derselbe stets durch Zusaminonrucken von (n--!) pass 
einfachen Windiingspunkteii ('.rzeugt werden kann, als rnpiivalent an m 
fachen Wiiiduagspunkten und bezeiclinet die Anzahl der einfachen Wi 
welche der Flilche T bei dieser Art der Zilhlung zukommen, init to, die, 
den Zusammenhang der Flilche angibt, mit 2p-hl, so besteht /.wisclu^i 
Zahlen n, w, p stets die Beziehnng w 2 (p Dor speziello Fa, 
p = 0 ist bei den folgenden Betrachtiingen a,u,sgeschlossen. 

Die (2p-|-l)-fach zusannnonhilngende Flilclu? T kann anf die v 
Weisen durch 2p Querschnitte in oinci einfach znsa;inmonliilnge.nde Fli’udie 
werden.**) Das for die weiteren Untersuchnngen zweckuiaCigsto Qinv 
ergibt sich anf folgende Weise (s. Eig. 4). Man fixiere in der Flilclic T irge; 
init einem Windungspunkte zusaminenfallenden Ponkt c/), und ziehe von i 
ersten die Flkche nicht zerstOekelnden (h^erschnitt, der zu einem von e/), 
seiner Punkte zurtickkehrt. Dieser Querschnitt setzt sich dann zusannn 
geschlossenen Schnitte und einem Schnitte welcher von c/J, ausgeh 
Schnitt mtindet. Bei deni Schnitte q soil die eine Seite als die positi' 
als die negative bezeichnet werden, und zwar sei die Bezeichimng so gei 
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einem positiven, d.h. clem positiven Drehimgssimi cles Polarkoordinatensystenis ( 
den, Umlauf um den Punlct der Scliiiitt Cj von der positiven ziir negativ 
uberscliritten wird; bei dem Schnitte dagegen soli diejeuige Seite, auf 
Schnitt Cj miinclet, als positive, die andei'e als negative angeselien werden. Eii 
mit zu bezeichneiiden, Qnerscbnitt zielie man jetzt vou dem der negativ* 
Schnittes und der positiven Seite des Scbuittes gemeinsam angehorigen 
durch die Fkiche bis zu demjenigen Punkte auf der negativen Seite des Schnitte; 



dem Ausgangspunkte gegenuber liegt, und nenne bei diesem Schnitte \ die 
auf welcher der Schnitt miindet, die positive, die andere die negath 
diese Weise aus der Flache T entstandene, von den beiden Seiten der Schn 
begrenzte Flache ist eine (2j9— l)-fach zusammenhangende. Diese Flach( 
man nun, indem man, wiederum vom Punkte cP^ ausgehend, in derselben 
es vorher bei der Flache T gescheheii ist, zwei aus drei Teilen c,, h 
Quer schnitte zieht, in eine ( 2 p— 3 )-fach zusammenhangende Flache und fahre 
man zu einer einfach zusammenhangenden Flache kommt, ziehe dabei aber 
C3, • • •, Cp so, daB die Schnitte c bei einem negativen Umlauf um ihren g 
Ausgangspunkt Reihenfolge c^, Cj, Cg, • • •, aberschritten werden. 

Die in angegebener Weise aus der Flache T entstandene emfach zusamn 
Flache, deren Begrenzung von den beiden Seiten der Schnitte a^, c,., >=i,2> 
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zusainniGjQgGSGtzt sind, also aiich cius StreckGii odor KroisbogGii. bi 
clenmacli im allgemeinen, also etwa abgeselien von einzelnen Punic 
boim PortscbreitGn auf cler Kurve ihi’o Richtung st(‘tig' andei'ndc 
Speziell in bezng auf die Schnitte a, h, c abei- soil voraaisgesetzt w 
sich ans einer endlichen Anzahl von Stiicken gevader Linii^n zus; 
Bedingung Icommt nur fur die in Art. 10 durchzufxihreuden Unfcersv 
und kann spater, nachdem das Endresultat erlialten ist, leicbt abg 
Stelle des Punktes dor Plache T, von clem die p Schnittc! c;,, 
sind bei der Flacbe T' p Begrenzungspunkte getreten, die in den- Wc 
bezeichnet werden sollen, dafi f, den der negativen Sedte von c 
Seite von c,,_i geineinsam angehorigen Punkt bodeutet. Dugc'gcui 
Begrenzung von T gehorigen Punkte, ■welcbe an Stx'lle des 
a,., h,., c„ ( 1 = 1 , 2 , -.rt gemeinsamen Punktes dor Flacbe T getreten si 
Figur zu ersehenden Weise durch p,, q,,, r,., t,. bezeiebnet wc'n 

zwei Punkte der Begrenzung von T', die sick nur dadurc.b nntersc. 
anf der positiven, der andere auf der negativen Seite eiin^s Sc.bnittc 
und denen daher derselbe Wert von s zukojnmt, onts]>recli(Mi(lo B 
genannt und allgemein durch cP" bezcicdinet wcuxlon. 

Bei der Begrenzung der Plilclie T' soli ads positivu^ Ricihtu 
diejenige bezeiebnet werden, welcbe zu der ins Tnmvre von V' g 
der Begrenzungslinie ebenso liegt wie die positive Biclitnng {bn- A 
Eicbtung der Pz-Achse. Diese positive Eiclitung des Dnrediliuifet 
durcb Pfeile augedeutet. Infolge der fiber die Sebnitto g(!niii(:li 
besitzt die Begrenzung der Flilcbe T eine bostinunto, mit .,/ zu 
und man kann daber die Lage eines Punktes cP din- Ik'grcuizuu 
bestimmen, daB man die Lange I desjenigen Stuckes disr Bc’igriun 
man, vom Punkte fj in der Eicbtung des Pfeiles ansgolnnul, di 
zmn Punkte zu gelangen. Die Zabl >1, /, soli die Koordinu 

punktes genannt werden. 

2 . 

Es moge unter f = /*(A) = /'(A) + /'"(Ajz eine durcb die Koo 
unabbangige Veranderbebe, auf die Begrenzung der Flacbe T boz 
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einen und denselben der Schnitte «, h, c getrennten Begrenzi,Ba.p„nirte 
eine und dieselbe Gleicbung in der Weise verknilpft sind, daB^ 

langs 

(S.) langs = 

langs fv{f+= /•-, 

ist, wobei A,., B,,, 21 ,., ’ = 1 , 2 , Konstanten bedeuten. Die Konstanten 

sollen den Bedingungen yl.,+ 0, 0 unterworfen sein, da weder : 

nock im Falle i?,,= 0 von einer Verknupfung der Werte f~ lanes 
Scbnittes, ci,. oder b,,, die Bede sein konnte. Zwiscben den Konstantei 
und den Werten, welcbe die Funktion / in den Punkten p,, q„ r,,, t., I 

bestehen dann auf Grund der Beziebungen (S.) die Gleichungen: 

1-) 2.) 

3-) 4 = 4.) 

5.) 

und man erkennt, indem man die aus den ersten vier Gleickungen du 
der GroBen , sick ergebenden Gleickungen: 


/a,,— -d,,23v. + 51,,, 




mit der Gleickung 4,, = 4,, kombiniert, daB die bei einer solchen Punkti 
4jp Konstanten A,, B,., 2t,„ •■= 1 , 2 , durck die p Eelationen: 


(S'.) 




verknilpft sind. 

Sind umgekekrt irgend 4p den p Gleickungen (S'.) und den Bedi 
B„4=0, v=i, 2 ,--;p, gentigende Konstanten J.,,, j5,,, 21,,, 3S„, .= 1 , 2 , gegeben 
dazu immer unbegrenzt viele Funktionen bilden, welcke dieselben Eigens 
wie die eben betracktete Funktion f. Zur Herstellung einer solchen Fu 
man zunackst die p Werte ’= 1 , 2 . •■•.p, sowie den Wert 4, = = 

an und bestimme kierauf mit Hilfe der Gleickungen 1.), 2.), 3.), 4.) 
4,„j 4,,j 4„. ft,., ’’= 1 , 3 , •••,?. Infolge der Bedingungen (S'.) ist dann die Gleicl 
jedes r von selbst erfullt. Waklt man jetzt die Werte der kerzustellendei 
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die Werte der Fuuktion f fiir die positive Seite eines jeden der Schn; 
Grleichungen (S.) gemSB, so ist damit eine Funktion f der verlangteii 
Zugleich. erkennt man, daB sick auf diese Weise zu den gegebenen Kc 
St, ^ unbegreiizt viele dexartige Funktionen bilden lassen. 

Da nach dem eben Bewiesenen die Gresamtheit der GroBensystenn 
welche fiir die Bildnng von Funktionen f der in ] 
Art in Betracht kommen konnen, dnrcb die Gleichnngen (S'.) nnd die 
A,=^0, r = i,- 2 , vollstandig charakterisiert ist, so erhdlt man 

artiges Sj'^stem von 4p Grofien, wenn man an Stelle eines jeden der 
[A,., St,,, iSJ, ans denen sick das allgemeine System A^, 

Ap, Bj,, St^, zusammensetzt, ein in seinen vier Elementen der Gleicki 

(l-jB)St = (l-Ai)S5 

sowie den Bedingungen A 4= 0 , B + 0 gentigendes Zaklensystem \A ,B,%, 
DaB man auf diese Weise aber auck ein jedes derartige System von 
zeugen kann, leuchtet unmittelbar ein. Beachtet man nun, daB die mil 
lichen Konstanten ^ gebildeten Grofien St = (1—^1)^, S3 = (l— ste' 
der eben aufgestellten Gleichung bilden, nnd diese Losung zngleiek die a 
wenn die GroBen A, B nicht beide den Wert 1 kaben, daB dagegen in di 
jB = 1 die Gleickung von selbst erfiillt ist, welche Werte man auck de: 
beilegen mag, so erkennt man, daB die Gesamtheit der fur die Bildnng 
A^, B^,%^, A^, B^, St^,, der veiiangten Art in Betracht konimem 

[J.„, B,,, St„ S,,] (•■= 1 , 2 , p) aus den beiden Systemen: 

[At, J?, (1-^)^, (1-J?)®], [1,1, St, S3] 

hervorgeht, wenn man beim ersten die GroBen A, B, ^ unter Festhaltung d 
At =j= 0, B + 0 nnd unter AusschluB des Wertepaares 1, 1 ftlr das GrdBenp 
zweiten die GroBen St, S3 sick im Gebiete der komplexen Zahlen frei b( 
Es mbge zum Schlusse noch bemerkt werden, daB auck jede I 
eine Funktion f der betrackteten Art aufgefaBt werden kann. Setzt 
f^lc, sodaB also langs des ganzen Scknittsystems ist, 

daB alsdann 
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ist, welche Grofien man auch imter A,, B,., >=1,2, ..,;,^ verstelien mag. so 1 
daB eine Konstante h immer und zwar auf mibegvenzt viele Weisen als eij 
der betrachteten Art aufgefaBt werden kaun. 


3 . 

Die dein Piinkte 00 der Z-Ebene entsprechenden Punkte ccj, oc. 
Elache T' sollen mit c/l, • • •, die zugehorigen Ordrmngszablen init 
■ ■ l bezeiclinet werden. Im Anscblnsse daran sollen die im Endlich 
Windungspunkte ^ s = a«_, •••, s = der Flache T mit • 

zugehorigen Ordnungszahlen mit 5/^+3- 1, • • ^3 +^— 1 bezeicl 

Zwischen den Zahlen v und den schon frtlher eingefalirten Zahlen «, -w, n 
Zablp durch die Relation «’ = 2 (p-|-?/ — 1) verknhpft ist, bestehen dann die 

y.-q y, = q^r 

y-l • y=l 


Die Zahlen konnen teilweise oder aucli alle mit der Zahl : 

fallen; in dem letzteren, durch (i = n charakterisierten, Falle liegen die Wn 
der Flache T' silmtlich im Endlichen. Die Zahlen n^+i, ' 

saintlich groBer als 1 . Zu'den aufgezahlten q -hr Pnnkten nehme man nun 
nicht auf der Begrenzung gelegene Punkte .s = = gj, • • = Sj der Fla 

und bezeichne dieselben mit ,^^+,.^.1, •••, setze auch zu 

q + r-^t = s. In den Fallen, wo die Punkte a, a unterschiedslos betrac 
soil der kurzeren Darstellung wegen eine einheitliche, durch die Gleiehun 


a.2= 

sie 


+ ■ ' h + ^ii + r+l’ ^2 ^^q + r + 2 

Yerwendet werden; zugleich soil dann, 


, • • •, s,= bestimmte Bez 

im Anschlusse an schon fridn 


der Punkt (r=i,2, 0, dem der Wert ^ entspricht, als 

Windungspunkt angesehen und deingemaB ihin die Ordnungszahl v^+r- 


-ry+,.+i=l ist, zugelegt werden. 

Man betrachte jetzt ftlr a=l, 2 , •••, 2 den Punkt als Punl 
Radius ll„ gehorigen, blattrigen Kreisei’ganzungsflache denke i 

eines Punktes 0 in dieser Flache, den in Art. 3 des dritten Abschnittes gei 


setznngen gemafi, durch Polarkoordinaten 2ro«, die mit 

Gleichung + = rj<’‘ Yerknilpft sind, bestimmt. Entsprechend bete 
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schnittes gemacliten Pestsetzungen geniaB, durch Polarkoordinaten r„, 
die mit ^ durch die Gleichung s = x ^ yi =- a„+ verlmiipft sind, 1 
sollen jedoch die Radien Rj, •••, R, so gewahlt sein, daB die zug 
r;, Ju', R;+ i, R,+», • • •, R; getrenut liegen, uud auch keine 
Begrenzungspunkt der Plilche T' entMlt. 

Der Flache (<>=1,2, • ■,s) ordne man nun die durch die Gleichu 


(Pc O'o! Q = Sff In r/+ Sol?’,/ cos^ H- Soa?’„ 




cos^+ 


cos 


bestiminte einwertige Punktion des Pmiktes ?*„, R, zu 

((r=s+i,9+2, • 5) dagegen die durch die Gleichung: 




^cos-'-’ 




-n2 , 

— etCOS 

V,, 


T^cos-f 


'/ig 

}■(/ 


bestimmte einwertige Punktion des Punktes r„, o<t^<2v^a. ] 

die m positive ganze Zalilen^ die B irgend welche koinplexe Konstant 
Oder auch samtlich den Wert Null hahen konnen; die auftretenden I 
der Bedingung reell zu sein, die auftretenden Potenzen der Bedingum 
unterworfen. Die wesentlichen Eigenschaften der aufgestellten Punkti 
den zu Anfang des Art. 7 und des Art. 5 des clritten Abschnittes geinachi 
zu entnehmen. 

Es moge jetzt unter F = F (x, y) eine konrplexe Punktion d 
der Plache F verstanden werden, die fnr jeden von den Punkten 8 
schiedenen Punkt der Plache einwei'tig und stetig ist, fur den Punld 
derselben Weise unstetig wird wie die Punktion c/,,, in dem Sinne, daB fit] 
Differenz R'(r„ cos sin — (pa{r„,Q init unhegrenzt wachsendem ?•„, ftlr i 

die Differenz R (Uo+?'o cos a" +^(f sin ^o) — unhegrenzt 

gleichmafiig fur alle Werte von gegen eine von unabhangige G] 
und deren, allgemein mit F'*', F~ zu bezeichnende, Werte in je zwei 
denselben der Schnitte a,l, c getrennten Begrenzungspunkten 
dieselbe Gleichung in der Weise verkntipft sind, dafi 

langs { F^-= A,F'-{- St, , 
fS.l 
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ist, wobei A,,, 2?,„ S,,, > = 1 , 2 , vorgegebeue Koiistanten bedeuten, ( 

vorhei-gehendeii Artikel durchgefuhrten TJntersuchmig den j) Gleiclumge 

(S'.) (1-5.,) 3t,= (1-4)93.., 

zu gentlgen haben, und die im ubi'igeii nnr den Bedingungen A,+ 0, 
unterworfen sein sollen. 

Die Funktion F kann, da sie der Voranssetzung gemaB, al 
Punktes x, ^ von T' betraclitet, niclit nnr far jeden von den Punkt 
verschiedenen inneren Punkt der Flache T', sondern ancli fur jeden B 
der Bedingung der Stetigkeit genugt, auf unbegrenzt -vnele Weisen uber 
Begrenzung hintlber, das selbst nur einen Teil der negativen oder dei 
eines Schnittes a,., b,, oder c,, bildet, stetig fortgesetzt werden. Unter a 
setzungen ist eine dadurch ausgezeicbnet, daB sie in direktem Zusamn 
zii dem betreffenden Schnitte gebbrigen Gleichung des Systems (S.) s 
der Fortsetzung soil jetzt naher charakterisiert werden. 

Zu dem Ende nehme man irgend ein den Mtlndungspunkt V( 
haltendes Stuck des Schnittes a,., bezeichne den dadurch bestimmten Tt 
Seite von a, init pj, der positiven Seite von a, mit p)t pt, ziehe 
vom Punkte pi zum Punkte als anch vom Pankte pt 2 am Punk 
im Innern der Flache T verlaufende Kurve und 
bezeichne das von dem Begrenzungsteile pipt 
und der Kurve pt Pt begrenzte Stuck der Flache 
T' mit ip, das von dem Begrenzungsteile ptpt 
und der Kurve ptpt begrenzte Stack der Flache 
T' mit £l (s. Fig. 5). Die Kurven ptpt,pt^t 
sollen im ubrigen so gezogen sein, daB sie keinen 
Punkt gemeinsarn haben, und daB die Punkte 
auBerhalb der Flachenstucke ip, ■D 
liegen. Ordnet man jetzt einem jeden Punkte x, y 
des Flachenstackes ip an Stelle des ihm zukom- 
menden Wertes der Funktion F[co,y) den Wert, 
den die Funktion 4,, F {x, y) + 21, diesen 
Punkt besitzt, zu, so bildet die so far das Flachenstack ip defimeri 
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Flachenstuckes 'p durcli die Gleicliuiig , y) = A,F i^x , y) + U,. clefin 
die Flachensfcucke 0 treniienden Teiles von der Gleickung 1 
Funktion t\ in der Flache 5)3+0, welclie durch Aufhebung des die Fla 
trennenden Teiles des Schnittes a,, entstelit, allentlialben einwertig und s 
man umgekehrt eineni jeden Punkte x, y des Flachenstuckes O aii St 
konnnenden Weites der Fnnktion F(x,y) den Wert, den die kunktion . 
fiir diesen Punkt besitzt, zu, so bildet die so fiir das Flacliensttick £ 
Fnnktion eine stetige Fortsetzung der fur das Flachenstilck 5)3 gegt 
F(x,y) uber das Begrenznngssttlck 2FPi kinubei’, in dem eben angege 
daB also die fur jeden Punkt dea Flachenstuckes 5)3 durch die (lleichung J 
fur jeden Punkt des Flachenstuckes O durch die Gleicliung F,^(it',y) = . 
definierte, langs des die Flachenstilcke 5)3, O trennenden Teiles von ( 
F^ = Ff genugende Funktion F^ in der Flaehe 5)3 + O allenthalben einv 
ist. Die vorstehenden auf den Schnitt a,, sich beziehenden Betrachtung( 
lich auf irgend ein den Mftndungspunkt von a,, nicht enthaltendes Sthcl 
ilhertragen werdeu, indem man die Buchstaben A,., 2t, durch die Buchs 
ziehungsweise ersetzt. Was endlich den Schnitt c,, betrifft, so erkennt i 
daB ftir jedes Stuck von c,„ welches keinen Mhndungspunkt eines ai 
enthalt, die Funktion F{x,y) selbst die stetige Fortsetzung der Funk 

angegebenen Sinne, flber jedes 
gehorigen Begrenzungsstilcke hin 
so charakterisierten stetigen Fori 
die den Gleichungen (S.) en 
stetigen Fortsetzungen de 
genannt werden. 

Die Funktion F(x,y) kar 
jedem der ftinf Flachenstilcke 5)3 
welche um den gemeinsamen Mil: 
Schnitte h,., herum durch 
tt' , ss , rr (s. Pig. 6) in der Weis( 
sollen, daB die Punkte c/’i, c/’a, 
dieser Flachenstilcke liegen, ilber 
kominende Stuck der Begrenzu 
Grleichungen (S.) entsprechend s 
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1 

K= 


F = 

^ 3 


F.,- 


F.n 


F 

A, .F+ n,. 
BXA..F+ «„)4 
B,.(A,.F+ 2t„) d 

B, .F+ 


53.. : 

53.. I 




A-^{F~%) 
F 

B,.F+ S3, 
B,.F+ 93, 
A;\B,.F+ 93,) 


3: imcl 




BA(F-'i8:) A,.L 
F 
F 

AA(F-%,i 


ist. Unter BeacMung der G-leichungen (S.), (S'.) erkennt man clann ; 
Punktionen B\, F^, F^, F^, F^, die in den Placlienstiicken g, iK 

mit der Funktion F{:t,y) tlbereinstimmen , in dem Plachenstucke -f i! 
welches aus den genannten funf PlachenstQcken durcli Aufhehung der 
Teile der Schnitte a,., I\., c, entsteht, allenthalben einwertig und stetig 
daher mit diesen Punktionen auch die den Gleielmngen fS.) entsprecl 
Fortsetzungen der Funktion F(;x,y) Tiber die Begrenzungsstucke 2>Prp', 2q,.'i 
beziehungsweise hinttber gewonnen sind. DaB endlich die Funktion B' 
den Gleich ungen (S.) entsprechende stetige Fortsetzung der Funktion Fi 
der 2 ^ Plachenstilcke aus, welche man um den gemeinsamen Ausgangspm 
Ci, c.^, ■ ■ ■, Cj, herum durch Kurven abgrenzen kann, liber das in Beta 
Stuck der Begrenzung hiniiber bildet, ist unmittelbar Mar. 


4. 

Die fundamentale, durch die Uberschrift dieses Abschnittes angei 
laBt sich jetzt in folgender Weise formulieren. 

Aufgalbe. „Fs ist zu mgen, dajS zv, der Flctche T' eine FunMh 
des PunJctes x, y existiert, welclie den folgenden Bedingungen geniigf : 

I. Die Funktion U soil fiir jeden niclit mit einem der Bimkte F 
sammcnfallenden Bunkt x, y der FlcicJie T' , einerlei also, db derselhe itn . 
der Begrenzung von T' liegt, einivertig und stetig sein. Fur den Punkt c 
gegen soil sie in derselben Weise unstetig loerden ^vie die im vorigen ^ 
Funktion ip„, soda^ also fur o = 1, 2, ■ • s' die Bifferem: 
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mit unhegrenzt ahnelimendeM gleich'nulJSig filr alle Werte von gegen t 
Mngige Gr6/3e konvergierf. Zudem soUen Hire, allgemein mit U^, TJ- m 
in je zwei enfsggreclienden Begre/nzungspu^iMen , S' in der Wetse verlcni 

langs a,. { U'''= A„ U'~+ > 

(S.) langs i,.[ B,.U~+ 33,., 

langs c,,[ U~, 


ist, tcobei A„, B,., .' = 1 , 2 , ■ vorgegebene Konstanten bedeiiten, die scimtlidi 
sitzen, ■wiihrend %{,, S3,, >-= 1 , 2 , . ..p, vorgegebene Konstanten bezeiclmen, die d.t 


(S'.) (l-J?„)St,= (l-^„)a, 

geniigen, ini Ubrigen ciber keinen Bedingungen unterworfen sind. 
IT. Die JDermerten 


oU du d-U Gremeu der entsgyreclie 


dx ’ dy ’ dx^ ’ dy' 

quotienten defmiert, soUen nicJit mi?'' filr jeden von den Punkten cJ\^ • • • 
inneren PmiM x, y der Blache T existieren mid stetig sein, sondern auc 
BegrenzungspunM, sobald nmn die FunMion IT i'iber em diesen Begrensungi 
enthaltendes Stuck der Begrenzung von T' Mnuber den (Heichimgen (S.) e 
fortsetzt; und es werden alsdann, amschUe0ich mif Grund Hirer Definition, 
^ „ u^mnmdm win. *,■ 

dy ’ dx- ^ dy'^ 


dx ’ dy ^ dx^ ’ dy‘^ ^ dx ’ dy ^ dx"^ ^ dy"'^ 

Derivierten in je zwei entsprechenden Begremungspimlden S^, S~ in tier 
sein, daS 

\diJ^ . du- dm 

langs a,. -^= A,. 


langs b„j^=B, 


dx ' 

du- 


dij 

dm 


langs c. 


\ dm 

\ dx 


dx • 

du~ 


dx 


dy 

du^ 

dy 


A„ 

B.. 


d m a* r/+ 


02/ 

dm 


dx^^ 

dnr^ 


■A 


m d^ m 


dx'^ 


dy" 


dy 

d U~ 


dx" 

a- 


^ r> a - m 

= j> ,, . 


dx" 

u- 


dif 

d‘^ r/*^ 


A 

B 


dy 


dx- 


dx- 


dy- 


d" U d^ U 

III. Die Derivierten sollen filr jeden Punkt x, y der Ft 

Hire Existenz gefordert tmrde, also fur jeden nicM mit einem der Dimkte < 

d" U d^ TT 

sammenfallenden Punkt die Gleichung A f/" = +- = 0 erfullen.“ 

Die gestellte Aufgabe verlangt demnach, um es kurz auszudrttckei 
der partiellen Differentialgleichung IS.U=0 fur die Flache T' unter 
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langt, welehe in den PunMen ,9^ in der durcli die Funktionen r/ cl 

Weise, langs der Linien a, I in der durch die Gleichungen (S.) charakte 
nnstetig wird. Ftir gewisse von Kreislinien begi-enzte Teile der Flache 1 
Aufgaben schon im dritten und vierten Abscknitte gelost worden. Die d- 
in den Satzen I, II, III, IV, V niedergelegten Losungen bilden die Grundia 
handlung der hier gestellten Aufgabe. Man kann namlich von diesen scho 
Losungen ans zui Lusung der gestellten Aufgabe allmaMicb aufsteigen 
holte Anwendnng der Methode der successiven Inflaenzen miter Znbil 
Beweisverfalirens, das als eine Verallgemeinerung des von HeiTii H. A 
sonnenen und in seinen schon (S. 79) erwabnten Arbeiten mitgeteilten Be 
insofern anzuseben ist, als es aucb auf solcbe komplexe Funktionen u 
geivendet werden kann, bei welcben die aufeilegten Bedingungen nicbt ii 
von denen die einen nur u, die anderen nur u" enthalten, zerlegt w 
Die Grundlage dieses im folgenden zur Terwendung kommenden Be’ 
durcli das der Methode der successiven Influenzen neue Gebiete erschl 
bilden zwei Hilfssatze, die zuiiachst abgeleitet werden sollen. 


5 . 

Man fuhre in die Plache T nur die p in Art. 1 definierten Sehu 
o^, h./, • • •; a^,, hj, ein, jedocli ohne die beiden Seiten dieser Schnitte als Beg 
anzusehen , bezeichne die dadurch aus T hervorgehende Flache mit I und j 
in T durch eine in sich zuriicklaufende, aus einer endlichen Anzahl 
algebraischer Kurven bestehende Linie 91, die ganz im Endlichen verlau 
Windungspunkt, aber auch keinen zu einem Schnitte a oder h gehorigen 
ein Flachenstiick F ab. Diesen Festsetzungen entsprechend kann also das I 
einige oder auch alle Windungspunkte, ebenso einige oder auch alle Punl 
einige oder auch alle Schnittpaare a, I in seinem Innern enthalten. 

Es werde nun die Annahme gemacht, dafi zu der Flache F ei 
Funktion u = u -j- ui des Punktes x, y existiere, welche den folgenden Bedinj 

I. Die Funktion u soli fur jeden nicht zu einem Schnitte a oder eii 
gehorigen Punkt x, y von F stetig sein, aber auch noeh fur jeden zu ein 
gelegenen Schnitte oder &„ gehorigen Punkt oder #*■, sobald mar 
Werte von u fiir die in der Umgebung des Punktes 0''^ oder mit de 
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lailgS , 

langs &,,{ «■+= 


ist, wo'bei A,„ Konstanteii mit dem Modul 1 bezeichneii. 

II. Die Deiivierteu solleii beiHinzunahme der den 

entspreclienden stetigen. Fortsetzungen der Funktion u tlber die Schnitt 
fur je'den nicht auf der Begrenzung 91 gelegeneii, aber aucb uicht mit e: 
punkte Oder einem Punkte znsammenfallenden Punkt von F exist) 
sein, und es werdeu alsdanii, ausschlieBlicb auf Grrund ihrer Definition 
genannten Derivierten in je zwei zu einem Scbnitte a,, oder h,. gehorigen 
Punkten S’*, S~ in der Weise verkniipft sein, daB 


ist. 


langsa.,(^=A-^, 

langs?),(^=^„^, 


du'^ j du~ 

oy ’’ dy ^ dx“ 

du^ __ p dir 
dy '' dy ’ dx“ 




- A 

d'*u 

' dxr 

’ W" 


' dy 


d-u+_ 

- R 

d“‘iid 

dx" ’ 

dy- “ 


d'ld 


III. Die Derivierten ^ sollen fur jeden Punkt von F, ftlr d' 
gefordert wurde, die Gleickung A« = = 0 erfullen. 

Filr jecle solche FmMim u = it + li'i yilt der Bats, da^ der Weri 
keinen FmiM der Fldche F grower ist ids . das Maxinvum G der Werte, n 
die Funkte der Begrenmng 9i vent F hesitst. 

Da die Eichtigkeit dieses Satzes unmittelbar einleuchtet, wenn 
Punkte von F denselben Wert besitzt, so kann man bei dem jetzt fol 
des Satzes diesen Fall, als schon erledigt, ausschlieJBen. 

Man setze also voraus, dafi mod u nickt fur alle Punkte von F 
besitzt, bezeichne das, jedenfalls fiber Null und nicht unter G liegende. 
Werte, welche mod m fur die Punkte von F besitzt, mit G' und stelle 
ob G' fur einen iui Innern, also nicht auf der Begrenzung 31 von F gel 
als Wert von mod u auftreten kann. Par die Beantwortung dieser Pra^ 
bezug auf die Page des Punktes S vier Palle zu unterscheiden. 

Als ersten Pall sehe man denjenigen an, wo der Punkt S ein ii: 
legener, aber weder zu einem Schnitte a noch zu einem Scbnitte h t 
0 = ft ist. In diesem Palle grenze man zu dem Punkte S als Mittelpua 
(r— l)-facher Windungspunkt ist, eine nicht aus F heraustretende ur 
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Abschnittes gemachten Festsetzuiigen gemaB, durcb Polarkoordinaten /• t o< 
mit ^ durch die Gleichung + re"' Terkniipft siiid, bestimmt. I 

alsdann den Wert von u in irgend einem Puiikte r, t der Ereisflacb 

den Wert von u iin Mittelpunkte <?/’ der Kreisflacbe mit beachtet. d^ 
zwisclien und den Werten, welckew,,, auf der Peripherie “von Jvbesitzt, 

'^0 = besteht, und wendet auf diese den in Art. 3 des zweib 

0 

bewiesenen Modulsatz an, so erhalt man, da der Voraussetzung somaB n 
die Beziehung: 

2v7t 

0 

Bei dieser Beziehung ist jedoch, damod%_, auf Grund der Definition vou 
Punkt It, t der Peripherie von K groBer als G' ist, nur das Gleichheitsze 

Daraus folgt dann, daB ftir jedes t nicht nur den Modul G', 

dieselbe ilichtungszahl n besitzen inuB, sodaB also ftir jeden Punkt B, t 
von K und damit auch, nach Satz I, ftir jeden Punkt r, t von ATtlberhaupt 
^ br rP' besteht. Grenzt man jetzt zu irgend einem Peripheriepunkte 
Mittelpunkt eine Kreisflache alsdann zu einem Peripheriepunkte 3 
Mittelpunkt eine Kreisflache ab und fahid in dieser Weise fort, bil 
jedoch einen der Schnitte a,h zu uberschreiten und ohne aus F herau! 
Kette von Kreisflachen, bei der jede neue Kreisflache ihren Mittelpunkt auf 
der unmittelbar vorangehenden hat, und abertragt die ftir K gemachtei 
die Kreisflachen K', K^, •••, so erkennt man, daB it, ftir jeden Punkt d 
systems den Wert G-'c’'* besitzt. Da aber durch passende Wahl der Mil 
Badien der Kreisflachen 1\, ■ ein jeder im Innern von F gelege; 

weder ein Windungspunkt, noch ein Punkt noch auch ein Punkt ( 
a Oder I ist, zu einem Punkte des zu konstruierenden Plachensy stems ge 
kann, so ergibt sich schlieBlich, daB die Punktion u fur jeden solchen Pu 
auch, den ihr auferlegten Stetigkeitsbedingungen zufolge, fur jeden Punki 
haupt den Wert 6r'c’"‘ besitzt. Dieses Resultat steht aber im Widerspruc 
Beginn der Untersuchung gemachten Voraussetzung, daB mod u nicht ft 
von P denselben Wert besitzt, und es kann daher dieser erste Pall nict 
Als zweiten Fall sehe man denjenigen an, wo der Punkt S’ 
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flaclie K' — also einer emblattrigen, wenn ein 0-facher Windungsp 

denke sick die Lage eines Punktes z in dieser Kreiserganzungsflacke 

des dritten Abschiiittes gemacbten Festsetzungen gemaB, durch Polar^ 

rij?, o>i>- 2 v«, die niit z durch die Gleichung z = x + yi = re^' verkntlpffc 

Bezeichnet man alsdann den Weit von u in irgend einem Punkte 

K' mit den Wert von u im Punkte mit beachtet, dal 

zwischen u„ und den Werten, welche anf dem Rande von 1C besitz 
0 

= -i- / UrttcU besteht, und wendet auf diese den in Art. 3 des zwe 

— %V7t 

bewiesenen Modulsatz an, so erhalt man, da der Yoraussetzung gemaB 
die Beziehung: 

0 

-“2 )' 7 l 


Bei dieser Beziehung ist jedoch, da mod auf Grund der Definition v 
Punkt It, t des Randes von IC groBer als 6'' ist, nur das Gleiclibeits 
Daraus folgt dann, daB mod fiir jeden Punkt if, t des Randes von 
besitzen muB, und es ist damit der zveite Pall auf den schon als unin 
ersten Fall zuruckgefiihrt. 

Ein dritter denkbarer Fall ist der, wo der Punkt cP zu eint 
einem der Schnitte a, i gehoid. Man betraehte zunachst den IJn 
Punkt cP zum Schnitte a,, gehort. In diesem Unterfalle bezeichne mar 
nachdem er auf ap oder auf (i~ liegt, mit oder mit uircl gre 
Mittelpunkt eine Kreisfiache K ab, deren Radius li so klein gewill 
weder einen Punkt von Sd noch einen Punkt von I,, nocli auch einen P' 


Schnitte a, h enthalt, und daB ihre Peripherie mit dem Schnitte a,, n 
gemeinsam hat, bezeichne den an a~ anstoBenden Teil von it mit 



stoBenden mit O (s. Fig. 7) und definiere alsdam 
eine Funktion u dadurch, daB man fttr jeden Punl 
far jeden Punkt von Cl m = A~^u setzt. Hebt m: 
Plachenstheke O trennenden Teil des Schnittes 
trachtet die definierte Funktion u als Funktion c 
in der zusammenhangenden Flache K, so erkennt : 


Funktion von der im Satze I charakterisierten Art ist. Es besteht daher 
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und speziell mod io= modn^=G' ist, einerlei ob cler Punkt oi 

die Beziehimg: 


27t 



0 


Aus dieser Beziebung folgt aber, durcb die schoii wieclerliolt angewanc 
daS die mit t sicb stetig aadernde GroSe mod far jedeu Puakt B, i 
von K den Wert G' besitzt, und damit ist aueh der betracbtete Ur 
sehon als unmoglich erkannten ersten Fall zuruckgefiihrt. Auf diese 
sich aucb. der andere Unteifall, der P unk t ^ zuni Sclinitte i,, g 
ersten Fall zuruckfuhren; man braucbt dazu nur in der vorstebend 
allentbalben a,„ h„ durcb a, und A, durcb 5,. zu ersetzen. 

Der vierte nocb denkbare Fall endlicb ist der, wo der Punkt 
Schnitte a,, wie zum Schnitte h,, gebOrt, sicb also mit einem der tier zu 
Mtindungspunkt der Scbnitte «,,, h,, gehorigen Punkte p,„ q,., r,, de< 
Falle grenze man zu dem Punkte S’ als Mittelpuukt eine Ereisflacb 
Eadius E so klein gewablt sei, daS sie weder einen 
Punkt der Begrenzung 31 von F nocb einen Punkt der 
ubrigen Scbnitte a, b entbalt, und dafi ibre Peripbeiie 
sowohl mit dem Scbnitte a„ wie mit dem Scbnitte 
nur zwei Punkte gemeinsam hat, bezeicbne die vier 
Teile, in welcbe K durcb die Schnitte a,., zerfallt, 
der Bezeicbnung p,,, q„, r,,, entsprecbend, mit £l, 31, @ 

(s. Pig. 8) und definiere alsdann zur Flbche K eine 
Punktion u, dadurcb, daS man fur jeden Punkt von ^ 
u = %, fur jeden Punkt von O u=^A~^u, fur jeden Punkt von 91 = . 

Punkt von @ u ^ A~'-B';^u setzt. Hebt man jetzt die die Flacbenstuc 
trennenden Teile der Schnitte a,, , 1)„ auf und betracbtet die definierte 
Punktion des Punktes x, y in der zusammenbangenden Flacbe K, so erkennt 
Punktion von der im Satze I cbarakterisierten Art ist. Es bestebt daber. 



derselben Bezeicbnung wie 


im ersten Falle, die Beziebung mod < 



folglicb aucb, da wegen mod^, = l, mod 15.-1 for jeden Punkt von K n 
und speziell mod = mod = G' ist, einerlei mit welcbem der Punkte 
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kns, dieser Beziehung folgt aber, durcb die scboii wiederholt aiigewancl 
claB die mit t sick stetig andernde GroBe mod ftir jeden Punkt E, t 
von K den Wert G-' besitzt, und damit ist anch. dieser vierte und letz' 
schoii als nnmbglich erkaimten ersten Fall zurtlckgefuhrt. 

Nachdem so die zu Anfang gestellte Frage, ob das Maximum 
welche mod«« fur die Punkte von F besitzt, fur einen im Innern v( 
Punkt od als Wert von mod u auftreten kann, wenn. mod u nicht fur alle 
denselben Wert besitzt, in verneinendeni Sinne beantwortet und damit 
festgestellt ist, daB der Wert von mod n in einem inneren Punkt von 
ist als das Maximum G der Werte, welche mod m fiir die auf der 
von F gelegenen Punkte besitzt, laBt sick das Eesultat der in diesem 
geftikrten Untersuckung dakin aussprecken, daB der Wert von mod %<., 
Anfang aufgestellten Satze bekauptet wurde, einerlei, ob mod « in allei 
alien Punkten von F denselben Weid kat, fur keinen Punkt der F 
ist als das Maximum G der Werte, welche mod u ftir die Punkte der 
von F besitzt. 

Durck -wiederkolte Anwendung des aufgestellten und jetzt bev 
gelangt man nun unmittelbar zu clem folgenden 

Hilfssatz I. „Fs seien in der cms der F'ldclie T durch Einfuhrm 
j}aare liemoryehenden Fldche T h getremit liegena 

Fi, F'^, ■ ■ F^, dereti GesamMeit mdt F hesdchnet werdm mlige, in der J 
da^ allgemein die Begrenzung von F, von einer in sich mrucManf 

endlicJien Anzahl von Stilcksn (dgebraisdter Kurven hcsteJiendon Linie Dt,, g 
gam im EndlicJien- verlduft und Jteinen Wnidimgs^mnkf, aber auch Iceinen S' 
a Oder b gehbrigen Punld entMU, walirend das Fldchemystem F ein-ige oder aucl 
gmnJcte, elenso einige oder auch alle Pmdde cP^, cndlich einige oder auch alle 
in seinem Innern enthalten darf. Dabei soil der Fall, wo h = 1 ist, also st 
systems F nur ein einziges FldchenstucJc I\ vorliegt, nuM amgescJdossen se< 

Zu dem Fldchensysteme F existiere nnn cine einwertige FmUion 
PunJctes X, y, welche den folgenden Bedingungen genugt: 

1. Die FunUion u soli fiir jeden nicht zu einem Schnitte a oder 
gehbrigen PmM x, y von F„ stetig sein, aber anch noch fur jede'. 

in Fy_ gelegenen Schnitte a,, oder b„ gehbrigen Punld oder cP", sobald r, 
Werte von u fiir die in der Umgebung des PunJctes oder mit ( 


Integration der Gleiohnng Am = 0 fui- eine Riemann'sehe Fliiclie I. 
langs 

langs K[u^=B,ir 


(S.) 


ist, ii'ohei A,., B„ Konstanten niit clem Moclul 1 hezeklineiK 

II. Die Derivierten Ip, sollen hei Ehniiualwie rJer lien ( 

entsj)reclwnclen stetigen Fccrtsetsiincjen der Funltion u iiber die Schniffe a,, h, Jth 
nicJit auf der Becjrenmng 91^ cjelecjenen, aber aucli nichf mif einem Wirdt 
einem Bmkte msammenfcdlenden Piwkt von F._, existkren itnd afetin seirt. 
alsdann, ausscMiefMcli auf Gruncl Hirer Definition, die Werfe der iiem/nn 
in je zivei m ememi SchniUe a,, oder h, gelmigen eHtsicrecliendeii Funkit 
der Weise verknupft seln, dafi 


ist. 


langs 



du* __ , dur 
dy 


langs 1),, 


I CM'*' -n du~ du* j) cir 

I 8x ’’ ox ’ dy ’■ dy ’ 



- 4 

C“U~ 


- 4 

c-ir 

cx'-^ 


cx^ ^ 

dir 


Clf 

1 

1 + 

1 

- 7? 

d“u~ 


- 7^ 

rr If 

dx^ 


' coc^ ' 

Tf " 


cu- 


III. Die Derivierten sollen fur jeden Fiinkt von F.^, fur dt 

gefordert tmrde, die Gleiclmng A-w = |^ + = 0 erfiiUen. 

Es ist dann der Wert von mod u fur keinen Fmikt des Flcicliens/ 
als das Maximtcm G der Werte, ivelclie mod u fur die Fimkte der dio 
9^1, gebildefen Begrenzung 9i von F hesitzt.“ 


6. 

In der Flache T sei eine Kreisflaclie K abgegrenzfc; ilir Mittelpunk 
ihr Eadius mit R bezeichnet werden (s. Fig. 9). Zu dieser Plache v 
Polarkoordinatensystem mit positivem Drekimgssiime, welches den Pun! 
und irgend einen von M. ansgehenden Strahl zur Polarachse hat, und bez( 
Punkte der Flache dann zukommenden Polarkoordinaten mit r, t, 
Peripherie von K denke man sich jetzt, unter n eine positive ganze Z: 
durch 2w Punkte R, cc^; B, a^\ •••; B-, « 2 k in 2n Teile 5 

zeichne diese Teile, vom Punkte B, ccj in der Eichtnng der wachsende 
der Reihe nach mit r^, s^, rj, s^; • • SchlieBlich konstruiere ii 
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0 (Jer eine der « - 1 tibrigen Kurveii q zu schneiden oder zu berilhren , 
punkte R, des Bogens r,. sich erstreckt und in keinem der beiden Punkte 

welche sie mit der Periph 
meinsam hat, die Peripher 
in BogenmaB gemessene Gi 
Winkels, welchen der voin 
iiacli irgend einem Punkte r 
gezogene Strahl mit dem Pe 
bildet, soil mit die G: 

Winkels, welchen der von 
nach demselben Punkte r, t 
mit dem Peripherieteile s,, bi 
bezeichnet werden. Entspre 
den hohleu Winkeln, weld 
im Punkte R, mit ( 

teile s,,_, und im Punkte 

Pig. 9. ’ ^ 

Peripherieteile s„ bildet, ( 
BogenmaB gemessen, die Zahl T 2 ,_i der letztere die Zahl 

MaB haben. 

Es werde nun unter eine einwertige, stetig 

Periode 27i periodische komplexe Funktion der reellen Veranderlichen t 
als Funktion des Peripheriepunktes B, t, betrachtet, fur jeden 

Sj^, Sg, • • gelegenen Punkt R, t den Wert Hull besitzt. Auf Grim 
des dritten Abschnittes aufgestellten Satzes I kann man dann zu der 
Funktion u=u-\-u'i des Punktes x,y von AT bestimmen, welche dt 
erwhhnten allgemeinen Eigenschaften besitzt und zudem fiir jeden Peri; 
mit der Funktion f(f) dem Werte nach ubereinstinimt. Diese Funktion 
Punkte der Flache K als Funktion der Polarkoordinaten r, t darges 
Gleichungen: 

“of f{9) iJf— 2 JJr cos (i— 9 ) -4- '■^9’ ’ %,f = fif) 

Unter der Yoraussetzung, daB die Funktion f(t) nicht durchweg den W 
Oder, was dasselbe, daB das Maximum G der Werte, welche mod/’(;^) < 
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Zu dem Ende gelie man von der, auf eint'aclie Weise aus der ( 
darstellenden Gleichnng sich ergebenden. Relation; 


_ ^-^2 u 

mod J r modj/r^ I j. .Iq . 


aus, wende auf das allgemeine Glied der auf ilirer recliten Seite steher 


im zweiten Abschnitto zu Aiifaug des Art. 3 abgeleiteteii Modulsatz 
daB modf( 9 ) in dem Intervalle you 9: == a.,.-! bis cf = die Zalil 
sclireiten, aber aucb, als stetige Funktion von q wegen 
ftir jedes dem Intervalle angehorige if> den Wert G haben kami, ; 
zwischen f{(p) und dcp stehende Ausdruck fur jedes in Betracbt kommenc 
wesentlich positiv ist, endlicb noch, daB die Gleichung: 


f.i-n 






■ 2Er cos {f — 9) r 




t. = n . 




• 2Er cos {t — 9) -j- r- 


d(p 




+ 2 71 




— 2 Rr cos it — cp)-\- 


besteht, bei der unter die Grofie cci -|- 2jr zu verstehen ist. Mai 

daB fur jeden iuneren Puiikt r, t der Flacbe K die Beziehung: 


mod u^^,< 


£i 

‘“v r R-—r- 

R - — 2 Ri ' COH { t — 9)-)-r- 


dcp <c Gy 


besteht. Setzt man nun zur Abkttrzung: 


^r,t = ^ 


E^ 


2Er cos (t — (p) -f T 




und bezeichnet die obere Grenze der Werte, welche die immer positi 
des Punktes r, t, oir<ii, osi< 2 «, ftir die im Innern der Placlie K gelegener 
Kurven q besitzt, mit G-, so bildet die so definierte GroBe O, da fflr , 
der Flache K gelegenen, also von den Punkten B, cci, B, ■ ; B, a 
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und zugieich, wie aus dem Vorhergehenden unmittelbar erhellt, die 
Schranke, wenn die zu u gehorige Raiidfunktion f(f^ nur den genanr 
Bedingungen unterworfen ist. 

Die GroBe G ist kleiner als G. Der Beweis ftir diese Behauptui 
sein, sobald gezeigt ist, dafi der Wert von. der fur jeden im Innei 
gelegenen Punkt r, t der Kurve g,, (v= 1,2, ■•■,«) kleiner als G ist, nicht ub 
liegende Zahl hinilbergelit, wenn der Punkt r, t sicli auf der Kurve 
B, unbegrenzt nabert, und auch nicht, wenn der Punkt r, t sich 
dem Punkte B, unbegrenzt nahert. Uin dies zu zeigen, gebe man d 
definierenden Gleichung die Form; 



und ftihre das auf der rechten Seite dieser Gleichung an erster Stelle 5 
zunachst, mit Hilfe der Formel: 


— r- 


J B- — 2 Br cos q) -]- r 
0 




in den Ausdruck: 


^ arcto [jj _ cog ^ ^ + - ai ct^ ^ 0(2 1 


und weiter dann durch Einfuhrung der zu Anfann dieses Artikels defir 


GroBen r, t durch die Beziehungen: 


r sinfev-i — *) _ fJi _ \ _ , / 

2J — f cos (or,,,,, — Q U A— reos(a„„ — 0 \ 


verknupften GroBen T3 ,,_i , Tg,, in den Ausdruck 2r3,,_i + 2 t2,, - 2 (tt 
E s wird dann; 


— ^2 r ^2i'— l\~I 


u = r — 1 ^ 

y — — 

^ 2 7t f B^~ 

11 = 1 ft/ 


■ ^^jRr cos {i: — (p)- 
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Last man jetzt den Punkt r, t sich auf der Kurve entweder dem P 
Oder dem Punkte JR, a. 2 „ nnbegrenzt nahem, so konvergiert im ersten Fa 
'^ 2 v gegen n — -- im zweiten Palle gegen n — 

waliieiid in beiden Fallen ein jedes der -n — 1 auf der reckten Seit 
Gleichung vorkommenden Integrale gegen FTnll konvergiert, und es kon 

j;,, im ersten Falle gegen ^ G, im zweiten Falle gegen G, also 

beiden Falle, da nach. den in bezug anf die Kurve q,. gemachten Fesi 
Zahlen zwischen 0 und n liegen, gegen eine unter G liegende 

ist aber der Beweis filr die Behauptung, daB G < G ist, erbracht. 

Setzt man nun nocb G = xG und beacbtet, daB die so eingefubrte, z\ 
gelegene ZaH x, der Definition von G gemaB, die obere Grenze der Wei 
die immer positive Funktion: 

^2 u 

f -R--r- 7 

'ix J B-— jRi- cos {t — + 

“ 2^-1 

des Punktes r, t fur die im Innern der Flache K gelegenen Punkte r, t 
besitzt, nennt aucb diese Zahl x, insofern als sie nur von der Lage ( 
punkte B, a der Kurven q und der Gestalt dieser Kurven abbangt, die 
systeme q,^, q^,---, q„ entsprecbende Zabl, so laBt sick das Besultat 
Artikel durchgefuhrten Dntersucliung nach Hinzunahme des bisher ai 
Falles G = 0 zusammenfassen in den folgenden 

Hilfssatz II. sei lei enter in der Flache T algegrenden Kt 

Peripherie in 2n der Reihe nach mit sp, r^, s.,; rn^ 
zerlegty und es seien mgleich fur r = 1^2^ n die Endpunkte des Bogen 
sicli cms Stucken cdgehraischer Kurven zuscmvmensetzende und^ von ihren Endpiv 
vollstdndig im Innern der Flache K verlctufende Kurve cp verhunden^ die u 
noch eine der n — 1 iibrigen Kurven q schneidet oder leriilirt^ aucli in ih 
die Peripherie von K nicM her Art Zu dieser Kreis flache K sei mm irgenc 
u = % -|- des PtmMes x, y von der in dem Satze I definierten Art gegel 
jeden auf den Bogen s^^ s^ gelegenen PmM den Wert Null lesitzt. J 
Maximum der Werte, ivelche der in der gamen Fldclie K stetigen FimM 
die Punkte der Bogen r zukommen^ so ist das Maximum der Werte^ welcJie 
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7 . 

Fur die Beliandluug der in Art. 4 gestellten Aufgabe empfiehlt 
fuhrung des Begriffs einer zu einem Systeme F von StQcken der — sc 
des Art. 5 erwalmten, aus der Flache T durch Einfillirung der Schnitte a^, \ 
kervorgehenden — Flache T gehorigen Fundainentalfunktion. Dieser E 

deflniert wei'den. _ 

Man markiere in der Flache T die schon zu Anfang des Ai’t. 3 def 

nnter denen sich alle Windungspunkte und alle Punkte c? 
ordne allgemein dem Schnittpaare a,.,iy ( 1 = 1 , 2 , • •,?') die vier hei der Pro 
Art. 4 gewahlten, nur den Bedingungen; 

mod 1 , mod (1 — 15,,) St„ = (1 — A^) iB, 

unterworfenen Konstanten A„ B,., S,., dem Punkte (' 1 = 1 , 2 , • ■•, «) di< 

wahlte, durch die Eonstaiiten S„i, •••» vollsthiidig bestimm 

zu. Alsdann grenze man in der Flache T h getrennt liegende Plachenstiick 
deren Gesamtheit im folgenden mit F bezeichnet werden soli, in der 
allgemein die Begrenzung von F!, {>!=i, 2 , • , i) von einer in sich znrticklaufe: 
endlichen Anzahl von Stucken algebraischer Kurven bestehenden Lir 
wird, und daB zudem diese Begrenzungslinie keinen zn einem Scbnitt 
horigen Punkt und auch keinen der Punkte c/’i, e/l, ■ ■ ■, enthalt, ah 
ganz im Endlichen verlauft und durch keinen Windungspunkt hindurchg* 
Innern dagegen darf das Flachensystem F einige oder auch alle Scl 
ebenso einige der Punkte S’, oder auch alle diese Punkte en 

soli der Fall, wo ^=1 ist, also statt des Flachensystems F nur ein ei 
stuck F^ vorhegt, nicht ausgeschlossen sein. 

Es werde nun angenommen, dafi zu dem Flachensysteine F ( 
Funktion u = des Punktes x,y existiere, welche den folgende 

gentlgt : 

I. Die Funktion % soil filr jeden nicht mit einem Punkte $ 
sammenfallenden und auch nicht zu einem Schnitte a oder einem 
horigen Punkt x, y von {«=i, 2 , ••■,&) stetig sein, aber auch noch 

einem etwa in Fy^ gelegenen Schnitte oder Z)„ gehorigen Punkt 
sobald man sich auf die Werte von u fur die in der Dm^ebunf 
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Schnitte a,, oder gehorigen entsprechenden Punkten cT~, cT~ in der 
sein, dafi 

^ langSfl,,{ii.+= 

langs &,.{ «+= B, ir^ SS, 

ist; fiir jeden etwa in F, gelegenen Punkt al)er soli sie in der durcl 
charakterisierten Weise unstetig werden. 

11. Die Derivierten -Ij-, - 1^, |pSollen beiHinztmahme derdeii 
entsprechenden stetigen Portsetzungen der Funktion u ilber die Schnit 
fur jeden nicht auf der Begrenzung 91^ gelegenen, aber auch nicht mit € 
■ ■ ■ , zusammenfallenden Punkt von F, esistieren und steti 
werden alsdann, ausschliefilich auf Grnnd ihrer Definition, die Werte 
Derivierterf in je zwei zu einem Schnitte oder h, gehorigen entsprec 
cP*, c?~ in der Weise verknflpft sein, daB 


f 

= A 

du~ 

d ii^ 

- A 

dir 

d'li'^ 

- A 

d'lr 

c-ir 

^'\ dx~ 


dx ' 

’ ~dy~ 


dy ' 

' dx“ 

"Xiy 

dx" ’ 



= J5, 

d nr 

c 

- 7? 

dii~ 

C~U'^ 


c-ir 

€“ir 

M dx ~ 

dx ’ 

dy " 

JJ y 

by ’ 

dx^ 


cx- ’ 

cy- 




— 

’ c 


ist. 


III. Die Derivierten sollen fiir jeden Punkt von F.,, fur < 

gefordert wurde, die Gleichnng A m = = 0 erfullen. 

Fine jede diesen Bedingungen genilgende Funktion soil eine zu deni 
gehorige Fundamentalfunktion genamit icerden. Bei Yerwendung dieses 
ini A'uge zu heJicdten, dafi die Konstanten A, B, St, SS und die in c 
vorkommenden Konstanten S lei der Problemstellung in Art. 4 ein fiir 
warden sind. 

In bezug auf die so definierten Pundamentalfunktionen gilt nur 
Satz. „Eine zu dem Flachensgsteme F gehorige Fundanientalfunkt 
hestimmt, sdiald fiir sie die Werte, welche sie Icings der durcJi die Linie 
gelildeteii Begrenzung 91 von F lesitzt, hekannt sind.“ 

Der Beweis dieses Satzes wird durch die folgende Uberlegung erb 
neben einer zu dem Plachensysteme F gehorigen Fundamentalfunktio 
Fundamentalfunktion u, welche mit ihr in den Werten langs der Begr 
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als Werte zugelegt hat, eine zu F gehorige Funktiou cles Puuktes 
Hilfssatze I charakterisierten Art sein, die zudem fur jeden Pnnkt der 
voa F den Wert Null besaBe, und deren Modul daher, auf Grund des g 
satzes, fur jeden Punkt von F der Null gieich ware, im Widerspruch mii 
dafi u von u verschieden ist. Damit ist aber der aufgestellte Satz bewiej 
Betrachtung ist fur diejenigen etwa in F gelegenen Punkte des Punktsyster 
welche weder mit einem Windungspunkte noch init einem Punkte z 
der in Art. 2 des dritten Abschnittes bewiesene Satz zu berticksichtigen. 


8 . 

Es soil jetzt in die Behandlung der in Art. 4 gestellten Aufgab 
eingetreten werden, dafi zunachst in diesem und deni folgenden Artikel z 
dieser Aufgabe vorbereitende Untersuchungen durchgefuhrt werden. 

In der aus der Flache T durch Einfuhrung der Schnittpaare 
hervorgehenden Flache T sei, nachdem man in ihr die Punkte 
hat, ein Flachensystem F von der in Art. 7 beschriebenen Art und ei 
keinen der Punkte ■ ■ •, aber auch keinen zu einem Schnitte a o< 

Punkt enthaltende Kreisflache K abgegrenzt, die in der folgenden Beziehu 
stehen. Die Kreisflache K soli allgemein mit dem Flachenstucke F, 
Abschnitte, zum mindesten einen Abschnitt — also einen einfach zusan 
Flachenteil, dessen Begrenzung sich aus einem einzigen Sttlcke der Pei 
und einem einzigen Sttlcke der Begrenzung 91,, von Aj, zusammensetzt 
haben; weiter soil ihre Peripherie so zu 91^ liegen, daB ein auf 91,- 
derselben Richtung sich bewegender Punkt von einer Stelle an, wo er 
der Kreisflache K eintritt, bis zu der zunachst folgenden Stelle, wo e 
ganz im Innern von K bewegt, und da£ weder an der Eintritts- noc 
trittsstelle eine Bertlhrung zwischen der Peripherie von K und den in 
fallenden Teilen der Begrenzung 9tx ''^on stattfindet; endlich soli < 
einigung der Kreisflache K mit den Flachenstueken F^, F,^, ■ ■ ■, F^ ei 
sammenhangende Flache F von einer einzigen, in sich zurucklaufenden 
sein. Dabei ist der Fall, wo ]c = l ist, also start des Flachensyste 
einziges Flachenstuck F^ vorhegt, nicht ausgeschlossen; man wird sich 
standnis der in diesem Artikel durchgefflhrten Untersuchung wesentli 

wanvi man aiA 'y.nrtQ/'Vi ■nni* qitF rliA -fnloronflD TPolla X* ___ "I 


IiitGgiatioii der GleickuDg A/f=0 fiir oint EienmnuGclie FUicht' 1 '. 

des Flacliensystems F solleii untersc-hiedslos mit j/, die innerlialb L^eleixi 
auBerhalb des Flachensy stems F gelegewen Teile der Peripherie vun K n 
hath gelegenen mit r bezeiclmet werden. Die Schnittpimkte der Begrenzu 
mit der Peripherie voa IC, von denen jeder 
als ein den vier in ihni znsammenstoBenden 
Linien p, q, r, s gemeinsam angehoriger 
Punkt anzusehen ist, sollen dagegen unter- 
schiedslos mit (jj, s') bezeichnet werden. 

Ein jeder der Buchstaben p, q, r, s soli 
aber auch, sobald er im folgenden an 
dem Zeichen fur irgend eine zu dem 
Flachensysteme F oder zn der Kreis- 
flache K gehorige Funktion des Punktes 

° ° Fig, 10. 

X, y als nnterer Index auftritt, einen auf 

den dem Buchstaben entsprechenden Linien frei lieweglichen Punkt 
zugleich soli dann das mit diesem Buchstaben versehene Fnnktionsze 
der Funktion in dem beweglichen Pnnkte reprasentieren. 

Man nehme nun an, daB zu dem Flachensysteme F, wie man au 
9 li, 3I2, • • •, gebildete Begrenznng desselben eine langs jeder einzelne 
einwertige nnd stetige Funktion des Begrenznngspunktes wahlen mag, s 
mentalfunktion gebildet werden konne, welche langs der Begienzung 
gewahlten Funktion des Begrenzungspunktes dem Werte nach ubereins 
dann bewiesen werden, daB auf Grund dieser Annahme auch zur Flach 
mentalfunktion sich bilden lafit, welche langs der, mit ^ zu bez 
grenznng von F’ mit einer beliebig vorgegebenen einwertigen nnd st 
/’=/■'+ f'i des Begrenzungspunktes dem Werte nach iibereinstimmt. 

Zu dem Ende whhle man for die von den Linien p und q gebi 
zu bezeichnende, Begrenzung von F eine einwertige Funktion g = g'+ (j"i c 
punktes, welche langs jeder Begrenzungslinie stetig ist und zudem 
einer Linie p mit der vorgegebenen Funktion f dem Werte nach ubere 
also die Gleichung besteht, und bestimme alsdann einerseits z 

systeme F in Ubereinstimmung mit der gemachten Annahme Fundar 
• • •, andererseits zu der Kreisflache K auf Grund des Satzes 
funktionen • • • , in der Eeihenfolge ■ ■ • dadurcl 

XTT j . ' - n * TT^ Ti/nrrv»£iTa •TiTT^ o* ni 
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fur 

fiir iP'> 

fur 


I . 


Ii 

<>> 


li 


II 

fp , 

11 



fiir 

fill’ 

fiir 


I “V — “V > 

\l€^=fs , 
I , 

paf =«?>, 

U^f=/; , 


ist. Die Fuuktionen konvergieren damn mit unbegrenzt 

gegeu bestimmte Grenzfuukfcionen u, ti, Yon denen die erste fiir jeden ii 
der Punkte >^1, .^2, • • •, cf; zusammenfallenden Prrnkt von F, die zweite fi 
von K existiert. Der Beweis for diese Bebauptung soli jetzt erbracht w( 
Man betrackte die Funktionen ■i(P”\ n = 1,2,3, ■ 

sicktige, daB die Gileichungen: 


1 .) ^'= 0 , 

2 .) if “-«= <»-'> 


3 . ) + «'''■>= 

4 . ) + 0 


fiir n = 1 , 2 ,B, ■ ■ • bestehen, weim man noch die dabei im Falle n = 
GrroBe «'/' durch. die Ixleichung definiert. Die zu dem Plachen 

korige Funktion ist, nachdem man ihr noch fiir die etwa 

Punkte des Punktsystems F2, ■ ■ ■, in welcken sie ja Werte zunacks 
die ikr fur diese Punkte zukommenden Drenzwerte als Werte zugelegt hat. 
von der im Hilfssatze I ckarakterisierten Art, die zudem langs der Lini 
den "Wert Mull, langs der Linien q die Werte besitzt. In 

mod — fiir keinen Punkt von F, also auch fiir keinen Pun 

groBer als das mit Mod zu bezeicknende Maximum der 

mod langs der Linien q besitzt. Die zur Kreisflache K gel 

^(2»+2)_ ^(2»!) (jagegen ist eine Funktion von der im Hilfssatze I, bei der j 
ckarakterisierten Art, welche langs der Linien s durchweg den Wert 1 
Linien r die Werte — besitzt, und sie ist daker zugleicb auch 
von der im Hilfssatze H ckarakterisierten Art. Infolgedessen ist mo 
ftlr keinen Punkt von K groBer als Mod und insbesond 

Piinkt. ripr TjiniP.n r/ crrnRpr als vMnrl wrvhA-r v rl- 


lutegration der Gleichung Ai( = 0 fur eine Pdemann'sehe Flaehe 1 . 


langs der Linien r besitzt, zu verstelieii ist. Es gelten daher for n 
Eelationen : 


5.) Mod [i 






'] < Mod 4 -"--'], (].j Mod [«f ‘ ^ x Mod 


bei denen. die Grleicbbeitszeicheii dann aber aucli iiur daaii zu iiehiii' 
zwiscben der vorgegebeuen Punktion f und der gewablten Fuuktion 
Beziehung besteht, daB langs der Linien durcbweg ist nnd inf 

der Fnnktionen • • • init der Punktion jede der Punktionen 

der Punktion identiscb ist. Ersetzt man nun das eine Mai in den be: 
5.), 6.) n durch n — 1 und eliminiert alsdann die GroBe Mod 
andere Mai nur in der Eelation 6.) -n durch n - 1 und eliminiert alsd 
Mod [4/"’ — so ergeben sick die fur ■h = 2,3, ••• geltenden Eelatu 


7.) Mod [4^ 


( 2 «). 


^ Mod 


li. 


| 271 - 4 )' 


'],8.jMod[4-'' 


+ 1 ). 


,,(2 „-!)] = 


«]^zMod| 


und weiter dann , indem man mit Hilfe dieser Eelationen Mod [i(i 
Mod [ttf ^ — 4“^] , Mod — ™ Mod [4 ^— 44 in direkte Beziel 
beacbtet , da6 nacb 5.) Mod [4?' — 2<4] ^ Mod \uf — ist , auch z 
Mod [4-’ — -i^^] = G setzt, die fur « = 1,2,3,-- - geltenden Eelationen: 

9.) Mod [4-“>- 10.) Mod [ 4 -"+’)- ^ 


Aus diesen Eelationen folgen jetzt schlieBlich, da nacb fruber Berner! 
Punkt von F die Beziebung mod[#”'^^^— *4'”"’']’ 
von K die Beziebung mod «/-4^Mod bestebt, die f 

geltenden Eelationen: 

11 .) mod i-^-) niod ^ 

von denen die erste ftlr jeden Punkt von F, die zweite fur jeden Pu 
stebt. Diese letzten Eelationen lassen nun erkennen, daB die zu der un 

+ [iP — 1 gebdrige Modulnreibe fur alle Punkte von 

unendlicben Reibe + • • • geborige Modulnreibe ft 

von K konvergiei’t, und zwar in gleicbem Grade. Daraus folgt dann zu 
Punktionen wie behauptet wurde, mit unbegrenzt wacbs 

bestimmte Grenzfunktionen: 


u = lim p 1 P [i 


u' 


(2n + l). 


u' 


.{in-iy 


]+• 
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zusammenfallenclen Punkt von F, die zweite fiir jeden Punkt von K ei 
aber aiich, dafi die Funktion jedenfalls langs der die einzelnen Teile voi 
den Eandkurven •••, die Funktion n jedenfalls langs der Per 

sick stetig andert. Endlicb ergibt sick nock, indem man die Gleickun, 
= '4' beacktet, dafi das Verkalten d< 

langs der Begrenzung !-> + (? von F und das Verkalten der Funktioi 
Peripkerie •/• + s von K ckaraktei'isiert ist dnrcli die Gleickungen: 

~ fp 7 ? 

\=f.- 

Um einen genaueren Einblick in die Natur der gewonnenen Funl 
erkalten, bilde man jetzt zu dem Flackensysteme F, in Ubereinstimmni 
mackten Annalnne, eine Fundamentalfnnktion XJ, welche langs der Bej 
von F mit der Funktion u dem Werte nack ubereinstimmt, sodaB also 
ist, bilde entsirrecliend zu der Kreisliacke K, auf Grund des Satzes I, ein( 
funktion U, welche langs der Peripherie r +■ s von K mit der Funktion 
nack ubereinstimmt, sodafi also U,. = u,., = \ ist, und betrackte alsd: 

Punktionen : _ _ 

Die erste derselbeii ist, nackdem man ikr nock fur die etwa in F gel 
des Punktsy stems , F",, in welchen sie j a Werte zunackst nic 

ikr far diese Pimkte zukommenden Grenzwerte als Werte zugelegt bat, 
korige Funktion von der im Hilfssatze I ckarakterisierten Art, deren Verb 
Begrenzung j) F q. von A’ durck die Gleickungen ; 

» + !)= = "2 

M -j- 1 

bestimmt ist, und deren Modul infolgedessen fur keinen Punkt von 

r =00 

Mod ^ also aiich, der Relation 11.) zufolge, far keinen 

v=nF-l 

groBer als ^Gr oder, was dasselbe, grofier als — G ist. Die zwe 

v=ni-l ^ ^ 

eine zu K gehorige Funktion von der im Hilfssatze I, bei der Annabme ^ 
risierten Art, deren Verbalten langs der Peripberie r + s von K durch d 
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bestimmt ist , uiid deren Modul infolgedessen filr keineii Punkt von 

r = 00 

Mod ^ + 4 -’'], also auch, der Relation 1 - 2. 1 zufolce, fiir keineii 

r=/i+l ' 

l' = oo 

groBer als ^x'-^G oder, was dasselbe, groBer als ist. Es konvei 

unbegrenzt wachsendem n mod [P- ?/-'■ + «] fiir alle Punkte von id mod 
alle Punkte von K gegen Null, und zwar in gleicliem Grade, oder, was - 
von den etwa in F gelegenen Punkten des Punktsy steins it. • ■ iP, 

U = lim F/, ti = lira = Ti. 

n - • -oj 71 - -x, 

Damit ist aber bewiesen, da6 die Punktion u eine zn dein Flachen; 
Funktion ti eine zu der Kreisflacbe K geliorige Fundainentalfnnktion isi 
Ohne Mtlhe erkennt man jetzt anch nocli, daJ3 die gewonnenen ] 
fiir jeden Punkt x, y irgend eines deni Flachensysteme F und der Kr 
ineinsamen, von einer einzigen Linie q und einer einzigen Linie r 
schnittes denselben Wert besitzen; man hat dazu nnr zu beach ten, daB die 1 
als Funktionen des in seiner Bewegung auf einen solchen Abschnit 
Punktes x, y betrachtet, sich auf Grand des eben Bewiesenen tne zu 
schnitte gehorige Fundamentalfunktionen verhalten, zugleich aber auch, 
Gleichungen 4 = 4 ? 4 = fill’ jeden Punkt der Begrenzung des Abschi 
Wert besitzen, und claB nach dem am Ende von Ait. 7 Bewieseuen 
Gebiete gehorige Fundainentalfunktionen, welche langs der Begrenzung dt 
Werte nach ubereinstimmen , identisch sind. 

Man definiere nun schlieBlich fur die von den Linien jq i^od i 
saininenhangende Flache F, welche die samtlichen Punkte des Flachen 
der Kreisflache K enthalt, eine Funktion 7i in der Weise, daB man ft 
von F u = n, fiir jeden Punkt von K u = u setzt, und beachte, daB dadi 
jeden Punkt der dem Flachensysteme F und der Kreisflache K gemeii 
eindeutig erklart ist, da nach dem eben Bewiesenen fur Punkt 

Gebietes die Beziehung u = u besteht. Die so zur Flache F bestimmte 
dann eine zu F gehorige Pundamentalfunktion, die zuclem., auf Grund c 
= = langs der Begrenzung ii + s von F mit der vorg 

tion f des Begrenzungspunktes dem Werte nach ubereinstimmt, und s 
nach dem in Art. 7 Bewiesenen die einzige derartige Fundamentaltunkt 
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Satz. „In (hr aus cler Flaelie T durch Emfwhrung der Sclmittpaare \ 
Jiervorgelienden FldcJie T sei, nacMem man in ihr die FunMeS’y, marMe 

getremit liegeMlen FliicliensUicken F-^, F,, •• Fj^hesteJiendes Flacliensystem F\ bt 
F^ (z=i, 2 , ..,i) fon einer einzigen gescMossenen Linie 91^ hegrenzt sein soil, und eim 
algegrenzf, welcJie in der zu Anfang dieses AtiiJiels angegebenen Beziehung zu < 
Lci^t sicJi dann zu dem Fldcliemysfeme F, -icie man auch fur die dm-ch • 

Begrenzung desselben eine langs jeder einzelnen Eandhirve 9^^, eimvertige und ; 
des BegrenzungsgrunMes u'dhlen mag, stets eine Fundamentalfunktion bilden, u 
Begrenzimg -von F mit der gewdlilten Funktion des Begrenzung spunMes dem WFri 
stimmi; so liift sicJi cmcli zu der die scimtUchen FunMe des Fldchensysfems F \ 
fldclte K entlialfenden zusammenluivgenden Fldcke F eine Fundamentalfunktion 
Idngs der Begrenzimg mn F mit einer beliehig wrgegebenen einwertigen und st 
des Begrenzmigspunlites dem Werte nach ubereinstimmt. Der Fall, wo statt 
systems F nur ein einziges Fldchenstiick F^ vorliegt, ist dabei nicht ausgesclilo. 

9 . 

In der Flache T grenze man, naclidem man die Sclinittpaare a^, bp, a. 
eingefillirt und die Punkte <^i, <1^, • • •, e^. markiert hat, durch eine das Scl 
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xfiiisclili666iicle, in sichi zuruclvlaufend6 Kurv6, dor schoiufitischoii litriu* 
(boi der k!' \ c<f- \ indungspunkte, a'^- — a!'\ — k '* Uberganaslinit 

selben beiden Blattern bezeicbnen sollen, und die in dein uiiteren diest 
liegenden Teile der Begrenzungslinie zum UnterscMed von den in dein 
gestriclielt sindj, ein das Schnittpaar a,, b,, aber keinen der Punkte iP, 
haltendes Flachenstilck ab und entfeme alsdann das Schnittpaar h, 
stuck von dieser Art moge ein Doppelring genannt warden. Mit Ri 
Folgende soil die Begrenzung des bier vorliegenden , mit D,, za bezeicl: 
rings vier getrennte Bogen einer urn den gemeinsamen Mundungspunkt 
als Mittelpunkt beschriebenen Kreislinie enthalten. Die Flache IJ,. 1 
aufgefaBt werden als eine Flacbe, welche durch die Yereinigung zweier 
der, einfach zusammenbangender Flachenstucke F^, F„ mit der von der 
Kreislinie begrenzten Kreisflache K in der durch die Figur 12 charaki 



entstanden ist, und es soil dabei zugleich vorausgesetzt werden, daB d 
zeichnende System der beiden Flachenstucke F^, F, und die Kreisflachi 
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der Peripherie von AT eingeftllute Bezeichnung vermittels cler Buchstaben 
mittelbar auf die hier vorliegende Pigur tibertragen werden. 

Nacli diesen Festsetzungen wahle man jetzt auf jedem der be 
liegenden Teile p der Begrenzung von einen nichfc init einein Punkte (jo, 
fallenden Pimkt, fiilire von dem einen dieser beiden Puiikte zum andern 
zu bezeichnenden, vom Anfaugs- und Endpuukte abgesehen ganz im Inner: 
laufenden und vveder sich selbst noch einen der Bogen r schneidenden ode 
Schnitt in der Weise, daB er, wenn man ihn in die Figur 11 ubertragen v 
Schnittlinie nur einen Punkt gemeinsam hatte, und bezeichne bei dieser 
eine Seite als die positive, die andere als die negative; dabei sei die Bezeichnn 
daB man, wenn man ht in positivem Sinne durchlauft, den Schnitt a von der 
positive!! Seite hin uberschreitet. Ebenso wahle man auf jedem der beiden getr 
Teile jj der Begi-enzung von F, einen nicht init einem Punkte {2), s) zusai 
Punkt und ftthre von dem einen dieser beiden Punkte zum andern ei; 
bezeichnenden, vom Anfangs- und Endpuukte abgesehen ganz im Innern 
laufenden und weder sich selbst noch einen der Bogen r schneidenden ode 
Schnitt in der Weise, daB er, wenn man ihn in die Figur 11 ubertrage: 
der Schnittlinie nur einen Punkt gemeinsam hatte, und bezeichne bei d 
die eine Seite als die positive, die andere als die negative; dabei sei di 
so gewahlt, daB man, wenn man uf in positivem Sinne durchlauft, den Sch 
positiven zur negativen Seite hin uberschreitet. Durch den Schnitt d win 
stuck in zwei Teile zerlegt, von denen der eine, die positive Seite d'^ 
als Begrenzungsstttck enthaltende Teil mit F^'^, der andere, die negative 
Schnittes als Begrenzungsstuck enthaltende Teil mit F~ bezeichnet werde 
wird durch den Schnitt h' das Flachenstilck in zwei Teile zerlegt, v 
eine, die positive Seite F'*' des Schnittes als Begrenzungsstuck enthaltende 
der andere, die negative Seite V~ des Schnittes als Begrenzungsstuck en 
mit Fg“ bezeichnet werden soli. 

Man nehme nun an, daB zu dem nicht zerschnittenen Flachenst 
wie man auch fur die Begrenzung desselben eine einwertige und stetige 
Begrenzungspunktes wkhlen mag, stets eine einwertige Funktion 
Punktes x, y gebildet werden kbnne, welche fur jeden Punkt von Fy 
jeden im Innern von F„ gelegenen Punkt stetige Derivierte ^ 

und der Differentialgleichung Aj/„=0 genugt, endlich langs der Begrenzm 
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halt wie eine Fundamentalfanktion, welche zu irgend eiuem keiiieii der 
fto, ha', (t-p, hp entlialtendeii Stucke der Plache F gehort, in diesein Stii 
solche nach dem in Art. 7 Bewiesenen durch ihre Randweite volktandig 
Definiert man alsdann mit Hilfe der Funktionen v, zu dem Systeme F 
durch die Schnitte a, b' zerlegten Flachenstixcke F^, J-l eine Fuiiktio 
in der Weise, daB man, unter A,, B,, S3., die bei der Problemstellung 

wahlten, nur den Bedingungen: 

mod A, = 1 , mod = 1 ; (1 - = 1 1 - S3, 

unterworfenen Konstanten verstehend, fiir jeden Punkt jr, if von F{ fi = 
Punkt X, y von /z = + §[,., fiir jeden Punkt ,r, y von Fr u = r.,, fu 

x, y von Fa* fj, = B,.r. 2 + setzt, so besitzt die so zu dem Flachensyst 
stimmte Funktion /x die folgenden Eigenschaften. Zunachst ist u, als 
Punktes x, y in einem der vier Teile F^*, Ff, FA, Fa des Systems F- 
eine in dem Teile allenthalben eintvertige und stetige Funktion des Pui: 
dem sind ihre, allgem ein mit /x*, zu bezeichnenden, Werte in je zwei 
a! Oder zum Schnitte V gehorigen, demselben Wertepaar -x, y entspreche 
cP*, in der Weise verkniipft, dafi 

langs d = A, !x-+ 31, , 

(©•) 

langs V [fx* = B,.jLi~ + S3,. 

ist. Ferner besitzt die Funktion /u nicht nur fur jeden im Iniiem eine 
nannten Teile des Systems liegenden Punkt x, y stetige Deiivierte 

sondem auch noch fiir jeden auf einer der vier Begrenzungslinien d*, d 

nicht zugleich auf einer Linie p liegenden Punkt cP*, beziehungsweise cP 

die Funktion fx uber ein diesen Punkt im Innem entbaltendes Stuck de: 

linie bintiber den G-leicbungen (@.) entsprecbend stetig fortsetzt (vgl. A 

werden alsdann, ausschlieBlich auf Grrund ihrer Definition, die allgemein 

aV djr diir_ 3^ bezeichnenden Werte dieser Derivierten ii 

dx^ ’ dy'-‘ ’ dx ’ dy ’ dx- ’ dy‘ 

Schnitte d oder zum Schnitte V gehorigen, aber nicht auf einer Begrenzu 
Fixx) liegenden, entsprecbend en Punkten PP*, dP- in der Weise verknupft 
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ist. Endlich erfullen die Derivierten ^-3, fiir jeden Punkt ;r. 1/ von 
iln-e Existeiiz soeben festgestellt wurde, also fur jeden nicht auf einei 
linie oder q gelegenen Punkt von die Gleicliung A/t = ^ = 

Die Werte jUj,, welche die Funktioii langs der, mifc p + q zu 
Begrenzimg von besitzt, sind durcli die Werte l3estimmt, welche d 

fur die Begrenzung von and der Funktioii fur die Begrenzun^ 
geschiieben warden. Durch passende Wahl dieser Werte im Rahmen 
der Stetigkeit kann an Stelle von jede Funktioii des Punktes x, y \ 
werden, welche den Bedingungen geniigt, sich stetig zu andern, solange 
anf 2) seine Page stetig andert, aher nicht den Schnitt a oder den Schnitt I 
und heini Uberschreiten des Schnittes a oder des Schnittes &' sich 
beziehungsweise der Gleicliung p* = B,.p~ + 33 ,. entsprech' 
zugleich kann aber auch an Stelle von jede Funktioii des Punktes x, y 
werden, welche den Bedingungen genugt, sich stetig zu andern, wenn der E 
seine Page stetig andert, und in jedem Punkte (ji, s) denselben Wert zu 1 ; 
Funktioii Es konnen also auf Grand der zu Anfang in bezug auf ( 
v^, ^3 gemachten Annahmen fflr eine zu bildende Fuiiktion fx der beschri 
Werte /ip, welche sie langs der Begrenzung ji -(- q von besitzen so 
der eben genannten Bedingungen beliebig vorgegeben werden. 

Eine Fuiiktion des Punktes x, y von welche niit der Fun! 

aufgefiihrten Eigenschafben ubereinstiinmt, soil eine Funktioii voni Tyj 
werden. Ist [x eine solche Funktion, und definiert man alsdann einerseits 
den Schnitt a zerlegten Flachenstiick eine Funktion Fj in der Weise 
jeden Punkt x, y von p;- fur jeden Punkt x, y von J’j+ Vt= A; 

andererseits zu dem durch den Schnitt V zerlegten Flachenstuck eii 
in der Weise, daB man far jeden Punkt x, y von v^= Ji, fur jeden Punl 
^2= B,,) setzt, entfernt hierauf die Schnitte A, indem man bes 
Funktion Fj- in je zwei zum Schnitte a gehbrigen entsprechenden Punkh 
Funktion in je zwei zum Schnitte V gehbrigen entsprechenden Punkten 
Wert besitzt, so ist P„ (*=1,2) eine zu gehbrige Funktion von derselbe 
zu Anfang definierte Funktion Vy, und es hangt zugleich /x von d 

ab wie die fruher gebildete Funktion fx von den Funktionen v^,v^. I 
der Funktionen vom Typus a deckt sich also mit der Gesamtheit derieniar 
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der Begrenzung von kennt, und da6 diese Werte zugleich mit den 
welche die Funktion ^ langs der Begrenzung -f g von ' besitzt. bek 
erkennt man scblieBlich, da6 eine Funktion voni Typns u durch die "V 
ihr fur die Begrenzung + g von ini Eahmen der fruher genannten 

vorgeschrieben werden, vollstandig bestinimt ist. 

Mit Encksicbt auf die folgende Untersuchnng soil die Differenz 
zweier Funktionen ^ voin Typus ^ nock einer besonderen Betrachtun 
werden. Eine jede in der angegebenen Weise entstebende Funktion des 
von soli eine Funktion genannt werden. Ohne Milhe erkennt n 

die samtlicben Funktionen fF auch erlialt, wenn man fur jeden Punkt 
fF = ri, fiir jeden Punkt x, y von p* = A,.r, , fur jeden Punkt ay y voi 
fiir jeden Punkt a, y von setzt und alsdann an Stelle vo^ 

uberhaupt existierende Funktionenpaar von der zu Anfang cbarakterisierti 
laBt. Die den Konstanten A^, auferlegten, durch die Gleicbungen 
mod B, = 1 ausgedruckten Bedingungen wirken nun bei einer Funktion /i* 
licber Weise auf das Verhalten von mod /F' ein. Urn dies einzuseben, bea 
nachst, daB nacb deni in Art. 5 Bewiesenen mod fttr keinen Punkt vo 

fiir keinen Punkt von F^ groBer ist als der mit G zu bezeichnende Maj 
der Gesamtheit der Werte, welcbe sicb aus den Werten von mod 1: 
grenzung von und den Werten von mod langs der Begrenzung von j 
setzen; beacbte welter, dafi auf Grund der zwiscben je zwei Funktionen i 
aus ihnen erzeugten Funktion p* bestehenden, soeben aufgestellten Gb 
jeden Punkt x, y von mod /F = mod v^, fur jeden Punkt x, y von Fj-''"‘ me 
ist, und berucksichtige endlicb noch, daB infolge dieser letzten Beziehungei 
zugleich auch das Maximum derjenigen Werte ist, welcbe mod fF fur di 
Begrenzung j> + i von besitzt. Man gelangt dann schlieBlicb zu di 

dem Hilfssatze I analogen Satze, dafi mod p* fur keinen Punkt des System; 
ist als das Maximum G der Werte, welcbe mod/i* fiir die Punkte der Beg 
von besitzt. 

Auf Grund der in bezug auf die Funktionen v„ gemaebten An 
man jetzt zu dem die samtlicben Punkte von und K entbaltenci 

Linien und s begrenzten Doppelring eine einwertige Funktion u 

Punktes x, y bestimmen, die, als Funktion des Punktes x, y von be 

wie eine Funktion vom Typns p, als Funktion des Punktes x, y von 
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Die Funktion f hat nur den Bediugungen zu genugeu, sich stetig zu andern, solange 
der Begrenzuiigspunkt seine Lage stetig andert, aber nicht den Schnitt a' oder den 
Sclmitt y iiberschreitet, imd l)eim Uberschreiten des Schnittes a oder des Schnittes h' sich 
der Ctleichung = AJ'~ + 2i,„ beziehungsweise der Gleichung = .B,/" + S3,, entsprechend 
zu andern. Eine solche Funktion u soil jetzt bestimint werden. 

Zu dem Ende wilhle man fur die Begrenzung p 4- n von einwertige 

Funktion <y = // + //"i des Begrenzungspunktes, welche sich stetig andert, solange der 
Begrenzungspuukt seine Lage stetig andert, aber iiicht den Schnitt a oder den Schnitt h' 
iiberschreitet, welche beim Uberschreiten des Schnittes a oder des Schnittes V sich der 
Gleichung = A,.ff + %., beziehungsweise der Gleichung ^+=-B„^" + g3„ entsprechend 
andert, und welche zudein fitr jeden Punkt einer Linie init der vorgegebenen Funktion f 
dem Werte nach tibereinstimmt, sodaB also die Gleichung /y^,= /p besteht, und bestimme 
alsdann einerseits zu dem Systeine in Ubereinstimmung mit den gemachten An- 

nahmen Fuuktionen ■iP\ ■ ■ ■ vom Typus /n, andererseits zu der Kreisflache it 
auf Grund des Satzes I Funktiouen tP, • • • von der in dem Satze definierten 

Art, in der Eeihenfolge u^-\ ■ ■ • dadurch, daB man die Werte, welche die Fuuktionen 

■ ■ ■ lilugs der Begrenzung + g von und die Werte , welche die 

Fuuktionen • • • langs der, mit r + s zu bezeichnenden, Peripherie von it be- 

sitzen sollen, in der Weise wahlt, daB 


ftir 

fur 

fill’ 



/; 


/A 

<>= 

4 




fp 

<)= 



Pm. 


ftir 

ftir 


ftir ' ’ 


ist. Genau auf dieselbe Weise wie im vorigen Artikel laBt sich dann, unter Beachtung, 
daB die zu dem Systeme gehorige Funktion — eine Funlction p* ist 

und daher ftir sie der vorher abgeleitete, dem Hilfssatze I analoge Satz gilt, zunachst 
zeigen, daB die Funktionen mit unbegrenzt wachsendem n gegen bestimmte 

Grenzfunktionen : 

it = lim M 2 « + 0 _ . . . . . 

• OO L J 5 

u = lim 4 - — #>1 4 4 - [#"+-) _ ^(‘^’0 ] 4 

konvergieren; weiter dann, dafi die ftir jeden. Punkt des Systems existierende 


120 


Integration der Gleichung A« = 0 fiir eiiie Riemanu'selie Flache T. 

Funktion u eine Funktion vom Typus /n, die fur jeden Punkt der Kreisflache K 
existiereude Funktion ti eine 7 ai K gehorige Funktion von der in dein Satze I definierten 
Art ist, und da6 das Verlialten der Funktion Ti langs der Begrenzuntr + </ von 
sowie das Veihalten dei Funktion u langs der Begrenzung ;• + *' von A" charakterisiert 
ist durcti die Gleichungen: 

^ V fp! 

endlich noch, daB die Funktionen u, u fiir jeden Punkt x, y irgend eines der \'ier dein 
Systeme und der KreisflS,clie AT geineinsainen, von je einer einzigen Linie ^ und 

einer einzigen Linie r begrenzten Abschnitte denselben Wert besitzen. 

Definiert man nun fur die von den Linien und s begrenzte zusammenhangende 
Flache eine Funktion u in der Weise, daB man fur jeden Punkt des Systems 

ii = u, fur jeden Punkt der Kreisflilche AT u = u- setzt, so ist die so bestimmte Funktion u 
eine einwertige Funktion des Punktes x, y von mit den verlangten Eigenschaften, 
da sie, als Funktion des Punktes x, y von betrachtet, sich wie eine Funktion 

vom Typus fi, als Funktion des Punktes x, y von K betrachtet, sich wie eine Funktion 
von der im Satze I definierten Art verhalt, und sie zudem, auf Grand der Gleichungen 
= = \ = langs der Begrenzung -|- s von mit der vorgegebenen 

Funktion f des Begrenzungspunktes dem Werte nach Ubereinstimint. 

Man lege jetzt in die Flache die ursprunglichen Schnitte a^, hinein, 

bezeichne die vier Gebiete, in welche dadurch zerfAllt, mit G^, G. 2 , G^, G^ in der 

Weise, daB G^ das an ar, h~, V* anstoBende, G^ das an «+, h~, a~, V'^ anstoBende, 
G^ das an a~, 6+ a'+, V~ anstoBende, endlich G^, das an «+, h*, a~, h'~ anstoBende Gebiet 
ist (s. Fig. 13), und definiere alsdann zu der aus 7)^“'’*'’^ durch Einfilhrung der Schnitte 
a^, 1)^ entstandenen, mit D' zu bezeichnenden, Flache mit Hilfe der soeben gewonnenen 
Funktion u- eine Funktion U dadurch, daB man ftir jeden Punkt x, y 

von (?! { Z7= u, 
von (?2 { Z7= A^u + 31,., 
von G^[U-= Bji + Sv, 

von + + = + 

setzt. Die so zu der Flache 7)' bestimmte Funktion U besitzt die folgenden Eigen- 
schaften. Zunachst ist U, als Funktion des Punktes x, y in einem der vier die 
Flache bildenden Gebiete G^, G^, G^, (74 betrachtet, eine in dem Gebiete allenthalben 

einwertige und stetige Funktion des Punktes x, y, zudem sind ihre Werte (J'*', U~ in 

P-E, I. 
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je zwei zum Schnitte a oder zum Schuitte V geliorigen eiitsprechenden Punkten 
iu der Weise verknupffc, daB 

{S) langs a' [U+^U', langs h’ [U+ ^ IT- 

ist, dagegen ihre Werte TJ^, U~ in je zwei znm Schnitte a„ oder zum Schnitte b,. 
gehOrigen entsprechenden Punkten in der Weise, daB 

langs a„{U^ = A,.U- + %., 

^ langs &„{U+ = ^„17- + a 

ist. Ferner hesitzt die Funktion U nicht nur ftlr jeden iin Innern eines der vier 
genannten Glebiete liegenden Punkt x, y stetige Derivierte -jx ' Ty ’ ’ "Wf ’ 

auch noch fur jeden auf einer der Begrenzungslinien a'"'', d~, Z»'+, b'~, aj", a~, h^, h~ der 
G-ebiete, aber nicht zugleich auf einer Liniep liegenden Punkt , beziebungsweise 
sobald man die Funktion U uber ein diesen Punkt im Innern entbaltendes Stdck 
der Begrenzung des betreflfenden Gebietes hindber den Gleichungen (X'.), (S,.) entsprechend 
stetig fortsetzt, und es werden alsdann, ausscblieBlicb auf Grund ihrer Definition, die 
Werte dieser Derivierten in je zwei entsprechenden, aber nicht auf einer Begrenzungs- 
linie p von D'„ liegenden Punkten in der Weise verknilpft sein, daB 


Integi-ation der (ileiphnng Aii = 0 fiir t-inp Rietnanir.«'he Fliichp 7’. 
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langs a uud // 


langs a,. 



cU- 

rU^ 

cV- 

r-C- 

r-r- 

i-r- 

1 CX 

cx ■ 


ry ' 

rx- 

f .1- • ry- 

~~ rtr 

fl£l_ 

A ^ 

rU- _ 

= i 

r-r^ 

^ r'-u- r-u- 

^ -r-r- 

1 cx 

C X ’ 

ry 

— -Alf. • 

’ ry 

rx- 

* c x~ * f‘y~ 

r 

f ?V^ 

B 


-B 

r-r-^ __ 

j r-ir- r-rr^ 

Jl 

1 dx 

' CX ’ 


-X.«/ *. ^ 

ry 

cx- ~~ 

* r.c- ' cir 

’ ry- 


ist. Endlich erfillleu die Derivierten 


r-u c- u 


Cy- 


tx- 


fiir jeden Pnnkt x, ;/ vow !>[., fur den 


ihre Existenz soeben festgestellt wnrde, also fur jeden nicht anf der Begi’enzung -f- s 
gelegenen Punkt von I)\. die Gleichung AZ7= -f^+-^==0. 

c y 


cx- 


Aus dem Verlialten der Funktiou TJ und ihrer Dermerten aT, i!!, ^ fm- 

CX cy cx- cy‘ 

die Schnitte a, V folgt unmittelbar, da6 die Funktiou U sell)st die den Gleichungen iS.) 
entsprecbende stetige Fortsetzung der Funktion U sowohl ober den Scbnitt a wie tiber 
den Scbnitt b' bmul)er bildet, uud man kann dalier die Schnitte a, h', als ffir die 


Funktion U und ihre eben genaunten Derivierten nicht inehr in Betracht kominend, 
entfernen. Bezeichnet man alsdanu den nur noch die Schnitte a,., enthaltenden 
Doppelring wiederum niit D'^, seine l)is jetzt durch p + s bezeichnete Begrenzung da- 
gegen mit 2)^ und beachtet, da6 die Funktion TJ Ikngs sich stetig kudert, so 
erkennt man, dafi die gewonneue Funktion U eine zu D' gehorige Fundamentalfunktion 
ist; als solche ist sie nach fruher Bewiesenem vollstandig bestimmt, sobald fur sie die 
Werte, welche sie langs 2),. besitzt, bekannt sind. Beachtet man dann weiter noch, daB 
die der Funktion U fiir die Punkte von 2),, zukommeuden, durch die Werte der vor- 
gegebenen Funktion f bestimmten Werte infolge des fiir die Wahl von f gelassenen 
Spielraums als Werte einer fiir die Begrenzung 2),. beliebig vorgegebenen einwertigen 
und stetigen Funktion des Begrenzungspunktes angesehen werden durfen, so kann man 
das Resultat der in diesein Artikel durchgefiihrten Untersuchung zusammenfassen in 
den folgenden 


89.tz. „In tier Flache T sei, mcMem man die Scliniffpaare fli, ftp, ••d 

eingefiilirt und die FunMe cP^, cP^, • ■ qP^ niarkiert hat, ein das Sclinittjiaar a,., 6 .., aber keinen 
der Punkte •••) entlialtender Doppelring D'„ (s. Fig. 11) abgegrenzt, dessen Be- 

grenmng 25,, so beschaffen sei, da^ der aus ihm durch Entferming des Schnittpaares a„ 6,. 
entstehende Doppelring D,. aus zivei getrennt liegenden einfach zusammenhangenden Flaelien- 
stiicken F^, F^ und einer Kreisfldche K in der fruher beschriebenen, durch die Figur 12 
charakterisierten Weise misammengesetst werden kann. Ldfdt sich dann zu der Fldche F„ 
{y.=i,S), wie man auch fiir die Begrenzung derselben eine einwertige und stetige Funktion des 
Begrenzungspunktes wahlen mag, stets eine einwertige Funktion J- v'i des Pmiktes x, y 

bilden, welche fur jeden Punkt von stetig ist, fur jeden im Innern von F„ gelegenen 

17 * 
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FuuU steti(je Derivkrte hesitzt nncl der parficdlen Dtffh-entiahjleichung 

Ar (leniUit, endUcli hnigs der Begrenzutiq von mit der gewahlten Funkfion 

^ CJd- (^y- ^ ^ . 

des Begrenzungspuvktes dem IVerte mtch uhcreliistimnd, so Id/3t sicJi auch zu dem Dojqpel- 
ring I)',, cine Fundamentalfiinktion hilden, ivelclie Icings der Begreiizung desselben mit 
einer heliehig vorgegebenen einwertigen unci stetigen Funktion des Bcnjrenzmujspunldes dem 
Werte nach iiloereinstimmtF 


10 . 

Unter Benutzung der in den beiden vorhergehenden Artikeln gewonnenen Resultate 
soil jetzt znr Losung der in Art. 4 gestellten Anfgabe geschritten werden. 

In der Flache T seien, nachdem man die 2jj sclion in Art. 1. definierten, aus 
Sttlcken gerader Linien sich. zusammensetzenden Linien &i; cu_, hp, •••; als Hilfs- 
linien, aber nicht als Schnittlinien eingefuhrt bat, die q in Art. 3 definierten ein- 
blattrigen oder mehrblattrigen Kreiserganznngsflacben If/, IC, • • •, K^, welche die q un- 
endlich fernen Punkte o^i, ■ ■ ■, beziebungsweise entbalten, sowie die s — g ebendort 
definierten mehrblattrigen beziebungsweise einblattrigen Kreisflacben J^,+ 2 j •••, -SC, 

welcbe die r im Endlichen gelegenenWindungspnnkte die s — q — r 

willktiiiich gewablten Punkte ^,^.,.+ 2 , • • •, F's beziebungsweise als Mittelpunkte 

besitzen, abgegrenzt. Die Eadien der die s Placben K', K begrenzenden, mit ^ zu 
bezeicbnenden, einfacben oder mehrfachen Kreislinien sind so gewahlt worden, dafi die 
Placben K', K getrennt liegen und keinen Punkt der Linien a, h entbalten. Ma.n 
grenze nun weiter zu den p Milndungspunkten der Linien ft, h als Mittelpunkten Kreis- 
flachen M^, M^, ■ ■ Mj, mit so kleinen Eadien ab, dafi die alsdann in der Flache T 
abgegrenzten Flbchen K', K, M getrennt liegen, die, mit zu bezeichnende, Peripherie 
von (v=i,8....,p) mit den Linien ft,., h„ je zwei nicht mit Eckpunkten zusammenfallende 
Punkte gemeinsam hat, aber keine der ubrigen Linien a-, h trifft, und die in die Kreis- 
flacbe Af„ fallenden Teile der Linien vier Eadien von M,. bilden. Das an die 

konkaven Seiten der die Kreiserganzungsflachen K' begrenzenden Kreislinien und an 
die konvexen Seiten der die Kreisflacben K, M begrenzenden Kreislinien f anstoBende, 
von diesen Kreislinien begrenzte, ganz im Endlichen liegende und keinen Windungspunkt 
enthaltende, (3^ + s)-facb zusammenhbngende Stuck S der Flache T soil nun, um eine 
Grundlage far die Herstellung eines bestimmten Systems gleichgroBer Kreisflacben zu 
gewinnen, mit einer quadratischen Teilung versehen werden. Dazu sind die folgenden 
Konstruktionen erforderlicb. 

Man konstruiere, unter S eine gleicb nbher zu bestimmende positive Zabl ver- 
stehend, zunbchst zu jeder der s Pi) Kreislinien 501 die beiden ibr im Abstande $ 
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paralielen Kreislinien und bezeichne von den so erhaltenen Hiltskreislinien die 
Innein dei Flaclien K , K, J\I beziehungsiveise liegendeu niit .Si', Si, die — p nocb 
iibrigen entsprechend mit 1', S^, Durcb die s^p Paave .H'. .ft'; ft. SI; aU, kon- 
zentriscber Hilfskreislinien sollen .s+^; getrennt liegende Riugflaclien von der Beschaften- 
heit abgegienzt sein, dafi die ersten s keinen Punkt der Linieu n, h entlialten, die 
durcb (.= 1 , 2 ,. ,,,) begrenzte Ringflache keinm Punkt der Linien Uj, 

(ly-i, ^v+u • • •; (f’f, ^>p enthalt, die Linie 'ilJJ,. mit den Linien a,., />, je zwei 

mcbt mit Eckpunkten zusammenfallende Punkte gemeinsam bat. und die innerbalb 
5Dt,. gelegenen Teile dieser Linien viev Radien von jk,. bilden. Jetzt grenze man zu 
dem Linienpaare 0 ,,,, ( 1 = 1 , 2 ,- -.p) einen dasselbe entbaltenden Doppelring fr,. ab durcb 
eine in sicb zurbcklaufende gebrocbene Linie von der Art, dafi ibre Stucke 
paarweise den Stilcken des Liuienpaares a„ h,. im Abstande d parallel sind und 
tiberdies bei eineni negativen Umlauf urn den Doppelring G, jedes einzelne Stuck 
von in derselben Ricbtung dureblaufen -wird vde die ibm zugewendete Seite des 
korrespondierenden Sttlckes von a, oder bei einem Dureblaufen in der friiber 
(s. Pig. 4) durcb die Pfeile markierten Ricbtung. Die p Doppelringe G.,, G^ 
sollen ^tremit liegen und zudem soil fiir v =1,2,- • p der Doppelring (r„ mit der 
durcb ak,, ak„ begrenzten Ringflacbe vier von je zwei Paralielen und je zwei Kreis- 
bogen begrenzte, getrennt liegende Pl&cbenstticke, aber weiter keinen Punkt gemein- 
sam haben, dagegen von dens+jj — 1 iibrigen Ringflacben getrennt liegen. Man erkennt 
obne Mtibe, da6 bei gegebenen ft', ft, SR, a, I sicb stets eine, aber aucb nur eine 
positive Zabl d' bestimmen IkBt, sodaB fur jede unter S' liegende positive Zabl S 
nicht nur die verlangten Konstruktionen ausfiibrbar sind, sondern aucb die gewalnscbten 
Gebilde entsteben. 

Um nun die erwabnte quadratisebe Teilung zu erbalten, denke man sicb, unter 1 
die durcb die Gleicbung A = y definierte Zabl verstebend, in der ^'-Ebene, uber welcber 

die Flacbe T ausgebreitet ist, die den Gleicbungen x^ ml, ™=o, entspreebenden 
Paralielen znr Fi-Acbse, sowie die den Gleicbungen ^ = wi A, entspreebenden 

Paralielen zur X-Acbse gezogen und ubertrage die in der Z-Ebene durcb diese Linien 
bestimmte quadratisebe Teilung in jedes der h Blatter von T. Aus einem in der 
Z-Ebene durcb die Teilung entstandenen, die Seitenlknge A besitzenden. Quadrate als 
Grundquadrat geben dann in der Flacbe T immer n Quadrate bervor, wenn iiber jedem 
inneren Punkt desselben n Punkte von T liegen; befindet sicb dagegen flber einem 
inneren Punkt des Grundquadrates ein Windungspunkt von T, so kommt unter den 
aus dem Grundquadrate bervorgebenden Placbenstdcken von T zum mindesten ein 

mebrblattriges quadratisches Flacbensttick vor. Infolge der Gleicbung A = y liegen die 
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samtliclien etwa in T vovkomiuenden inehrblatti’igen quadvatisclieii Flacheustttcke im 
Imiem der r mehrblattrigen Kreisflachen + + Alle nicht aus den Kreis- 

flaciien K, M heraustretenden Quadrate und melirblattrigen quadratischen Flachenstticke 
sowie alle nicht aus den Kreiserganzungsflachen K' heraustretenden Quadrate denke 
man sich nun entfernt; das System der librig bleibenden, fur das Folgende ansschlieBlich 
in Betracht komineuden Quadrate mdge mit Q bezeichnet und das zum Flilchenstucke 8 
gehorige Quadratsystem genannt werdeii. Bin Quadrat des Systems Q, durch welches 
eine der, in ihrer Gesamtheit die Begrenzung des Flachenstiickes 8 bildenden, Kreis- 
linien 91Z hindurchgeht, nenne man ein endstandiges Quadrat, oder auch, 

wenn heryorgehoben werden soli, da6 es von einer bestimmten der Kreislinien 93^ 

durchsetzt wird, ein zn der Kreislinie gehdriges endstandiges Quadrat. Die zu einer 
der Kreislinien gehorigen endstkndigen Quadrate liegen samtlich im Inirern der 

zu der Kreislinie konstruierten Ringflache. 

Einem jeden Quadrate des Systems Q moge nun eine, allgemein mit h zu 
bezeichnende, Kreisflache zugeordnet werden und zwar diejenige, welche zn dem Mittel- 

punkt des Quadrats als Mittelpunkt mit dem Radius ? = ^ “ T ‘''bgegrenzt werden 

kann. Eine jede dieser Kreisflachen li soil nach dem Quadrate, dem sie zugeordnet 
ist, kurz der Kreis h des Quadrates genannt werden. Liegen zwei Quadrate 
getrennt, so liegen auch ihre Kreise h getrennt; haben dagegen zwei Quadrate eine 
Seite Oder auch nur eine Ecke gemeinsam, so haben ihre Kreise h ein Kreisbogen- 
zweieck gemeinsam. Die Kreise h der' zu einer der Kreislinien I?', Jt, 91? gehoi’igen 
endstandigen Quadrate liegen samtlich im Innern der zu der Kreislinie konstruierten 
Ringflache. 

Es soil jetzt schliefilich noch zn dem Linienpaare (v=i, 2 , ■..,?)) ein Doppel- 

ring D,, von der in Art. 9 charakterisierten Beschaffenheit gebildet werden. Zu dem 
Ende konstruiere man zmiiichst eine in sich zurilcklaufende gebrochene Linie cleren 

Stticke paarweise zu den Stiicken des Linienpaares a,., h, im Abstande — parallel sind, 

bezeichne den von |),, begrenzten, einen Teil des Doppelrings bildenden Doppelring mit IT,, 
und denke sich die nicht aus G-,, heraustretenden, zu 91?,, gehorigen endstandigen Quadrate 
zugleich mit den im Innern von AT,, gelegenen nicht endstandigen Quadraten des Systems Q 
schraffiert. Die Kreise Tc der schrafflerten Quadrate fullen dann zwei getrennt liegende 
einfach zusammenhangende Flachenstticke aus, die zu der Kreisflache 3f„ nicht 

nur so liegen, daB durch Vereinigung der Flachen F^^,,, M, ein Doppelring I),, von 
der gewtinschten Beschaffenheit entsteht, sondern auch so, dafi die in Af„ hineinfallenden 
Teile der Begrenzungen von Fj,, ein Kurvensystem 2 von der im Hilfssatze II 
charakterisierten Art bilden. Um die Richtigkeit der letzten Behauptung einzusehen. 
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hat man zunachst zu bGachteii, claB etwaig© Schiiitti^uukt© dpr Ppripliprie dps zu irgt*nd 
eiiieni nicht eudstaudigen schraffierteu Quadrate gehovigen Ki'eises J: iiiit der Peripherie lUh 
stets auf deii in die schiaffierten eudstandigen Quadrate falleuden Boneii von liegen, 
da andei eiifalls ein innerhalb gelegenes, nicht endstandiges (Quadrat init eineni aiis 
O',, lieiaustietenden , also ganz auBerhalb jE/j, gelegenen endstandigen (Quadrate zuni 
mindesten eine Ecke geineinsani haben wttrde, und daB daher die in die Kreisliache d/, 
fallenden Teile der Begrenzungen von ausschlieBlich von Peripherieteilen der 

zu endsthndigen schraffierten Quadraten gehorigen Kreise li gebildet werden. Beachtet 
man dann weiter noch, daB ein etwa auf 9 J 1 ,. falleuder Schnittpunkt der Peripherien 
zweier zu schraffierten endstandigen Quadraten gehorigen Kreise k notwendig in eineni 
dritten schraffierten endstandigen Quadrate liegt, also kein Punkt der Begrenzungen 
von sein kann, so erkennt man schliefilich, daB ein auf der Begrenzung von 

bi einer und derselben Eichtung sich bewegeiider Punkt von einer Stelle an, 
wo er in das Innere der Kreisflache M, eintritt, bis zu der zunachst folgenden Stelle, 
wo er austritt, sich ganz ini Innern v'on J£,, bewegt, und daB weder an der Eiutritts- 
noch an der Austrittsstelle eine Bertihrung zwischen der Peripherie und den in die 
Plache Jf, fallenden Teilen der Begrenzungen von stattfinden kann. Daiuit 

ist aber die aufgestellte Behauptung bewieseu. 

Das von Kreisen k ausgefullte, einfach zusannnenhangeude Flachenstuck (^=1.2) 
kann man sich nun auch allmahlich in der Weise entstanden denken, dafi man zunachst 
irgend einen der in ihm liegen den Kreise k fixiert und dann die noch ubrigen Kreise k 
eiuzeln in einer solchen Reihenfolge hinzunimmt, daB die m in ii’gend einein Stadium 
dieses Prozesses vorhandenen Kreise k stets eine einfach zusammenhangende Plache 
ausfhllen. Der zuletzt hinzugenommene Kreis steht dann zu der von den m ~ 1 
vorlier schou vorhandenen Kreisen k gebikleten Flache in soldier Beziehung, daB 

mit Hilfe des in Art. 8 auseinandergesetzten Verfahrens zur Flkche stets eine ein- 
wertige Funktion u = u' + u"i des Punktes x, y, welche ftir jeden Punkt von stetig 
ist, fur jeden im Innern von gelegenen Punkt stetige Derivierte 
besitzt und der Differentialgleichung Lit, = 0 gentigt, endlich langs der Begrenzung von 
init einer beliebig voi’gegebenen einwertigen und stetigen Funktion des Begrenzungs- 
punktes dem Werte nach ilbereinstimmt, gebildet werden kann, sobald man eine derartige 
Funktion fiir die Flache Widen kann. Da dieses aber ftir die Flache o 7 ,, die ja 

mit dem zuerst fixierteii Kreise k identisch ist, auf Grund des Satzes I mdglich ist, so 
ist es auch fftr jede der Flachen <^3, • • • nioglich, und es laBt sich daher auch zu der 
Flache insofern sie mit der letzten dieser Flachen identisch ist, eine Funktion 

w = von der erwahnten Beschaftenheit bildeu. Jetzt fiihre man schliefilich noch 
in die Flache T die Schnitte a,.,h,., ein, jedoch ohne die beiden Seiten dieser 
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Schnitte als Begrenzungslinieu anzuseheii, bezeichue die dadurch aiis T hervorg^ende 
Flache, wie es schon in den friiheren Artikeln imnier geschehen ist, mit T und 
den daduvch aus dem oben gebildeten Doppelring D, hervorgehenden, die Schnitte a,, I, 
in seinem Innern enthaltenden , Doppelring, der in Art. 9 angewandten Bezeichnung 
entsprecheud, mit I)\.. 

Nacli diesen Vorbereitungen soil jetzt mit der Integration der Differentialgleichung 
A if = (.1 im Sinne der in Art. 4 gestellten Aufgabe begonnen werden. Dabei hat man 
sich den in Art. 7 eingefahrten Begriff der zu einem Stttcke oder einem Systeme von 
Stiicken der Flache T gehorigen Fimdamentalfunktion gegenwartig zu halten, also vor 
allem die bei der Einfuhrung dieses Begriffes gemachte Yoraussetzung zu beachten, daB 
die Flache T die Schnitte a^, h^; a.., •••; a^,, l)p enthalt, daB in ihr die Punkte 

markiert sind, und daB zudem die den Schnitten a, h zugeordneten Konstanten 
j 5, $1, ^ und die den Punkten S\, i".., ■■■, cT, zugeordneten Funktionen cp mit Kticksicht 
auf das gestellte Problem ein ftlr allemal festgelegt sind, Auch ist im Auge zu behalten, 
daB eine zu einem Flachenstflcke oder Flachensysteme F gehorige Fimdamentalfunktion 
ihrer Definition gemaB far jeden Punkt der Begrenzung von F einwertig und stetig 
ist, und daB eine solche Fimdamentalfunktion dnrch die Werte, welche sie langs der 
Begrenzung von F besitzt, oder, wie im folgenden zur Abkurzung iminer gesagt werden 
soil, durch die ihr entsprechende Randfimktion vollstandig bestimmt ist. 

Zunachst kann man auf Grand des Satzes IV zu jeder der q KreisergAnzungs- 
flachen Kl, Kl, ■ ■ •, K^, auf Griind des Satzes II zu jeder der s ~ q Kreisflachen Kq+x, 
K,j^ 2 y ■ • a-uf Grund des in Art. 9 ausgesprochenen Satzes zu jedem der p 
Doppelringe I>i, jD^, • • •, D' eine Fimdamentalfunktion mit beliebig vorgegebener ein- 
wertiger und stetiger Randfimktion bilden. Man hat dabei fur die Bildung von Funda- 
mentalfimktionen zum Doppelring 7)', ( 1 = 1 . 2 , •,?) nur zu beachten, daB die voi’her ge- 
bildeten Plachenstucke F^^^, F^^^ zu der Kreisflache M, in derselben Beziehung stehen 
wie die bei dem Satze des Art. 9 genannten Flachenstacke F^, F^ zu der ebendort ge- 
nannten Kreisflache K, daB die Funktion deren Bildung oben besproclien wurde, 
sich in bezug auf die Flache (»!=i, 2 ) gerade so verhalt wie die in dem erwahnten 
Satze genannte Funktion in bezug auf die Flache F,, und daB die fur vor- 
zugebende Randfunktion ebenso wie die ffir vorzugebende nur den Bedingungen der 
Einwertigkeit und Stetigkeit unterworfen ist. 

Die s+j> getrennt liegenden Flkchen K', K, D' lassen sich zu gewissen ebenfalls 
noch getrennt liegenden, ausschlieBlich von Peripherieteilen der Kreise h begrenzten 
Flachen, zu deren Bezeichnung die Bucbstaben K’ , K, 1)' beziehungsweise verwendet 
werden sollen, dadurch erweitern, daB man zur Flache Kg (it=i, 2 ,- ., 5 ) die Kreise k der 
skmtlichen zu gehdrigen endstandigen Quadrate, zur Flache Kg (<j=a+i,?+ 2 , •,*) die 
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Kreise k der saintlichen zu gehurigen endstandigeii Quadrate, dagegeii ziir Flache I), 
(v=i, 2 , p) die Kieise A der sauitlichen iiiclit schratfiei’ten zu 9}?:,. gelioiigen eiidstaudigeu 
Quadrate hinzunimmt. Bei jeder der s +p Placlien K', K, I)' solleu nun die genannten 
Kreise k einzeln in einer solchen Reihenfolge Mnzugenominen werden, daB in jedeni 
Stadium des Erweiterungsprozesses der zuletzt hinzugenommene Kreis k zu der vor 
seiner Hinzunahine vorliandenen Fl9,che in derselbeii Bezieliuug steht wie der* zu 
Anfaug des Art. 8 eiiigeffllirte Kreis li. zu dem ebendort eingefuhrten Flac-liensysteme A'. 
Das Verlaugte kami, wie einfacbe Uberlegungeu zeigen, dadurch geleistet werden, 
daB man allgemein zu der Flaclie X', Kg oder I)l von den genaunten Kreisen k 

zunachst diejenigen, welche ganz innerhalb der vorher definierten Flache i';. Kg, Dl 
beziehungsweise liegen — wenn solche Kreise k tlberhaupt vorhanden sind — in 
beliebiger Reihenfolge hinzunimmt und weiter dann die noch ilbrigen Kreise k, der 
Einfachheit wegen, in solcher Reihenfolge, daB dieselbe derjenigen Reihenfolge entspricht, 
in welcher die zugehorigen Quadrtite bei einem Durchlaufen der betreffenden Kreislinie 

Oder 93?,, durchsetzt werden. Beachtet man dann, daB sich, wie schon oben 
ausgefiihrt wurde, zu der ursprunglichen Flache, mag dieselbe eine Flache K.', Kg 
oder sein, eine Fundamentalfunktion mit beliebig vorgegebener einwertiger und 
stetiger Randfuuktion bilden laBt, und daB bei der Erweiterung dieser Flache durch 
successives Hinzunehinen der genaunten Kreise k in der aiigegebenen Reihenfolge jeder 
neu hinzukomniende Kreis in bezug auf die vor seiner Hiuzunahme voihandene Flache 
die in dem Satze des Art. 8 gestellte Lagenbedingung erfdllt, so erkennt man, daB man 
auf Grund des genannten Satzes successive zu jeder der im Laufe des Erweiteruugs- 
prozesses entstehenden Flachen und daher auch zu der schlieBlich entstehenden Flache 

AAA 

Kg, Kg oder D'„ eine Fundamentalfunktion mit beliebig vorgegebener einwertiger und 
stetiger Randfunktion bilden kann. 

Die bis jetzt noch nicht verwendeten Kreise k der Quadrate des Systems Q 
fiillen ein, ganz im Endlichen liegendes und keinen Windungspunkt enthalteudes, (s +p)- 
fach zusammenhangendes Stuck der Flache T aus. Das System der s+jj getrennt 

liegenden Flachen K, K, i>' soil nun dadurch zu einer zusammenhangenden Flache er- 
weitert werden, daB man die eben genannten Kreise k bis auf einen vorher beliebig 
zu wahlenden, mit \ zu bezeichnenden, Kreis hinzunimmt, und zwar sollen diese 
Kreise k einzeln in einer solchen Reihenfolge hinzugenommen w^erden, daB in jedem 
Stadium des Erweiterungsprozesses die uberhaupt noch ubrigen Kreise k ein zusammen- 
hangendes Stuck der Flache T ausfilllen. Beachtet man dann, daB sich nach dem vor- 
her Bemerkten zu jeder der s -b p Flachen K', K, I)' eine Fundamentalfunktion mit 
beliebig vorgegebener einwertiger und stetiger Randfunktion bilden laBt, und daB bei 
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der Ertveiterung dieser Flachen durch successives Hinzunelameu der genamiteii Kreise h 
in der beschriebenen Reihenfolge eiu neu hinzukommender Kreis die Anzahl der vor 
seiner Hinzunahme vorhandeneu getrennt liegenden Flachen, wenn er in m derselben 

eingi’eift, um m — 1 vermindert und zugleich in 
bezAig anf das System dieser m Flachen, welches 
durch seine Hinzunahme zu einer von einer einzigen 
geschlosseiieii Linie begrenzten Flache erweitert 
wil’d, immer die in dem Satze des Art. 8 gestellte 
Lagenbedingung erMlt, so erkennt man, daB man 
auf Grund des genannten Satzes successive zu 
jedem der im Laufe des Erweiterungsprozesses 
entstehenden Systeme von s -f- j) oder von weniger 
als s H-jj Flachen, und daher auch zu der schlieB- 
lich entstehenden, von vier ganz inner halb der 
Kreisfiache \ liegenden Kreisbogen begrenzten, in 
Fig. 14 durch Schraffierung angedeuteten und niit 
F zu bezeicbnenden Flache eine Fundamental- 
funktion mit beliebig vorgegebener einwertiger und stetiger Randfimktion bilden kann. 



11 . 

Nachdem im vorhergehenden Artikel die Integration der Diflferentialgleichung A^(=0 

AAA 

fur die durch Erweiteruug der Flachen K', K, I)' entstandene, die samtlichen Schnitte 

W> ■ • •; \ samtlichen Punkte 

in ihrem Innern enthaltende Flache F unter den vor- 
gegebenen Unstetigkeitsbedingungen geleistet worden ist, 
soil jetzt von der Flache F zu einer von einer einzigen 
Kreislinie begrenzten, die Flache F als Teil enthaltenden 
Flache F^ libergegangen werden. Man denke sich die 
neue Flache F^ cladurch erzeugt, daB man zur Flache F 
diejenige Ringflache L, welche durch die ganz innerhalb 
F liegende, clen Radius = y A besitzende, Peripherie r 
der Kreisfiache \ und eine mit ihr konzentrische, ganz 
auBerhalb F liegende Kreislinie s vom Radius I? = y A 
begrenzt wird, hinzunimmt, sodaB also die Begrenzung 
von F^ durch die Kreislinie s gebildet wird (s. Pig. 15), und beachte, daB man uach dem 
im vorhergehenden Artikel Bewiesenen zu der von dem Kreisbogenviereck tj begrenzten 
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Flache F eine Funclameutalfunktion init boliebig vorgegebeiier einwertiger und stetigei* 
Randfimktion, auf Grand des Satzes V dagegen zu der, von den Kreislhiien r, be- 
grenzten , Ringflache L eine Funktion von der im Satze Y definierten Art Idlden 
kann, welche sowohl kings der Begrenzungslinie r -vvie laugs der Begrenzungslinie .s 
mit einer beliebig vorgegebenen einwertigen und stetigen Funktion des Begrenzuugs- 
punktes dem Werte nacb ubereiustimmt. Es ist dann zu zeigen, daB man auch zu 
clei’ die saintlichen Punkte der Flacben F, L enthaltenden Flacbe eine Fundamental- 
funktion bilden kann, welche Ikngs der Begrenzung s von F^^ mit einer l)eliebig vor- 
gegebenen einwertigen und stetigen Funktion f, = + f','i des Begrenzungspunktes dem 

Werte nach ubereinstimmt. 

Zu dem Ende wahle man flir die Begrenzung q von F eine einwertige und 
stetige Funktion -b (j[i des Begrenzungspunktes und bestimme alsdann einerseits 

zu der Flhche F Fundamentalfunktionen if'\ ■ • ■, andererseits zu der Ringfliiche L 

Funktionen u^'’\ ■iF\ ■ ■ ■ von der im Satze Y definierten Art, in der Reihenfolge 
tP, %iP‘\ iF'', ■ ■ • dadurch, daB man die Werte, welche die Funktionen ■iF\ iF\ ■ ■ • liings 
der Begrenzung q von F, und die Werte, welche die Funktionen iFK iF, iF’, ■ ■ ■ langs 
der Randlinien r und s von Z besitzen sollen, in der Weise walilt, daB 
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ist. Die Funktionen tF”'^~^ konvergieren dann mit unbegrenzt "wachsendem n 

gegen bestimmte Grenzfunktionen u, u, von denen die erste fur jeden nicht mit einem der 
Punkte <^i, c^ 2 , • • •, zusammenfallenden Punkt von F’ die zweite ffir jeden Punkt von Z 
existiert. Der Beweis fur diese Behauptung soil jetzt erbracht werden. 

Man betrachte die Funktionen «=i,2,s,.-, und berdck- 

sichtige, daB die Gleichungen: 






U. 


,(2« + S) _ ^P’>) = + 




y(.}n + ^) _ 42 n) _ 0 


fur w = 1, 2, 3, • • • bestehen, wenn man noch die dabei im Falle « — 1 auftretende GrbBe ^ 

durch die Gleiehung definiert. Die zur Flache F gehbrige Funktion m ^ — « 

18 
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ist, nachdem man ihr noch fiir die Pimkte cP„ cP., ■■■, cZ, iu welchen sie ja Werte 
zunachst iiiclit besitzfc, die ilir fiir diese Puiikte zukommenden Grenzwerte als Werte 
zugelegt bat, eine Funktion a"Ou der im Hilfssatzel, bei der Annahme Jc=l, charakterisierten 
Art, die langs der Begrenzimg q von F die Werte ~ besitzt. Infolgedessen 

ist mod + fu^. keinen Pirakt von F, also aucb fiir keinen Punkt der Linie r 

groBer als das mit Mod [ztf"’— bezeicbnende Maximum der Werte, welcbe 
mod — langs der Linie q besitzt. Die zur Eingflacbe L geborige Punktion 
y( 2 n+ 2 ) _ y( 2 n) dagegeu ist eine Funktiou von der im Satze V charakterisierten Art, welcbe 
langs der Linie s durchweg den Wert Null, langs der Linie r die Werte — 
besitzt. Infolgedessen ist mod — wie aus der am Schlusse von Art. 5 cles 

vierten Abschnittes aufgestellten Formel folgt, fiir keinen Punkt von L groBer als das 
mit Mod[»S.''‘'‘'‘^— zu bezeicbnende Maximum der Werte, welcbe mod[^^^,.'”+^’ — wOn-oj 
langs der Linie r besitzt, und insbesondere fiir keinen Punkt der Linie q groBer als 

X Mod — wobei x die zwiscben 0 und 1 gelegene Zahl — bezeicbnet. 

Man gelangt zu dieser letzteren Relation, indein man in der eben genannten Formel 
an Stelle von 10^,1 die GroBe — uf"'> treten laBt und dementsprecbend , unter Be- 

acbtung, daB eine jede der vier Ecken des Kreisbogenvierecks q von dem Mittelpunkte 

der Eingflacbe den Abstand A bat, in dem auf ibrer rechten Seite stebenden 

Ausdrucke G = Mod [wf G = 0, E = | A, E = | A, r = A setzt. 

Nacbdem so die fur w = 1, 2, 3, • • • geltenden Eelationen: 

Mod ^ Mod , Mod ^ Mod oj 

gewonnen sind, erbalt man, indem man in derselben Weise weiter scblieBt, wie es in 
Art. 8 an der entsprecbenden Stelle gescbehen ist, und zur Abkurzung Mod 
setzt, die fur n = 1, 2, 3, • • • geltenden Eelationen: 

mod ^x’‘-'^G, mod ^ (?, 

von denen die erste ftir jeden Punkt von F, die zweite fflr jeden Punkt von L bestebt. 
Diese letzten Eelationen zeigen nun, daB die Funktionen wie bebauptet 

wurde, mit unbegrenzt wacbsendem n gegen bestimmte Grenzfunktionen: 

u = lim _j p [^*(^“+1)— ^ 

u == lim ” + 2) = ^(2) _ **(2)] .| (- ” + 2 ) _ ^{( 2 «) j 

konvergieren, und abnlicbe Betrachtungen , wie die in Art. 8 angestellten, lassen dann 
erkennen, daB die ftir jeden nicbt mit einem der Punkte • • •, ^ zusammenfallenden 
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Puukt von 1' existieiende Bunktion u eiue zu F gehorige Fundameiitalfmiktion, die 
fur jedeii Punkt der Ringflaclie L existierende E'uuktion u eine zu 1j gehorige B^unktion 
von der im Satze V definierten Art ist, und da6 das Yerhalteu der Funktion Ti kings 
del Begrenzung q von 7*, sowie das Yerhalteu der Bunktiou u lungs der Eandlinieii r 
und s von L charakterisiert ist durch die Gleichiuigen: 


Es soli jetzt noch bewiesen werden, dafi die gewonnenen Bhinktionen h, ti ftir jeden 
Punkt .r, y des den Flachen F und L gemeinsamen, von der Linie a und der Linie r 
hegrenzten, Gebietes denselben Wert besitzen. Zu dem Ende beachte man, da6 die 
DifFerenz « == « — u, als Funktion des in seiner Bewegung auf das gemeinsame Gebiet 
beschriinliten Punktes x, y betrachtet, eine in dem ganzen Gebiete einwertige imd stetige 
Funktion des Punktes x, y ist, welche ftir jeden inneren Punkt des Geliietes stetige 

Derivierte besitzt, in derselben Ausdehnung der Differentialgleichung 

Au = 0 genugt und zudem auf Grund der Gleichungen i, = ftir jeden Punkt 

der Randlinien q, r den Wert ISTull hat. Nun laBt sich aber durch die am Ende von 
Art. 1 des vierten Abschnittes angewendete SchluBweise zeigen, dafi eine solche Funktion TT 
ftir keinen Punkt des in Rede stehenden Gebietes einen yon Null verschiedenen Wert 
haben kann, und damit ist der verlangte Beweis erbracht. 

Definiert man nun schlieBlich fur die von der Linie s begrenzte, die samtlichen 
Punkte der Flachen F, L enthaltende Flache eine Funktion u in der Weise, daB 
man fur jeden Punkt von F u = u, ftir jeden Punkt von L u = u setzt, so ist die so 
bestimmte Funktion u, da sie, als Funktion des Punktes x, y von F betrachtet, sich 
wie eine Fundamentalfunktion, als Funktion des Punktes x, y von L betrachtet, sich 
wie eine Funktion von der im Satze Y definierten Art verhalt, eine zu F^ gehOrige 
Fundamentalfunktion, welche zudem, wie verlangt wurde, Ikngs der Begrenzung s von 
F^, auf Grund der Gleichung = mit der vorgegebenen Funktion f, des Begrenzungs- 

punktes dem Werte nach tibereinstimmt, und sie ist zugleich nach dem in Art. 7 
Bewiesenen die einzige derartige Fundamentalfunktion. Damit ist aber die zu Anfang 
dieses Artikels gestellte Aufgabe gelost. 


12 . 

Zur Ldsung der in Art. 4 gestellten Aufgabe ist jetzt noch der Dbergang von 
der durch die Kreislinie s begrenzten, die sfimtlichen Schnitte fli, Si) Uj, 63; • • •; und 
die samtlichen Punkte c^^i, <^^3, • • in ihrem Innern enthaltenden Flache F^ zu der 
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schon zu Anfang des Art. 5 eingefuhrten unbegrenzten, die Flache als Teil ent- 
halteiiden Flaclie T zu vollziehen. Man denke sick die Flache T hier dadurch erzeugt, 

dafi man zur Flache die Kreisflache \ vom Radius -B = hinzunimmt (s. Fig. 16), 

und beachte, daB man nach dem im vorhergehenden 
Artikel Bewiesenen zu der von der Kreisliiiie s begrenzten 
Flache F^, auf Grand des Satzes I dagegen zu der von 
der Kreislinie r begrenzten Kreisflache eineFundamental- 
funktion mit beliebig vorgegebener einwertiger und stetiger 
Bandfunktion bilden kann. Es ist dann zu zeigen, dafl 
man zu der die samtlichen Punkte der Flilchen \ 
enthaltenden unbegrenzten Flache T eine Funktion bilden 
kann, welche den in Art. 4 gestellten Bedingungen gentigt. 

Zu dem Ende wahle man fur die Begrenzung s 
von F^ eine einwertige und stetige Funktion = + 

des Begrenzungspunktes und bestimme alsdann einerseits 
zu der Flache F^ Fundamentalfunktionen andererseits zu der Kreis- 
flache \ Fundamentalfunktionen it®, in der Eeihenfolge ••• 

dadurch, daB man, unter c eine beliebige Konstante verstehend, die Werte, welche die 
Funktionen it®, ••• langs der Begrenzung s von F^, und die Werte, welche die 

Funktionen it®, it'®’, • • • langs der Peripherie r von besitzen sollen, in der Weise 

wahlt, dafi 

%Tt 

ftir {m® = g, , fiir it'^’ {it® = it® dtp + c, 

0 



fur it® {it® = it®. 



+ c, 


2 7t 



0 


ist. In den dabei vorkommenden Integralen ist it'.^"~^’ fiir n = \, 2, 3, • ■ nachdem man 
zuvor die Lage eines Punktes S' auf der Peripherie r von \ durch Polarkoordinaten 
B, <p, o<v,<2», mit dem Mittelpunkte von \ als Pol bestimmt hat, als Funktion 
von cp zu betrachten. Die Funktionen it'^”'*'^’, konvergieren nun mit unbegrenzt 

wachsendem n gegen bestimmte Grenzfunktionen it, i, von denen die erste fiir jeden nicht 
mit einem der Punkte Sy, ■■ ■, S, zusammenfallenden Punkt von JFq, die zweite fhr 
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jeden Punkt von \ existiert. Der Beweis ftlr diese Behauptung soil jetzt erbracM 
werden. 

Man betrachte die Pmiktiouen .. mid bertick- 

sichtige, daB die G-leicbungen: 






wr 


«r 






(2n- 1) 





fflr 1, 2, <j, • • • bestelien, werui man iioch die dabei ini Falle ti = 1 auftretende 
Grofie ' durch die Gleichung = definiert. Die zur Flache gehOrige Fuuktion 
^pn+x) _ -g^.^ jaacMem man ibr nocli fur die Punkte dB., • • •, d/'’,,"in welchen 

sie ja Werte zunbchst nicbt besitzt, die ihr fiir diese Punkte zukommenden Grenzwerte 
als Werte zugelegt bat, eine Funktion von der im Hilfssatze I, bei der Annabme t = l, 
cbarakterisierten Art, die Ibiigs der Begrenzuiig s von die Werte besitzt. 

Infolgedesseii ist mod keinen Punkt von Jd, also ancb fQr keinen 

Punkt der Linie r groBer als das mit Mod zu bezeicbnende Maximum der 

Werte, welche mod — langs der Linie s besitzt. Die zur Kreisflaclie \ gehbiige 

Funktion dagegen ist eine Funktion von der im Satze I cbarakterisierten 


Stt 

Art, welcbe langs der Peripherie r von A;,) die Werte 

0 

und dementsprechend im Mittelpunkte von \ den Wert Null besitzt. Infolgedessen ist 
mod — fiir keinen Punkt von \ groBer als das Maximum der Werte, welche 


mod 







langs der Linie r besitzt, also auch fur 


keinen Punkt von groBer als das Zweifacbe des mit Mod — ™ be- 

zeicbneiiden Maximums der Werte, welche mod — langs der Linie r besitzt, 

und insbesondere ist mod fiir keinen Punkt der Linie s groBer als 

X Mod — wobei x die zwiscben 0 und 1 gelegene Zahl y bezeichnet. Man 

gelangt zu dieser letzteren Relation, indem man die in Art. 4 des zweiten Abscbnittes 
unter (F^.) sich findende Formel mod — mod Mo < (^r — mod Mo)> auf die 

Kreisflacbe \ vom Radius Ji = |-A beziebt und zugleich r durch den Radius der 

Kreislinie s ersetzt, alsdann an Stelle von u die im Mittelpunkt den Wert Null 
besitzende Funktion und demgemaB an Stelle von ux,t die GroBe 

^pn+ 2 ) _ an Stelle von G die Gr5Be Mod treten laBt, endlich noch 

beachtet, daB nach oben Bemerktem Mod ^ 2 Mod ist. Nacb- 

dem so die ftlr w = 1, 2, 3, • • • geltenden Relationen: 


144 


riinfter Abscliiiitt. 




Mod [Mf’'+')-Mf”>]^j£Mod 


gewonnen sind, erhalt man, indem man in derselben Weise weiter sclilieBt, wie es in 
Art. 8 an der entsprechenden Stelle gesclielien ist, und zur Abktlrznng Mod mW]= Q 
setzt, die fiir « = 1,2,3,--- geltenden Eelationen: 


mod ^ a, mod ^ 2x^-^G, 

von denen die erste ftlr jeden Punkt von F^, die zweite fiir jeden Punlrt von \ besteht. 
Diese letzten Eelationen zeigen nun, dafi die Fimktionen wie behanptet 

wurde, mit unbegrenzt wachseudem n gegen bestimmte Qrenzfunktionen: 

u = lim + • • • + + ••••, 

«•••£» 

n = lim = 2 p'^ + — + • • • + — ]“!"***' 

7i- • -OO 


konvergieren, und ahnlicbe Betracbtungen , wie die in Art. 8 angestellten, lassen dami 
erkennen, da6 die fiir jeden nicht mit einem der Piinkte <^i, S’, zusammen- 

fallenden Punkt von existierende Punktion u eine zu gehdrige Fundamentalfunktion, 
die fiir jeden Punkt der Kreisflacbe existierende Funktion u eine zu \ geborige 
Fundamentalfunktion ist, und daB das Verhalten der Funktion u langs der Begrenzung s 
von jFg, sovne das Verhalten der Funktion u langs der Peripherie r von \ charakterisiert 
ist durch die Grleichungen: 

27t 



0 


Das so gewonnene Funlctionenpaar u, u ist von der zu seiner Bildung benutzten 
Konstanten c abhangig, insofern als die Funktion « im Punkte den Wert c besitzt. 
LaBt man daher in den vorstehenden Betracbtungen an Stelle der Konstanten c eine 
andere Konstante c' treten, so erhalt man ein neues, durch v, v zu bezeichnendes, 
Funktionenpaar, das mit u, u in den allgemeinen Eigenschaften iibereinstimmt, dessen 
Verhalten langs der Linien s und r jedoch chai'akterisiert ist durch die Gleichungen: 





0 


sodaB also v iin Punkte den Wert c' besitzt. Bildet man jetzt aus den Funktionen 
u, V und u, V durch Subtraktion das Funktionenpaar: 

W = U — V, W = U — V, 

so kommen demselben die folgenden Eigenschaften zu. Die zur Flache gehdrige 
Funktion w ist, nachdem man ihr noch fftr die Punkte •••, S„ in welchen sie 
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ja Werte zunachst uiclit besitzt, die ilir ftlr diese Punkte ziikomuieiiden Grenzwei'te 
als Werte zugelegt hat, eine Punktion von der im Hilfssatze I, bei der Annahme /.- = 1, 
charakterisierten Art, die zur Kreisfliiche gehorige Funktion ir dagegen ist eine 
Fmiktion von der im Satze I charakterisierten Art, die iin Punkte den Weid r - r 
besitzt, und es ist zudeiii das Verhalten von w, iv langs der Linien .v und r charakterisiert 
dnrch die Gleichnngen; 

= nv = «v+6'", 

wobei die Konstante 0", als Differenz der Konstanten: 




bestiinmt ist diirch die Gleichung: 


6'"= G- 6'' = 



+ 1 



c — (1 , 


Die Konstante O" besitzt einen von Null verschiedenen W'ert, wenn auch nur eine 
der bei der Problemstellung in Art. 4 gewahlten 2jj Konstanten A,., JJ,., ■■■,?, von 1 

verschieden ist. Der Beweis ftir diese Behauptung soli zunachst erbracht werden. 

Man nehme an, dafi C" den Wert Null habe. Unter dieser Annahme besitzen 
die Funktionen iv, id ftlr jeden Punkt der Linien r, s und daher, nach clem in Art. 1 
des vierten Abschnittes Bewiesenen, auch fiir jeden Punkt des den Flachen und 
gemeinsamen , von den Linien r, s begrenzten Gebietes denselben Wert. Definiert 
man nun fttr die unbegrenzte, die sanitlichen Punkte der Flachen F^, k^ enthaltende 
Flache T eine Funktion w in der Weise, claB man ftir jeden Punkt von F^ ic = w, fur 
jeden Punkt von k^^ w = iv setzt, so ist die so bestimmte Funktion iv eine einwertige 
Funktion des Punktes oc-, y von T, deren Verhalten sich folgendermafien charakterisieren 
laBt. Wahlt man in der Flhche T irgend einen von den Punkten c/j, • • •, c/, ver- 
schiedenen und auch nicht zu einem der Schnitte a, h gehdrigen Punkt d, gienzt zu 
diesem Punkt ^ als Mittelpunkt eine Kreisflache it ab, deren Radius q jedenfalls so 
klein gewahlt sei, dafi keinen der Punkte und auch keinen zu einem der 

Schnitte a, h gehorigen Punkt enthalt, und bezeichnet den die Kreisflache x zui Flache 1 
erganzenden Teil der Flache T mit so verhalt sich w, als. Funktion des in seiner 
Bewegung auf die Flache T, beschrankten Punktes a?, y betrachtet, wie eine Funktion 
von der im Hilfssatze I charakterisierten Art. Infolgedessen ist der Wert mod w^,, 
den mod^c ftir irgend einen im Innern von i\ gewahlten, weder mit einem der Punkte 
zusammenfallenden , noch auch zu einem der Schnitte a, h gehOrigen 
Punkt besitzt, nicht groBer als das Maximum der Werte, welche mod iv for die 

19 

P-Il,L 
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Punkte der Peripherie von >£ besitzt, wie klein auch der Radius ^ von x geuommen 
sein mag, nnd daher auch, da diese Werte init unbegrenzt abnehmendeni q gegen den 
Wert mod lo^, den mod w im Punkte cP besitzt, konvergieren, nicht groBer als mod iv^. 
Es besteht also die Beziehung mod ^ mod aber auch, da e^' in der vorstehenden 
Betrachtung miteinander vertauscht werden konnen, die Beziehung mod mod w^,, 
nnd es kaiin da, her mod w^. nicht von mod verschieden sein. Aus der so filr jeden im 
Innern von gelegenen Punlvt der betrachteten Art als richtig erkannten Gleichung 
mod = mod folgt nun, da w, als Punktion des Punktes x,y von T.^ betrachtet, 

eine Punktion von der im Hilfssatze I charakterisierten Art ist, zunachst, daB nicht nur 

mod w sondern auch (vergl. S. 106) 'iv selbst fur alle Punkte der Flache T.^ denselben Wert 
besitzt, und schlieBlich, indeni man den Radius^ von z gegen Null konvergieren lilBt uud 
die Stetigkeit der zur unbegrenzten Flache T gehorigen Punktion w im Punkte cP beachtet, 
daB die Punktion lu auch filr alle Punkte von T denselben Wert besitzt, und zwar 
den Wert c — c, da filr jeden Punkt von \ w durch die Gleichuug •«; = m; definiert ist, 
und IV im Mittelpuukte von \ den Wert v, — c hat. Das so unter der Annahme 

C'"=() gewonnene Resultat steht aber, da c — c von Null verschieden ist, mit den kings 

der Schnitte a, 1) geltenden Gleichungen = A,,w~ , == 2},.nr, r=i, 2 ,- ;p, im Widersjpruch, 

wenn auch nur eine der 2_^ Konstauten A, B von 1 verschieden ist, und es kann daher 
in diesem Palle, wie behauptet wurde, C" nicht den Wert Null haben. 

Es soil jetzt zunachst filr den Pall, daB die Konstauten A,., JS',,, r=i, 2 , ■ nicht 

samtlich den Wert 1 besitzen, und dementsprechend (f von Null verschieden ist, die 
durch den vorstehenden Beweis unterbrochene Betrachtung zu Ende geftlhrt werden. 
Man bilde zur Plache aus den Punktionen «, w eine Punktion B, zur Kreisflkche \ 
aus den Punktionen u, to eine Punktion If, indem man 

-j-j — (J jj =; C 

U = It — — — 

setzt. Die Punktion TJ ist dann eine zu die Punktion U eine zu \ gehorige Punda- 
mentalfunktion; auch erkennt man ohne Mtlhe, dafi das Verhalten der Punktion Tl 
langs der Begrenzung s von A„, sowie das Verhalten der Punktion U kings der Peripherie 
r von \ charakterisiert ist durch die Gleichungen: 

U = W B ^fj 

und daB infolgede^sen , nach dem in Art. 1 des vierten Abschnittes Bewiesenen, 
die Punktionen U, TJ fur jeden Punkt des den Plachen und \ gemeinsamen , von 
den Linien r, s begrenzten Gebietes denselben Wert besitzen. Definiert man nun 
schlieBlkh fftr die unbegrenzte, die skmtlichen Punkte der Plachen A),, \ enthaltende 
Flache T eine Punktion U in der Weise, daB man filr jeden Punkt von A'^ IT =U, ftlr 
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jed6n Pnnkt von TI t/ sstzt, so ist die so bestiiiiintt* Funktioii I' eine in drr 

Flache 1 uud damit aucli eine in der aus T dtirch Eiufuhrnui; der p Sclinittc r eiit- 
stehenden Flache — die, weuu man die beideii Seiten der Scluiitte />,, r., . = als 

Begreuzungslinien ansieht, mit der in Art. 1 detinierten Flilclie T identisch ist — ein- 
wertige Fimktiou des Punktes x, y, welche den silmtlichen in Art. 4 grstellten Betlingungeii 
geuixgt. Die Funktioii f^ist alier aucli die einzige diesen Bedingnngen genugende Fuiiktion. 
Esistierte nanilich eine zweite derartige, init U' zu liezeichnende, Funkti<.>n, so wirnle, 
wie durch die l.)ei der Untersuchnng der Funktioii ir aiigewandte SchliiBweise gezeigt 
werdeii kaiin, die aus L" und U' diircli Siibtraktion gebildete Funktioii 1F= T- T', 
naclideni man ihr nocli fftr die Puiikte c'T’i, c/l, • • •. die ihr fur diese Punkte zu- 
komnienden Grenz'werte als Werte zugelegt hat, fiir alle Punkte von T den.selben AVert 
besitzen. Dieser Wert konnte aber, da liings der Schnitte «, // die Gleichiingeii 
tv'*' = A,/w~ ^ bestelieii, iind die 2p Ivon.stanten A, B nicht srantlicli 

den Wert 1 besitzen, nur mit der Null ziisammenfalleii, iui Widerspruch mit der An- 
iiahnie, da6 U' von II verschiedeii ist. Die in Art. 4 gestelite Aufgabe hat deninacli 
in dein hier betrachteten Falle, wo die 2jj Koiistanten A,., B,., . = ■ ,p. nicht saintlich 
den Wert 1 besitzen, nur eine einzige Losuiig. 

Der noch iibrige spezielle Fall, wo die 2]) Koiistanten A,., A’,, ,p, srimtlich. 

den Wert 1 besitzen und infolgedessen das ini allgeiiieinen Falle eingeschlagene A'erfahreii 
versagt, laht sich folgeiideriiiafien erledigen. Man gehe aiif die friiher gewomienen 
Funktionen u, u ziiriicli, beachte, daB das Verhalten der Funktion « liings der Kreis- 

linie s voni Eadiiis R = ^X, sowie das Verhalten der Funktion Ti langs der Kreislinie r 
vom Radius B, = y sich miter Beniitzung der eingefuhrten Koiistanten C charaktertsiereii 
laBt durch die Gleichiingen; 

"t 


auch daB u iin Punkte den Wert c besitzt, und definiere alsdann mit Hilfe dieser 
Funktionen zur Flilche eine Funktion U, zur KreisflAche \ eine Funktion U, indeni 
man, unter q, den Abstand des Punktes x, y der Kreisfiache von dem Mittel- 

punkte verstehend, 


In 


Z7= 


U-u-C 


B 


In^ 

B 


setzt. Die Funktion U ist dann eine zu gehorige Fundanientalfunktion, die 
Funktion W dagegen ist in dem Falle, wo C von Null verschieden ist, eine zu \ 
gehOrige Funktion von der iin Satze II definierten Art, in dem Falle, wo G der Kull 
gleich ist, eine zu A gehorige Fundamentalfunktion, welche zudem im Punkte den 

19 * 
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Wert (■ hat; auch erkemit man ohne Miihe, dafi das Verlialtei^ der Fanktion TJ langs 
der Begrenzung s von sowie das Verhalten der Funktion U langs der Peripherie r 
von charakterisiert ist durch die CTleichungen: 

U,= Tt,, 

und daB infolgedessen , nach dem in Art. 1 des vierten Abschnittes Bewiesenen, die 
Funktionen U, U fiir jeden Punkt des den Flachen und gemeinsanien, von den 
Linien r nnd s begrenzten Gebietes denselben Wert besitzen. Definiert man nun 
schlieBlich fur die unbegrenzte, die samtlichen Punkte der Flachen F^, k,^ enthaltende 
Flache T eine Funktion U in der Weise, daB man fitr jeden Punkt von U=U, fur 
jeden Punkt von k,, U= U setzt, so ist die so bestimmte Funktion TJ eine einwertige 
Funktion des Punktes x, y von T, deren Verhalten sich folgendermaBen charakterisieren 
laBt. Grenzt man zu dem Punkte als Mittelpunkt eine Kreisiiache x, deren Radius q 
kleiner als der Radius li von s ist, ab und bezeichnet den die Kreisflache x zur 
Flache T erganzenden Teil der Flache T mit 1\ , so verhalt sich U, als Funktion des in seiner 
Bewegung auf die Flache beschrankten Punktes x, y betrachtet, wie eine zu Ty gehorige 
Fundamentalfunktion, und es konvergieren zugleich die zu der Begrenzung von Ty oder, 
was dasselbe, zur Peripheide von x gehorigen Werte von 

In A 

U+C-^ 

Inl 

R 

mit unbegrenzt abnehmendem q gegen c. Die genaunten Eigenschaften bestimmen die 
Funktion U aber auch vollstandig. Existierte nainlich eine zweite, mit TJ zu be- 
zeichuende, Funktion von den gleichen Eigenschaften, so wiirde, wie durch die bei der 
Untersuchung der Funktion w angewandte SchluBweise gezeigt werden kann, die aus 
TJ und TJ durch Subtraktion gebildete Funktion W=TJ~TJ, nachdem man ihr noch 
fftr die Punkte <^^7 <^ 2 . • • di^se Punkte zukommenden Grenzwerte als 

Werte zugelegt hat, ftlr alle Punkte von T denselben Wert besitzen, der zudem, da W 
im Punkte den Wert ISlull hat, der Null gleich sein miiBte, im Widerspruch mit 
der Annahme, daB TJ' von TJ verschieden ist. 

Hat die GrdBe C den Wert Null, so ist die soeben fur die Flache T erhaltene 
Funktion TJ, wenn man sie auf die aus T durch Einfahrung der p Schnitte c entstehende, 
von den beiden Seiten der Schnitte a,„ h„, c„, i -.i), begrenzte Flache T' bezieht, eine 
Funktion, welche den in Art. 4 gestellten Bedingungen genttgt und zudem im Punkte 
den Wert c besitzt, und sie ist zugleich, nach dem eben Bewiesenen, die einzige der- 
artige Funktion. DaB aber die GrdBe G wirklich den Wert Null haben kann, zeigt die 
folgende Betrachtung. 
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Man verstehe unter U eine zur Fliiche T gehorige Funktion. welclie init der 
erhaltenen Funktion U in den allgemeinen Eigenscliaften ubereinstinnnt. lasse es aber 
dahingestellt sein, welche Werte die das Yerhalten von U iin Pnukte m bestiniinendeii 
Konstanten G, c besitzen. Nun fiihre man in die Flilclie T p von einem und deni- 
selben Punkte iP auslaufende, keinen der Punkte m, entlialtende und 

in den Punkten beziehungsweise munclende Schnitte r,'. ({.■■■. r\ ein, 

bezeicline die von den beiden Seiten der Schnitte c\, .=- 1 . 2 .-..,,. begrenzte, einfach 

zusammenhangende Flache niit T* und dehne das mit der Funktion U gebildete Integral 

J" i~ ^ ^ positive!’ Richtung’ iiber die Begrenzuug von T* aus. Das so er- 

streckte Integral hat, da iin vorliegenden Falle langs eines jeden der Schnitte a h c 

Seiten ernes jeden dieser Schnitte bei der 
Integration in entgegengesetzter Richtung durchlaufen werden, den Wert Null. Anderer- 
seits kann man den Wert des vorgelegten Integrals aber auch dadurcli erhalten, da6 
man dasselbe urn jeden der Punkte ■■■, von T*, fur welche die Funktion U 

unstetig wircl, in positive!’ Richtung erstreckt, diese s -f 1 Punktintegrale auswertet 
und die Summe der so gewonnenen Werte bildet. Durch Vergleichung der lieideu 
Ergebnisse erhalt man dann die Beziehung: 




Diese Beziehung zeigt nun, dab im vorliegenden, durch A, = 1, jB, = 1, ■ = 1 , 2 , ,i>, 
charakterisierten Falle C hnmer dann den Wert Null besitzt, also die in Art. 4 gestellte 
Aufgabe auch immer eine Losung hat, wenn die bei der Problemstellung eingefuhrten 

, fj = ,s 

Konstanten Sj, fig? • • •> 2* durch die Gleichung ^S„ = 0 verknupft sind. Da aber auch 

0 -= 1 

umgekehrt jede im Falle A,. = l, = der gestellten Aufgabe genugende 

Funktion, wenn man sie auf die Flache T bezieht, eine Funktion U von der eben be- 

o = s 

trachteten Art ist, fur welche G und daher auch Wert Null hat, so erkennt 

a-1 

man, daB in dem vorliegenden Falle durch die in Art. 4 gestellte Aufgabe dann aber 
auch nur dann nichts Unmogliches verlangt wird, wenn man fiir diesen Fall zu den 

in der Aufgabe gestellten Bedingungen noch die Bedingung y2„ = 0 hinzunimmt, und 

<7 = 1 

daB dann die vorher erhaltene Funktion U diejenige den gestellten Bedingungen ge- 
nugende Funktion U ist, welche im Punkte den vorgegebenen Wert c besitzt. 
Auch erkennt man weiter, daB die aus U durch Addition der beliebigen Konstanten c 
entstehende Funktion U + d diejenige den gestellten Bedingungen genugende Funktion 
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ist, welche ini Pnnkte den 'VYert r -f r liesitzt, und daher schliefilich, dafi eine 
Funktiou U durcli die geuanuten Bedinguiigeu erst dann vollstandig bestimmt ist, 
weim man fur sie noch den Wert vorgibt. welclien sie fur einen von den Punkten 
cPi, c/l, •••, verschiedenen, im iibrigen alier willkurlich wablbai-en Punkt der Placbe T 
besitzen soli. 

Das Resultat der in diesem Aliscbuitte durcligefiibrteu Untersncbungen laBt sicb 
nun zusamnieufasseu in den folgenden 

Satz. „I)k iibcr der Z-Ubciw ausgehreitete, (2ji + l)-/(<c7? zusammeuhdnfjende, n-bUdtrige 
FldcJic 1 sei in der in Art. 1 an</e(jehencn Weise durch Hinfi'dirung der SchniUe a,., h,., c,., r=i,i', 
in die einfacli susaminefdidncjende, von den beiden Seiten der Schnitte a, h, c hegrenzte 
FUiclie T' vericcmdelt , und es seieii zvgleicli in dieser letzteren die s in Art. 3 definierten 
Fiinkte c/’j, cA, • • •, <:7^ niarhiert. Ordnet man alsdann allgemein dem Sclmittpaare a,, b,. (.■=i, 2 . . ,p) 
irgcnd vicr nur den Bedingnngen: 


mod A,. = 1, mod R,. = 1 ; (1 — = (1 -- A,.) 93,. 

unterworfene Konstanten A,, R,., 21,., 58,., den Punkten aP„, n=i, 2 , dagegen Konstanfen 
S„i, •••, a = r, 2 , . ,s, die in dem sggeziellen Fade, ico die 2^ Konstanten A, B sdmtUcli 

0 = s 

den Wert 1 besitzen, der Bedingung ^^S„ = 0 genilgen sollen, in jedem anderen Falle aher 

a— I 

beliebig geivakU iverden dvrfen, iind die daber teihceise oder auch able den Wert Null liaben 
kbnnen, zu, so existiert zu der Fldclie T' inmer eine Funktion U = U' + U''i des Punktes x, y, 
■welche die folgenden EigenscJmften besitzt: 

I. Die Funktion TJ ist fiir jeden nicht mit einem der Punkte ,^ 2 , • • •, c7^ msanimen- 
fallenden Punkt ic, y der Fldche T', einerlei also, ob derselbe im Innern oder auf der Be- 
grenzung von T liegt, einwertig und sfetig. Filr den Punkt eka dagegen wind sie in 

derselben Weise unstetig, ivie die in Art. 3 definierte Funktion (p„(r„, t„), soda/3 also fur 
a =1,2, •••, q die Bifferenz: 


U- (S„ In r° + cos ^ r’/ cos ^ + • • • + £„ 


cos 


Vg J 


mit unbegrenzt tvachsendem r„, fiir a = q pi, q + 2, ■ ■ ■, s die Bi/ferenz: 


U- 


(Sff In 


4-Xl 

1 


COS — + ^ cos 

Va -X. 




+ •*•+■ 




•COS' 




mit imhegrenzt ahnehmendem gleichma/3ig fiir alle TFerte von gegen eine von tmah- 
lidngige Gro/Se Jconvergiert. Zudem sind Hire allgemein mit U~‘ zu bezeichnenden Werte in 
je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten in der Weise verhnilpft, da/3 


Integration der Gleieliung A*( = 0 fiir eine Riemaim-selie Flache T. 
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(S.) 


langs a,.[m= 

langs &„{?!+= 5,.?/-- $8,, 

lilugs c,{fI+= 


■ist, wohn die Konstanten 9t,„ 33,., . = 1 . 2 ,. .,,^ ^/er Voraussef-umi iiniui/i mit ihn -Ip Konstanten 
A, B dutch die, fur das Zusumtnenhestehen der Gleichuiigen (S.) noticvHditjcn . p Itdutionen: 


(S'-) 

verhunden situl. 


IT. Die Berwierten 


du 


du d-u d-u 

j 


dx ’ dy ’ ox- ’ gp’- Grenzeti der enisprecliendcH Bifferenzen- 
ipiotienteu deptilett, existiereri und situl sfetig tiicJd- tiur filr jeden rott den Ptitilcfoi 
cP^, aP., • • cP, verschiedenen inne.ren Pmdd x, y der Fluclie T, sondern aucli melt fiir Jeden 
Beyrensunysputih'f, sohald tncin die Futddtoti U iiher ein dieseti Betirenzuttijspiitdd ini Innern 


enfludtendes Stuck der Beyretizutuj von T himiber den Gleichunyen (S.j entsprechend stetiq 
fortsetzt, mid es situl alsdann, ausscldiefUch auf Grutid Hirer Befuiitkni , die JVerfe der 
yenannten Berwierten in je zivei entspreeheriden Beyrenzutujspunkten <!/’+, P'- in der B'eise 


verkmpft, dafS 


land's d ( ^. 1 . = 

A 

dx ’ 

d_Uf_ 4 dU- 

d-U^ 

4 

c^U-^ 

_ A m- 

xctugo 

dy 

■’ dy ’ 

dx- 

” Bx- ’ 

dy- 

" ^ cy' ■ 

1- 7 

langs = 


dv* _ „ du- 
dy “ dy ’ 

EEl — 

dx" ~ 

n e-U~ 
dx-‘ ’ 

tl 

cy- ’ 

langs c„{^ = 

du~ 

dU+ _ 

du- 

d-u^ 

d-u- 



dx ’ 

dy 

dy ’ 

dx^ ~ 

dx-^ ’ 

dy- 

cy- ’ 


111. Die Berivierten erfiillen fiir Jeden Pmikt x, y der Fh'icdie T, fiir den 

ihre Bxistenz soeben festgestellt wurde, also fur jeden nielit mit einem der Punkte JP^, c/’,, 
zusatnmenfallenden Punkf die GleicJmng, A [1= = 0. 

In deni Falle, wo die 2p Konstanten A, B nicht samtlich den Wert 1 liahen, gilt 
es nur eine einzige F'unhtion U, ivelcJie die eben genannten Eigenschafteii besitzt; in dem 
spesiellen Falle dagegen, wo die 2p Konstanten A, B samtlich den Wert 1 habeti, ist die 
aus der Funktion U durch Addition einer willkurlichen Konstanten hervorgehende Funktian 
die allgemeinste Funktion, welche die genannten Eigenschaften besitzt.“ 

Der vorstehende Satz ist ■anter der Voraussetzung abgeleitet worden, dafi die 
Schnitte a, h, c sicli aus einer endlichen AnzaM von Stfleken gerader Linien zusammen- 
setzen. Diese Bedingung, welche ausschlieBlich zur Vereinfachung der Untersuchungen 
des Art. 10 gestellt worden ist, soli jetzt noch abgestreift werden, oder, was dasselbe, 
es soli gezeigt werden, daU aiich dann, wenn die Schnitte a, b, e, durch welche die 
ursprQngliche Flache 1' in eine einfach zusammenhangende FUlche T' verwandelt wird, 
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aus einer endliclien Anzalil voii Stuckeu algebraischev Kurven zusammengesetzt sind, 
der vorstehende Satz gilt, also zu der Flache T' eine Funktioii U mit den in dem 
Satze genannten Eigenschaften existiert. 

Zu deni Ende ordne man den aus Stiicken algebraischer Kurven bestehenden 
Schnitten u,.,h,,c,, . = 1 . 2 , beziebungsweise 3j[; aus Stiicken gerader Linien bestehende 
Schnitte a.., /7,,. c,, . =1,2, von der Art zu, daB ein jeder dieser Sclinitte n, h, c sich 
niehr oder weniger eng an die positive Suite des entsprecbenden der Schnitte 0 , h, c 
anscbliefit, aber mit ibm nur die beiden Endpimkte geineinsam liat, und daB zudem 
der zwischen ibm und dem entsprecbenden der Schnitte a, h, c gelegene Teil der 
Flacbe T, von den beiden Endpunkten abgesehen, keinen Punkt eines der iibrigen 
Schnitte und auch keinen der Punkte c/’j, i/l, • • •, iP, enthalt. Aiif Grund des vorstehenden 
Satzes existiert dann zu der durcb Aufhebung der Schnitte a, h, c entstehenclen, von 
den beiden Seiten der Schnitte «, &, c begrenzten, einfach zusanmienhaugenden Flache T' 
eine, mit TJ zu bezeiclmende, Funktioii. welche die in dem Satze genannten Eigen- 
schafteu besitzt. Definiert man jetzt zu der die samtlichen Schnitte a, h, c, 7i, h, a ent- 
haltenden Flache eine Funktion U dadurch, dafi man fiir jeden Punkt des von den 
beiden Linien ay,a~ (■•=i, 2 , ",;o begrenzten Gebietes JJ=A.,.U+%,, filr jeden Punkt des 
von den beiden Linien h^,h7 p) begrenzten Gebietes TJ = B,.U endlich fflr 

jeden noch ubrigen Punkt der Flache ZT-=U setzt, so kommen fur die so definierte 
Funktion U, da sie in je zwei zu einem der Schnitte Ti, h, c gehorigen entsprecbenden 
Punkten cP*, cP^ denselben Wert besitzt, die Schnitte Tt,h,c nicht mebr in Betracht, 
und sie ist daher schon in der durch Aufliebung der Schnitte a,lj,c entstehenden 
Flache T' einwertig. Als Funktion des Punktes x, y von T' betrachtet, besitzt die 
Funktion TJ aber, wie unmittelbar erhellt, die samtlichen in dem vorstehenden Satze 
genannten Eigenschaften. Damit ist der v'erlangte Nachweis erbracht. 


Seclister Abschnitt. 

Aiifstelliiiig und Beweis des Pundamentalsatzes der Theorie. 


1 . 

Die ftber der Z-Ebene ausgebreitete, ('2j|v + iVfach zusummeiihangende Fladie 7’ 
sei in der schon in Art. 1 des ttlnften Absclinittes augegebenen Weise durch Einftllirung 
der Schnitte a,., b,, c,., i = i)i die einfach zusammenhangende Flache T' ver- 

wandelt. In dieser, von den beiden Seiten der Schnitte a, h, c begrenzten. Flache 
inarkiere man die schon im funften Abschnitt zu Anfang des Art. 3 deflnierten Punkte 
unter denen sich alle Windungspunkte imd alle Punkte behnden, und 
ziehe alsdann von dem der negativen Seite von und der positiveu Seite von Cp gemeinsam 
angehorigen Punkte aus in lieliebiger Reihenfolge durch das Inuere der Flache T' s 
— ebenso wie die Schnitte a, b, c ausschlieBlich aus einer endliclieu Anzahl von Stricken 
algebraischer Kurven sich zusammensetzende — weder einander noch auch sich selbst 
schneidende oder berilhrende Schnitte I, angemein nach (-> = 1,2. ■■.,.■<) den Schnitt 

Man nehme, unter Xi, x,, ■ ■ x, eine Permutation der Zahlen 1, 2, • • s verstehend, an, 
da6 die Schnitte c, I bei einem negativen Umlauf um ihren gemeinsamen Ausgangs- 
pnnkt in der Keihenfolge Cj, &,•••, c^, uberschritten werden, wahle beim 

Schnitte l„ (< 1 = 1 , 2 ,. ,»> die Bezeichnung der beiden Seiten so, dafi bei dem genannten Umlauf 
um c/’g der Schnitt l„ von der negativen zur positiven Seite bin iiber-schritten wird, und 
bezeichne endlich die dem Punkte eP^ jetzt entsprechenden ^ + s Punkte in der in Figur IT 
angedeuteten Weise durch t, • • •, b, t, • • •, t,. Die durch EinfQhrung der s Schnitte I 
aus T' hervorgehende, von den beiden Seiten der Schnitte a, h, c, I begi'enzte, einfach 
zusammenhangende Flache soil mit T” bezeichnet werden. 

Zu dem Punkte grenze man nun in der Flache 7'" durch eine 7',,-faehe Kreis- 
linie fhr a==l, 2, •••, g eine ?/„-blattrige Kreiserganzungstlache K', fur a=-q+l,q+2,---yS 
eine den Punkt als Mittelpunkt enthaltende, y„-blattrige Kreisflache K„ ab. Dabei 
sollen die Eadien Bi, ■ ■ ■, B, der Kreislinien k.,, ■ ■ • , \ so gewahlt sein, daB nicht 

nur die Flachen K\ K vollstandig getrennt liegen, sondem auch allgemein die Elreis- 
p-B, r, 20 
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linie mit dean Sclinitte Z,; niir einen Piinkt geiiieinsain hat und iin iibrigen vollstandig 
innerhalb T" verlaaft. Die Lage eines in der Flache iC oder in der Flache K„ gelegenen 
Punktes z denke man sich durch die schon in Art. 3 des dritten Absclinittes eingefiihrten, 
filr a = l, 2, •••, g' mit z dnrch die Gleichung z = x + yi = o>(„>- 2 .v«, fur 

o = q + l, q + 2, - - ^s mit z durch die Gleichung z = x + yi = a„ + »<r„<s<r, o<ta< 2 v„^, 

verkntipftea Polarkoordinaten r„, t„ bestimmt. Setzt man dann, miter z einen Punkt 
der dem Index a entsprechenden Flilche K' oder K„ verstehend, 


und unterwirft zugleich die auftretenden Potenzen von r„ der Bedingung positiv zu 
sein, so ist z„ eine in der betreffenden Flache einwertige und stetige Funktion der 
komplexen Veranderlichen z, die in je zwei zu dem in die Flache fallenden Sttick von l„ 
gehorigen entsprechenden Punkten cP*, denselben Wert besitzt und die zudem ftir den 
Punkt cP„, nach der von Riemann*) gegebenen Definition, nnendlich klein von der ersten 


fiir cr = 1, 2, 






fftr 


^g + l, q + 2,---,s L, 




*) Riemann, Tbeorie der Aberscben Panctionen. I, Art. 2, (Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 88 — 144; S. 103.) 
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OrdnuDg (0^) wircl, und es stellt dementsj)rechend — wenn man uiiter z irgend einen aiif 
der negativen Seite von gelegenen Punkt der betreffenden Flache, unter den diesem 


Punkte zukommenden Wert von nnter In^ irgend einen der unbegreiizt vielen, dem 
Wert entsprechenden Werte von In — versteM und im Anschlusse daraii In — fur den 

Zrj 

Punkt z der Flache durch die Gleichung lu;^ = In~— f unter Toranssetzunu eines 

Zrc * / ZfX 


den Sclmitt l„ nicht liberschreitenden und auch nicht durch den Punkt cP„ gehenden 
Integration.sweges definiert — der mit irgend welchen komplesen Konstanten S gebildete 
Ausdruck: 




< 0 = 1 , 2 , 


eine in der dem Index a entsprechenden Flache oder K„ mit Ausnahme des Punktes cP„ 
einwertige und stetige Punktion der komplexen Veranderlichen z dar, deren Werte /*+, f~ 
in je zwei zu dem in die Flache fallenclen Stack von l„ gehorigen entsprechenden 
Punkten durch die Gleichung /’/ = f~ + verkmlpft sind. 


2 . 


Man nehme an, da6 zur Flache T" eine komplexe Funktion F=-F(x,y) des 
Punktes x, y existiere, die fur jeden von den Punkten c^i, 0 ^ 2 , • • •, verschiedenen Punkt 
der Flache einwertig und stetig ist, fur den Punkt < 0 = 1 , 2 , ■■ ,*) in derselben Weise unstetig 
wircl wie eine Funktion von der oben definierten Art, in dem Sinne, daS fur 

-Af 

cr = l,2, •••, g die Differenz F{r„ ^ , mit unbegrenzt 

wachsendem r„, fflr u = g' + 1, g' + 2, • • •, s die Differenz F{a'g + cos + r„ sin — faipa)^ 


mit unbegrenzt abnehmendem gleichmaBig fiir alle Werte von t„ gegen 

eine von t„ unabhangige Grofie konvergiert, und deren, allgemein mit F^, F zu be- 

zeichnende, Werte in je zwei durch einen und denselben der Schnitte a, b, c, I getrennten 

Begrenzungspunkten cP'^, durch eine und dieselbe Gleichung in der Weise verknhpft 

sind, da6 , „ 

langs a^[F'^ = A^F + 

langs K [F^ = B,F- + 93,, r=i. 2 ,..,p, 

langs c, (jP"'' = jP~ + ^v) 

langs I, {F+ = F- + 2ni&„, 0 = 1 . 2 ...,^ 


ist, wobei J.,, J5„ 


■.?) Konstanten bedeuten, und die GrdBe (0=1, 2, •••,.), 

20* 
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clem el)en chai-akterisierteii Verhalten von F fur den Pimkt cP,, entspreclieud, mit der 
ill f„{s„) vorkommeaclen Konstauten iclentisch ist. Die Konstanten A,, B, 
sollen den Bedingungen .-1, + U, i?, + <> imterworfen sein, da weder im Falle J,. = 0 
uoch im Falle von einer Verkniipfaug der Werte langs des betrelTendeu 

Scknittes, oder die Eede sein kdnnte. 

Fine Funktion F der beschriebenen Art kanii nur dann existieren, wenn die 
5 + s in den Gleichnngeu (S.) auftretenden Konstanten gewisse Bedingungen erfiillen. 
Uin dieses einzuseben, beachte man, dafi die Gleicbungen (S.) einerseits ftir die Werte, 
welcbe die Funktion F in den Punkten p, q, r, t besitzt, die Beziebungen: 


1.) -4,.Fp_.+ 91,., 

3.) = B,B\,+ 93., 


2.) J„F',, + 91.., 

4.) F,^-^B,B\ + ^,., 

^\ + S.., 


- 1 

- ^1 -> 


•iP 


andererseits fur die Werte, welcbe die Funktion F in den Punkten t, I besitzt, die 
Beziebungen : 


6. ) F,^==F, + il„ 

7. ) F,^^F,+2ni2.^,...,F,^^^ 


= F,+(i,., ■ 

V 

= Fi + 27ii2x , ■ 

a 


■ Fi “= Fi + 27ii% 

1 s « 


liefern. Kombiniert man alsdann das eine Mai die aus den Gleicbungen 1.), 2.), 3.), 4.) 
durcb Elimination der GroBen P, , F^^^ entstebenden Gleicbungen: 




3,.= i- 


mit der Gleicbung 5.}, das andere Mai die durcb Addition der Gleicbungen 6.) und durcb 
Addition der Gleicbungen 7.) beziebungsweise entstebenden Gleicbungen: 



■Pi+AV, 

»=! 



mit einander, so erkennt man, dafi eine Funktion F der beschriebenen Art nur dann 
existieren kann, wenn die 5 ji + s Konstanten A, B, 91, 93, S den p + 1 Gleicbungen: 


(S'.) 


(l-5„)9t.-(l-M.)93.= (S;., 

2^,.+ 2ni2k=0 

V=1 (T-l 


genbgen. Da aber aucb umgekebrt zu irgend 5j) + s den p + 1 Gleicbungen (S'.) und 
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den Bedingungen -li + O, -B ,,+ (), r=i,-j, ^ geniigenden Konstanten J, B, 3t. C£, 2, wie 

einfache Betrachtungen zeigen, immer unl)egrenzt viele Funktioneii F der l.eL-hrielienen 
Art sich bilden lassen, so stellen die p + 1 Gleicbungen fS'. j nicht nur die notweudigeii, 
sondern auch die hinreicbenden Bedingungen dafur dar, dafi zu deii 5 p ~ s Konstanten 
-ii) B, St, 33, (S', 2 Funktionen A der beschriebeneii Art existieren. 

Eine Funktion F der bescliriebenen Art kaun, da sie der Voraussetzung geniaB, 

als Funktion des Punktes .?■, y von T" betracMet, nicht nur fflr jeden ira Iimeni von 

T" gelegenen Punkt, sondern auch far jeden von den Punkten d/’, , d/!. , • • •, dA, ver- 
schiedenen Punkt der Begrenzung von T” einwei’tig und stetig ist, fiber jedes Stfick 
der Begrenzung bin fiber, das selbst nur einen Teil der negativen oder positiveu Seite 
eines Scbnittes «•,, &,,, c,, oder l„ bildet und fflr den Pall, daB ein Scbnitt l„ in Betracht 

kommt, sicb nicht bis zu dem Punkte erstreckt, in der in Aid. 3 des funften Ab- 

schnittes angegebenen Weise den Gleicbungen (S.) entsprecbend stetig fortgesetzt werclen. 
DaB eine solche Funktion F aber auch fiber jedes Stfick der Begi-enzung von T” hin- 
fiber, welches einen der Punkte j), q, r, §, t, !, t enthalt, jedoch nicht in ihm endet 
und ffir den Fall, daB dieser Punkt einer der Punkte ti, L, • • •, C, fi ist, sich nicht bis zu 
einem der Punkte cPj, oil,, • • •, c^, erstreckt, in der frfiher angegebenen Weise den (dlei- 
chungen (S.) entsprecbend stetig fortgesetzt werden kann, ist aus den in dem eben 
zitierten Artikel clurchgeffihrten Betrachtungen umnittelbar zu entnehmen. 


3. 


Unter Beibehaltung der in den vorhergehenden Artikeln gemachten Festsetzungen 
stelle man sich jetzt die folgende 

Aufg’abe. „Es ist m zeigen, dafS zu der Fldclie T” eine komplexe Funktion 
FF= des Punktes x, y gebildet werden kann, welche den folgenden Bedingungen 

geniigt: 


I. Die Funktion W soli fur jeden nicht mit einem der Punkte 
sammenfallenden Punkt x, y der Fldche T", einerlei also, ob derselbe bn Innern oder auf 
der Begrenzung von T" liegt, einwertig und stetig sein. Far den Punkt cP„ (0=1,2, ■••,») da- 
gegen soil sie in derselben Weise unstetig werden wie eine Funktion f„{zj) von der in Art. 1 
definierfen Art, in dem Sinne, dajS die JDiff'erenz: 


W- 


{ZJnj- 


7“ 1 “i ' ' 

^£7 




1,2, 






fur a ^ q mit unbegren^t wachsendem r^, fur o' = 2 + 9 ^ + 2; • • •, s mit unbegrenzt 

abnehmendem gleiclimd/3ig filr alls Werte von t^ gegen eine von unablidngige Grofie 
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konnruicrf. Zudm solloi Hire, aUffewcin mit Tf+, TF" m hezekhmnden, Werte in je mei 
f>ds2»r(dH‘>idni BegrenziingspiinMen S’~ *«■ der Weise verkmij)ft sein, (lajS 

langs a,. { W'^' = A„ W~ + 21,, , 

lAngs h,.[W^ = B^W~ + ''= 1 . 2 , 

langs c„{Tr+= Tr- + g,„ 

langs Z„{ Tl^'^= W~ + 2ni2„, " = 


isf, ivobei A,., B^., 1 = 1,2, vorgegebene Komtmitm hedeuten, die stmtUcli den Modul 1 le- 
sitzen, nnd die + s Konstanten 2[, 58, K, S, dem im vorliergehendm ArtiM gewminenen 
Remlfate entspreckend, mit den 2p Konstanten A, B durch die p + 1 Eelationen: 


(S'.) 


< V=p (T=S 

r2=l ff = l 


rerbunden sind. Die in den FmiUionen f vorkommenden S^, S„i; • • •, a=i, 2 , ..,,,, sollen, je 

nachdenn die 2p GrojSen A, B nicht samtlich oder samtlich den Wert 1 hesitsen, heliebig 
vorgegebene oder im Balmen der, aus (S'.) fur A,.= 1, j&„= 1, v=i, 2 , ...,p, folgenden, Bedingung 

C-s 

^S„=0' vorgegebetie Konstanten bedeuten. Ferner soil dann fur jede Zahl v aus der 

a=l 

Reihe 1,2, ■•■.p, fiir ivelclie A„=l, B,,=^l und dalier auf Grund der Gleichungen (S'.) 
(£,= 0 ist, eine beliehig vorgegebene, 33^ eine nicU vorgegebene Konstante hezeidmen; da- 
gegen soil fur jede Zahl v aus der Reihe 1, 2, • • ■, p, fiir wehhe A,., B,, nidit beide den 

Wertl besitzen, g, eine mit den anderen © durch die Bedingung 27r*^’s„ = 0 

a~l 

verknupfte, im ubrigen aber heliebig vorgegebene Konstante bedeuten, tvdhrend 21, „ 58,, z-wei 
mit dem vmgegebenen durch die Gleichung (1 — i?,,)2[„ — (1 — .4,,)58,, == SI,, verbundene, aber 
nicht vorgegebene Konstanten bezeichnen sollen. 

II. Die Derivierten -j^, als Grenzen der entsprechenden Bifferenzenquotienten 
defimert, sollen nicht nur fur jeden inneren Punkt x, y der FUche T" existieren und 
stetzg san, sondern auch nock fur jeden von den Punkten <^i, ■■■,§', verschiedenen Be- 

grenzungspunM, sdbald man die Funktion W iiber ein diesen Begrenzungspunkt im Innern 
enthaUendes Stuck der Begrenzung von T hinuber den Gleichungen (S.) entsprechend stetig 

(’'‘^sschliefflich auf Grund Hirer Befinition, die allgemein mit 
Bx ’ By ^ Bx ’ By bezeichnenden Werte der in Rede stehenden Berivierten in je zwei 
entsprechenden Begrenzmgspmkien g>- in der Weise verkniipft sein, daft 
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a,. 


A 

0Tr+ 

A 

air- 

0 

1 dx 

’• dx ’ 

dy 

Aj. 

dy ^ 

laugs 

K 

\dW* _ 

( dx 

’ r) X ^ 

II 

AU. 

IP 

dW- 

Uings 

Cy 

iaTr+ 

1 dx ~ 

d'lr- 
dx ’ 

ail'- 
dV ~ 


dw- 
dy ’ 

langs 

K 

|3TF+ 

1 

dx ’ 

II 

blu- 

ish 


dw' 
dy ' 


III. Die Derivierten ^ soUen fur jechv PmiM a;, y der FUiche T'. fur den 
ih/te Dxisteuz yef^deD wu‘)de, cdso fur ^'jedcu niclit iiiit eiHeui dvr Puidcfe dA. •• •. cd zu- 
sammenfcdlmden PunU von T" die (ileiclmug erfullen.^- 

Uni die Ji/xistenz eiiier deii genannteii Beclingungeii geniigeiideii Fuuktioii lU 
iiaclizuweiseii, soli iitiii zunS-chst in Ai’t. 4 gezeigt werden, daB man unbegrenzt vielc 
Funktionen 14 bilden kann, welclie niit der verlangten Fuuktion Tl”^ ui den allnemeinen 
Eigenschaften tibereinstimmen, und weiter dann in Art. 5, dafi nnter diesen FunkUonen IF 
sich wenigstens eine befindet, welcbe den genannteu Bediugungen gentigt. 


4. 

Das ftir die zu bildende Pnnktion W im Rahinen der Bedinguugen mod ..4, ==!, 
modjB^==l beliebig vorgegebene Konstantenpaar A,, B,. {y=i,i, ■■■,>>) soli mit Kucksicht 
anf die liolle, welcbe diese Konstanten in den Gleichungen (S.) spielen, das dem Index v 
entsprechende Faktorenpaar genaimt werden; je naclidem dann die GroBen U,, J?,. nicht 
beide oder beide den Wert 1 besitzen, moge dieses Faktorenpaar ein eigentliches 
Oder ein uneigentliches heiBen. Man verstelie ferner filr v = 1,2, ■ ■ ■, p nnter 51' , 33,' 
irgend ein der Bedingung (1— il,,)SC — (1— M,)93', = 0 geniigendes Konstantenpaar, nnter 
Sir) S( 7 i> • • •; <'= 1 , 2 ,- •,«, beliebigB Konstanten, wenn nicbt alle p Faktorenpaare A, B 

0 = j 

uneigentliche sind, dagegen irgend welcbe der Bedingung = 0 geniigende Konstanten, 

n = 1 

wenn alle p Faktorenpaare A, B uneigentliche sind. Anf Grund des am Ende des 
fvinften Abschnittes ausgesprochenen Satzes existiert dann zu der Flacbe T" eine 
komplexe Funktion 17= des Punktes x, y, welcbe die folgenden Eigen- 

schaften besitzt: 

I. Die Funktion U ist fiir jeden nicht mit einem der Punkte cf, zu- 

sammenfallenden Punkt x, y der Flacbe T", einerlei also, ob derselbe im Innern oder 
anf der Begrenzung von T" liegt, einwertig and stetig. Fiir den Punkt S'a ("“n 2 , •••,.) 
dagegen wird sie in der Weise lui stetig, daB fiir o -=1,2, • • q die Differenz: 
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/ ' A A — ~ 

r - ( SI In c + cos + S'orl" cos + • • • + cos 


mit unbegreiizt wachsendem r„, far o = 2 '-|-l, g-|-2, s die Differenz 


F-(s;in-V+%cosi + 5jjcos^ + ...^%cos!^" 


mit unbegrenzt almehmendem gleichmafiig ftir alle Werte von t„ g€ 
iinabhangige GrOBe konvergiert. Zudem sind ihre , allgemein mit 
zeiclnenden, Werte in je zwei entspxeclietiden Begrenzungspunkten 
verknupft, daB 

langs «■,,{ = A,U~ -f 

langs b,.[U^^B,.U-+K, 

Ikngs c,, { = Z7“, 
langs l„{ir^= IT-, 


(S.) 


ist, wobei die Konstanten SI', < = i, 2 ,- -,p, nach den fftr sie gemacliten ' 
mit den Konstanten A, B durch die p Relationen: 


(S'.) 




verbiinden sind. 

A O JJ" 02 02 JJ" 

II. Die Derivierten Yx’ 'dy'’ Tip’ Grenzen der entspi 
renzenquotienten definiert, existieren und sind stetig nicht nur fur jede 
a>, y der Flacke T", sondern auch noch ftir jeden von den Punkten 
schiedenen Begrenzungspunkt, sobald man die Funktion JI tlber ein dies 
punkt im Innern enthaltendes Stuck der Begrenzung von T" Mntiber den 
entsprechend stetig fortsetzt, und es sind alsdann, aussckliefilich auf Grand 
die Werte der genannten Derivierten in je zwei entsprechenden Begi 
cP- in derWeise verknftpft, dafi 


langs A,. 


dx 


du- 

du+ _ 

= A 

dU~ 


_ A 

dnr- 

9-P+ 

dx ’ 

dy 

— XJL,, 

dy ’ 

dx'^ ~ 

- Jl-y 

dx- ’ 

dy- 

du~ 

du^ _ 

- Ti 

dU- 

d-U^ ^ 

- Ti 

d^u- 

d-m 

dx ’ 

dy 


dy ' 

' dx- 

— jj ,, 

dx- ' 

' dy- 


A,. 


B,. 


Aufstellung und Beweis des Pundamenfalsatzc-s der Theorie. 

in. Die Derivierten g, g ei-fiillen fur jeden Punkt .r. // 
den ihre Existeuz soeben festgestellt wurde, also fill- jeden nicht mi 
c^i, c^ 2 , • • •, znsammenfallenden Punkt die Gleichuna a r = — - - 

^ CX- • 

DaB dnrch die genaimten Eigenscbaften die Funktion F vc 
bis auf eine additive Konstante bestimmt ist, je uachdem die ij I 
nicht samtlich oder samtlich uneigentliche sind, ist ebenfalls schon in 
Abschnittes gezeigt worden. 

Infolge der genannten Eigenscbaften besitzt das uber eine 
sammenhangenden Plache T" verlaufende, aber dnrch keinen der Pi 

gehende, geschlossene Kurve G erstreckte Integral / + 

fj \ c y cx 

G 

Null. Man erhalt denaentsprechend, unter x-^, einen im Innem vo 
menen Punkt, unter x, y einen beliebigen von den Punkten cPi, c/l, • 
Punkt der Flache T" verstehend, fdr das vom Punkte a;,, w, bis zu: 
eine in T" verlaufende, aber durch keinen der Punkte • • •, 

y 

erstreckte Integral (^—^clx + ^dyj stets denselben Wert, welc 

schriebenen Art man auch als Integrationsweg wahlen mag, unc 

Hinblick hierauf auch, daB dieses Integral fur jeden im Innern von 

d u 

zur Derivierten nach x die GroBe — ^ , zur Derivierten nach y die 
wil’d daher durch die Gleichung: 



a'oj Vo 


bei Pesthaltung der uber den Integrationsweg geinachten Voraussetzui 
eine komplexe Funktion F= des Punktes a’, y geliefert, v 

Eigenscbaften besitzt: 

I. Die Funktion V ist fur jeden nicht mit einem der Punkt 
sammenfallenden Punkt x, y der Flache I" , einerlei also, ob derselbe 
der Begrenzung von I" liegt, einwertig und stetig. Pur den Pun! 
gegen wird sie, wie aus den in Art. 7 und in Art. 5 des dritten Abs' 
Untersuchungen erhellt, in der Weise unstetig, . daB fur (t=1,2, •••. 
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mit ■anl 3 egrenzt wachsendem r„, fur a = die Diflferenz: 




S'. 


2 . 2 
— sin —2 

o 
' a 


Sin 


mit unlegrenzt abnelimendem gleiclunaBig far alle Werte von geg 
unabhangige GroBe konvergiert. Dabei ist fiir a = 1 , 2 , • • • , ^ unter — . 

0 4-2, •••, s unter — der Faktor von i im lateralen Teile der in Art. 
Flache K'„ oder der Flacke angeborigen Punkt z mit den Polarko 

durck die Gleicbnng In -I = In 4- — / — delinierten GroBe In — zu verste 

gemein mit Y^, V~ zu bezeicbuenden, Werte der Funktion F in je zwei 
Begrenzungspunkten 0’~ sind in der Weise verknnpft, daB 


langsa,{F+ = ^,F-+C, 

langs6,{F-=B,F- + i8:, 
langs c,{F"= F'-f®", 

langs la{y'"= F- + 2n:S4 

ist, wobei §1" 33" »=i. 2 , Konstanten bedeuten, die mit den K 

und den s Konstanten 0 = 1 , 2 , durck die den in Art. 

Eelationen (S'.) entspreckenden, Eelationen: 

' (i-j54r;-(i-A)33:=c, 

(S'.) - V=J, 

2’C+2jr^S'„ = 0 

‘>' = 1 0- = l 

verbunden sind. 

11. Die Derivierten , als Grenzen der entspreckenden Differ 

definiert, existieren und sind stetig nicht nur fur jeden inneren Punkt x, i 
sondern auek nock fQr jeden von den Punkten <^ 2 , • • verschiedem 
punkt, sobald man die Funktion F kber ein diesen Begrenzungspunkt 
kaltendes Stuck der Begrenzung von T" hinkber den Gleicknngen (S 


A-afstellung und Beweis des Bundameiitalsatzes tier Theorip 


langs 


iangs 

^ ^ [ do) 

langs c..{^ 
langs 


^ A 

dr~ 

£l!_ i 



dx ^ 


dy 


dV~ 

dy -°- 

cY- 

dx ’ 

'ey 


dv~ 


dr~ 


dx ’ 

cy ~ 

'ey ■ 


dv- 

£ll - 

dv- 


dx ’ 

cy “ 

cy ' 


III Die Derivierten g, sind fCir jeden Punkt u:, y der Fla 
ihre Existenz soeben festgestellt wiirde, also fur jeden nicht mit e 


^ 1 , ^ 2 , zusammenfallenden Punkt, mit den Derivierten W, W- dure 

dV dU 

dx dy ’ 


dv du 1 

= ^ verknupft. 


dy dx 


Definiert man jetzt zurPlacheT" eineFunktion irdurch die Glei' 
so stimmt diese Funktion TT mit der in A.rt. 3 verlangten Funktion IF ii 
Eigenschaften ilberein und besitzt zudem dieselben p Faktorenpaare A, 
sicb aber von ihr dadurcb, daB an Stelle der Konstanten S„, 2„i, • 
die Konstanten •• •, an Stelle der Konstanten ?I,, ©, o 

stanten SI' + beziehungsweise stehen. Diese letzi 

sind mit den 2p Konstanten A^, . = 1 , 2 , und den s Konstanten 

knupft durch die p -{-1 Relationen: 


(S'.) 


1(1 - if.) (SC + SC'i) - (1 - A,) (SB) + SCi) - C'i, 


V ~p 


0=8 


v=l a=l 


tiber die Konstanten SI', S', >'= 1 , 2 ,- -.p, kann, den gemachten 
entsprechend, im Eabmen der Bedingungen (1 — — (1 — J.,,) 33^ = 0, 

werden; uber die Konstanten 2^, • • •, < 1 = 1 , 2 ,- •■,», dagegen kan 

gemachten Voraussetzungen entsprechend, beliebig oder nur im Eahm( 

0=8 

^ = 0 verfiigt werden, je nachdem die p Faktorenpaare A, B nic 

0 = 1 

samtlich uneigentliche sind. Hat man aber ilber die genannten Konsts 
der angegebenen Bedingungen in irgend eiuer Weise verfiigt, so 
Funktion JJ, je nachdem die p Faktorenpaare A, B nicht shmtlich 0 
eigentliche ■ sind , vollstandig oder nur bis auf eine additive Konstant 
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Uiiter Beachtung des soebeu Gesagten bilde man nun zwei spezie 
zu bezeiclmende, Fimktionen Tf', indem man das eine Mai 

51' = U , Sr = b ; 


setzt, eine diesen Festsetzungen entsprecbende Funktion mit 
Funktion T7 mit T'''*'? und die bei dieser an Stelle der Konstanten U,. / , h 
auftretenden Konstanten mit S',"*, bezeiclinet, sodaB dann dur( 
bestimmt ist; das andere Mai dagegen — untei’ a,., /?,, 
ein der Bedingung (1 - 5..)a: - (1 = 0 Oder der Bedingung 
Konstantenpaar verstehend, je nacbdem A,, S, ein eigentliches oder ei: 
Faktorenpaar ist — 


9t: = a',,, s: =//,.; s:=o, 


A : 

>^0l 


2 ' = 0 


setzt, eine diesen Festsetzungen entsprechende Funktion U mit u, die zuge 
Vi mit vi und die bei dieser an Stelle der Konstanten %''i, 
den Konstanten mit a",i, jS'^i, yA bezeiclinet, sodaB dann w durch die Gleic 
fur jeden Punkt x, y von T" bestimmt ist, wenn man nock den Funkti 
Punkte ■ ■ ■ , die ihnen dort zukommenden Grenzwerte als We 

aus den beiden Funktionen TF'®', w durch Addition entstekende Funktion 
dann mit der in Art. 3 verlangten Funktion TF in den allgemeinen Eigen 
und besitzt zudem nicht nur dieselben ji Faktorenpaare A, JB, sonderr 
Konstanten S; an Stelle der Konstanten 35.., (’■=i> 2 , ■ ■ •,;-) dagegen tr 

Konstanten St'*’ + a' + a'i, 33® + /?', -H + y'i beziekungsweise £ 

gemackten Festsetzungen entspreckend, ’ = 1 . 2 . •,y, besti; 

2j 9 Konstanten M,,, >=i,s, und den.s Konstanten S„, ^= 1 , 2 , • durch 


■(1-B„)21®-(1-M„)33® = (S®, 

, V = 1 <7 = 1 

verknttpfte GroBen sind, a', /?' (r=i, 2 ,. -,rt dagegen irgend ein der Bedii 
-(1— AL„)/9'r=0 Oder der Bedingung a'. =0 gentlgendes GrbBenpaar ; 
nachdem A„ ein eigentliches oder ein uneigentliches Faktorenpaar ist 
mit den Konstanten A, B durch die Gleickungen: 


Aiifstelhuig und Beweis des Fimdamentalsatzes der Theoi-i.-, 

verkntipften aroBen a", /3", f von den 2p GroBen // in der Wei^e : 
ihre Werte vollstandig bestimmt sind, sobald man die Werte der GrOBen c 
bat. Im folgenden Artikel soli nun gezeigt werden, dafi man die ip Gr 
Eahmen der genannten Bedingungen so wahlen kann, daB fto jede Za 
Eeihe 1, 2, • • ■, p, fur welclie A,., B,. ein eigentliches Faktorenpaar ist, 
©,,-6'^ also + in die fur die verlangte Funktion IF vorgegebene 
und zugleich filr jede Zahl aus der Eeike 1,2, ..-.p, fur welclie A 
eigentliches Faktorenpaar und daher nach obigem a'=0 ist, a'i in die G 
also 2t,, -|- cc,.i in die itir die verlangte Funktion TF vorgestebene 
tibergeht. Die den so gewa.hlten Konstanten a, (3 entsprecbende Fun! 
besitzt dann alle ftir die verlangte Funktion W vorgegebenen Konstanten. 
damit eine den samtlicben in Art. 3 gestellten Bedingungen genugende 
gewonnen sein. 

5 . 

Die Funktionen v, aus denen sick die Funktion w der Gleicbu 
gemaB zusammensetzt, sind fur jeden Punkt x, y der Flache T" einwert 
zudem sind ibre Werte in je zwei entspreebenden Begrenzungspunkten A 
Weise verkniipft, daB 

liings a„ [lA = A.vr ^ a„ + k", 

, langs h^[u^ = B,.n-+ ji , = B,v- + 

(b . ) 

langs c,, [xA = = «;” + yl, 

langs {%+ = u~ , = v~ , 

ist, wobei zwiscben den aufbretenden Konstanten fiir r = l, 2, •••,p die I 

(S'.) (i-b>:-(i-jl,.)a=o, 3’V: 

V = 1 

besteben und zudem a\ = 0 ist fur jedes v, dem ein uneigentlicbes Faktor 
entspricbt. Die Derivierten |j’ existieren und sind sG 

von den Punkten <#), verschiedenen Punkt der Flache T"; zud 

Werte in je zwei entspreebenden Begrenzungspunkten cZ’+, oP" in derselbe 
knttpft wie die Werte der korrespondierenden Derivierten bei den im vc 
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I Vfa.n bilde jetzt, nachdem man zuvoi' den reellen Teil der F 
den lateralen Teil mit bezeichnet und dementsprechend u = u^^'> 
mit den ersten Derivierten von vP '\ das Integral: 


(du^^y. 

JJ K^) + + (tt) + 


und dehne es uber die Flache T" aus. Urn dasselbe auszuwerten, zie 
eines jeden der s in Art. 1 durch die s Kreislinien h„ mit den Radie; 

gegrenzten, die samtlichen Punkte c/l, • 
FlacFenstticke K' , K eine zu h„ kt)nzentriscb 
dem Radius r„ (s. Fig. IH) und beachte, dal 
> B„, ftir a-^q + l, g + 2 , ■ • • , 8 r„ < R„ is 
die von den Kreislinien Z:', begrenzten , die Pn 
beziehungsweise enthaltenden Flilclienstiicke 
aus, bezeichne die iibrig bleil^endc, ganz im ] 


{ ( 

\ i 


J / 


— O' 



/ •••. 



einfach zusaminenliflngende Flilche mit T' 


hineinfallende Stuck des Schnittes l„ mit 
beiden Seiten der Sclinitte (i, h, c, V urn 
k\, /4, • • •, K gebildete Begrenzung mit iF, u 
gestellte Integral zunachst nur iiber die, einen 
bildende, Flilche T* aus. Der Wert dieses uber T* ausgedehntcn I 
iZ* bezeichnet werden, sodaB also 


Fig 18. 



ist. Ersetzt man nun bei diesem Integrale, indeni man ben'lcksichtigt, d 
~ dementsprecbend 


^dx } \dx ) \ dy } ' \dy ) dx dy dy 


ist, den zwischen den geschweiften Klaminern stehenden Ausdruck du 
Seite der letzten Gleichung bildenden Ausdruck und wendet alsdann u: 


Relationen 




dxdy 

an. a.nr-.Ti 


dx^ 




dydx ’ 
rlip. Anrlpriinopn 


dy^ 


d^u 

waIp.Tia 


0 das Verfahren der tei 

d/ fiT*! f \ An \Kn\T\ m n 


Aufstellung nnd Beweis des Bundamentalsatzes der Tteorie. 


n* 



dx dy 



wobei das an letzter Stelle stehende Integral in der, durcb die Pfei 
positiven Eichtung iiber die gauze Begrenzting 31 der Flaclie T* zu 
Beachtet man jetzt, da6 bei der Integration durcb die ganze Begrenzung 
jeden der Schnitte a, i, c, I' zweimal integriert wird, das eine Mai aui 
das andere Mai auf der negativen Seite, aucb daB die eiuem Schnitteler 
sprechenden Grdfien dx, dy auf der negativen Seite des Scbnittes sich 
entsprechenden GrSBen dx, dy auf der positiven Seite nur durcb das To 
scheiden, und vereinigt bei jedem Schnitte die auf die positive und die i 
Seite desselben sich beziehenden Teile des in Eede stebenden Eandintegr; 
durchweg die beiden einem Scbnittelemente entsprechenden Integ 
sammenfaBt, in ein einziges, nur uber die positive Seite des Scbnittes z 
Integral, so erhalt man filr die Gleichung: 


^ 

n * -- /'{ («<« - if dv^ - dv- ] 

-|- ^ j ^ d'o^ — — iPH)~ dv~ } -l- ^ j < 

wobei zur Abkiirzung dv^ = dx -|- dy, dv = 4 ^ dx + ^ dy gesetzt 

Die auf der recbten Seite der letzten Gleicbung vorkommenden, bl 
Seiten der Schnitte a, 1), c, V beziebungsweise zu erstreckenden Integr< 
ausgewertet werden. Zu dem Ende bezeicbne man die zu h’gend ei 
Zahl y = konjugierte Zabl — g^^^i durcb g, sodaB dann gg 

wegen mod M., = 1, mod B„ = l, speziell A,A,.^1, B„ B, = 1 ist, beachte, daB 
(T= 1, 2, • • •, s _ _ 

dv^ = A,dv , 

langs a„ _ (^W-u^Hy dv- +- 

.(^(1) _#)i)+ = + y,., dv* = B,dv-, 

langs l„ _ (^( 1 ) + y,dv*, 

dv+=-dv-, 

langs c„ ^u^)-i\-dv-. 
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ist, und reduziere mit Hilfe dieser Relationen die bei der letzten fii; 
Grleichung zwiscben den geschweiften Klammern stehenden Ausdrucke. 
fur II* zunachst die Glleichung: 

+ _ + fT = .9 -t- 

‘ dv^ + B', di)+ 

mid schlieBlich, iudein man die mit Hilfe der Relationen (S.) sich ergebe 


} + f (It 






dv+ = - Wt„ = - A (1 -H..) 

*v 


benutzt und die ans der ersten unter (S'.) angescliriebeiien Relation s 
zieliung (1— — (1— yl,,)/3) = 0 beaclitet, die (Heicbnng: 


i^*=T (axA-A/BX} d-jS’ 

r = 1 _ i ♦ 




Es ist jetzt nur noch zu untersuclien, was ans H* wird, wen 
• • ■) 'Ij der Kveislinien 74, IC, • • •, /<( unbegrenzt wachsen und zi 
- • •, der Kreislinien 74+,, b) 74 unbegrenzt alnielunen 

alsdann II* gegen eine bestiininte tlrOBe, so ist der Wcsrt dieser G 
Wert des iiber die Fliiche T" ausgedehnten, zu Anfang gebildeten I 
im anderen Falle von einem Werte dieses Integra, Is nicbt gesproclum 
Durchfuhrung der verlangteu Untersucluing beaclite man zunilcbst, 
u = als Funktion des in seiner Hewegung auf die bliiehe 

schrankten Punktes x, y betrachtet, eine Funktion von der ini Satze J 
dagegen als Funktion des in seiner Bewegung auf die Flilclie K„ , 
schrankten Punktes a;, y betrachtet, eine Funktion von der ini Satzi 

ist, nnd daB die Funktion v mit der Funktion u dureli die (Heicb 
verkntipft ist. Auf Grund der in Art. G und in Art. 4 des cl 

durchgefuhrten Untersuchungen. bestehen daher, wenn ina,n noch, uni 
in Art. 1 dieses Abschnittes ftir die Fliicben K' , K eingeftihrten K< 


Aufstellimg und Beweis des Pundameiita.lsat2es der Theorie. 



dagegen fftr g = q + s die Gleielmngen 


U ,. f = 


‘^V,.7C 


M<py 


iC'''— r’^ 


0 




X X 

■ 


cos 




■jdcp, 





2R‘ 




Beachtet man nun weiter, daB durcli Einfuhrung der Polarkoordinaten 
der rechten Seite der letzten fiir IT* gewonnenen Gleichung vorkoinm( 
erstreckende Integral die Gleickung; 



■\r'2va7t 


pyi)dv^-J 



dv„ 


dt„ 


■(K, 


bei der als obere Grenze des recbts stehenden Integrals fur (t=1, 2 
— 2r,yn, fill- (7==g' + l,^-f2,---,s die Zahl zu gelten hat, en 

die GroBe: 



fflr cr = 1, 2, • • q mit unbegrenzt wachsendem far cr = g'+ 1, <? + i 
begrenzt abnehinendein gleicIiinaBig fflr alle in Betracht kommend 
gegen Null, die GroBe gegen konvergiert, so er 

die auf der rechten Seite der letzten far U* gewonnenen Gleichung i 
der s Integrale gegen Null konvergiert, wenn man die Eadien r^, •/•,, ■ 
linien k[, h'.^, ■ ■ ■, unbegrenzt wachsen und zugleich die Eadien 
Kreislinien 7^+1, /i:'+ 2 , •••, K unbegrenzt abnehmen laBt. Unter diese 
konyergiert also auch 77* selbst gegen eine bestimmte GroBe, und 
dieser GroBe nach fraher Bemerktem zugleich der Wert des aber 
ausgedehnten, zu Anfang gebildeten Integrals. Es besteht daher die G 
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Mit Hilfe der gewonnenen Grleichung (J.) laBt sich imn der ai 
vorhergehenden Aitikels verlangte Nachweis erbringen. Zu dein Endi 
Pall, wo die p Faktorenpaare A, B nicht samtlich. uneigentliche sind, 
wo dieselben samtlicli uneigentliclie sind, zu treiuien. 


Erster Fall. 

Die p Paktorenpaare A, B sind nicM samtlich uneigentliche. Uin 
zu fixieren, werde speziell angenommen, daB fur r = l, 2, •••, p da 
A,,, ein uneigentliches d. h. A^=l, Z?„= 1, ftlr •?/ = p + 1, p + 2, • • | 

paar A,., ein eigentliches sei. Dabei ist unter p eine Zahl aus der E 
p — 1 zu verstehen, und der Grenzfall p =-= 0 ist daliin zu interpretie 
Faktorenpaare A, B samtlich eigentliche sind. In dein vorliegeiiden er; 
nach den zu Anfang dieses Artikels geuiachten Ausftihrungen, die Werte 
u, V in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten c/’" in der Weise 

langs a,, u~, vb' -- vr -|-a'',' 

langs &„{«+ = tr + /J' , 'A -tr + /S" , ■ 

langs c„ { A = u~, 'A 'o~, 

(S.) langs [A == A + u, , -lA =- A/tr -[- a" , 

kings &„{'«■'■ =- A =- B, ir -|- ■ 

langs 'ir, + y', 

langs u~, v ' 'ir, } 


ist, wobei fur r = p 1, p -p 2, • • ^ die Eolation en : 

(S'.) (1-i?,) «: - (1 -A„) /?;, 0 , (1 - E„) a; ~ ( 1 - A,) (s: - , 


V = p 1- 1 


bestehen, die /?(„ v= 1 , 2 , •••,)), irgend welche Konstanten, die cc„ (S',., i 
welche den Bedingungen - (l-A,,)/?) - 0 , up + 2 . bezie 

niigende Konstantenpaare bedeuten. Die GroBen a , (S' kdnnen dahcr aui 
B’'olgende geschehen soil, durch die Gleichungen : 


a(, = (^„ 


= P + 1 i|3 + 


AufsteUung imd Beweis des Fundamentalsatzes der Theorie. 


zugleich auch die Funktiou ^ mit den ihr znkommenden Kon.tante- 
standig bestimmt. Ftir die weitere Untersuchung soli =0 oder. v 
hmauskommt, < = 0, ^; = 0 gesetzt weiden. Ftilu-t mm dami in d 
mit Hilfe der aus den Gleichnngen (K.) sich umnittelbar ergebenden G 

= z,, g; = = ( 1 -B,) y., , 


die zu den GroBeii jc konjugierten GroBen z ein, so erhalt man, wer 
achtet, da6 fiir die Konstanten der hier vorliegenden Fimktionen «, 

— 0, — (1— r=j)+i,}) + 2 , bestehen 

setzt wurde, die Gleichung: 


un 


(Jr) 


JJ ll 9 * / + [~d^J ^\W) + (“) = 


CXC'} 


v = p-rl 


Man bestimine nun p 1 , mit • • •, ■ 2 <p_i zu bezeichnende, spezie 
und zwar dadurch, daB man, unter eim 

r - ? den Wert 1 , ftir v + q den Wert 0 besitzt, verstebend, fiar ?) = 1 , 
setzt, und bezeicline die zn der Funktion gehdrige Funktion v m: 
letzteren zukommenden Konstanten mit a",, r=i,2,...,p. DieWeitf 
fur die Begrenzung Ton T" sind dann in der Weise verkndpft, d 

langs { u+ = U-, = v- + , ' 

iangsb4w+= 

langs c„{w+= u~, v+= y-, 

langs »,{«+= Au- H- (1 -M„) , y+ = + a ", , ' 

langs h{u+= B,u- + (1 ~B,) , y+ = B^v; + /S'',., 

langs c,, {«p+.= w- y+ = y- + /^., . 

langs 1:4 w+= U-, v+= V-, } 

ist, wobei fur r = p + 1 , p + 2 , • • •, p, die Relationen: 

v-p + l 

bestehen. Bildet man alsdann aus den Punktionen mi 
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die bsi der Finiktion u auftreteiideii Koiistaiiteii A., a, micl ist dali 
Bewiesenem mit ihr identisch. Es besteht also die Gleichmig: 


U = JCiMj -h JC2% + • • • -f 

imd zugleich, infolge der Definition der 7a\ einer Function u gehorig 
auch die Gleichung: 

V = ■ -f- . 


Auf Grand dieser letzten Gleichung ergeben sich daini zwischen den K'onsi 
der Funktion v and den entsprechenden Konstanten der Funktionen fj, 
Eelationen : 


^ rr 

OCy V ? 

i'= 1, 2, • 


i' = l, 2, ■ • 


(>=;;- L 

" ^ ff 

rr > 

r = p |-l,p-f2, 


welche die GrdBen a", /i", y[. als lineare Funlvtionen dor ( IroBen x,, x.j, ■ ■ 
da die GroBen «",> /ev den x nnabhangig sind. 

Man betrachte jetzt das System der p — I unter den vorstolier 
entkaltenen , in bezug auf die noch unbestiimnten GroBen Xj, x^, ■■■ 
Gleichungen : 

a'nXj + 021X3 ^ 1- ==■■■■ , 


7i,v+i’'i+ 724i-i-i’^a+ • • • + 7i,_i,,,4.iX^,_i =-= . 


ri,P-i^i + 72,j>-i^2-b b 7i"_.,,i,_i3C„_i - y"_, . 

Die Determinante A = o"i- • • S))7p+i,p-|.i • • • 7y'_j,p_i dieses Gleiclumj 
einen von Full verschiedenenWert. Zuin. Beweise dieser Bella uptung nehiir 
den Wert Null besitze. Unter dieser Annalime lasson sicli, na,ch liekan 
Determinantentbeorie, die p — 1 GroBen x, ancli weun man das Wort 
X 2 = 0, •••, 3Cy_i = 0 ausschlieBt, so bestimmen, daB Oi •••, o^' ■■ 0, 
wird. Die den so bestimmten GroBen x entsprechende Funktion u hat 
Blick auf die oben aufgestellte Gleichung (Ji-), deren rechtc Seito fiir «'/ 
7 p+i= 0, •••,y"_i = 0 verschwindet, zeigt, in der ganzen Flilche T' dense 
zwar den Wert Null, da langs apl'uT' = Aj,u~ , langs hp[u'^ = Bpir ist und zu 
Ap, Bp nicht beide den Wert 1 besitzen. Dieses aber ist, wio die Gleichu; 

nnr mfifirlioh. wenn die der Funktion u znlrommonden ironstn.nt.ATi r/' R' 


Aiifstellung und Beweis des 3?uadameiitalsatzes der Theorie. 


wahrend doch soeben bei der Bestimniuug der Grdfieii x das Wertesysteii 
•••, j£p_i = 0 ausgeschlossen wurde. Die Determmante A des aufgestelite 
systems kann also, da die Annahme A = 0 auf eiiien Widersprueli gefuhrt 
von Null verscMedenen Wert besitzen. Hat aber, vie jetzt feststelit, die ' 
einen von Hnll verschiedenen Wert, so lassen sicb die GroBen y.i, x,, •••. 
dasselbe, die mit ihnen durch die Gleichungen (K.) verknuijften GroBen 
nur auf eine Weise so bestimmen, daB die GroBen c//, • ••, a^, yUi, ■■ ■. yl 
Werte annehmen, also auch so, daB fur r = 1, 2, • ■ K/i == 21,.- 

r=i? 

p + 2, • • A* - 1 6^1“^ und zugleicli dann, wegen yy' = 0 und 

V = 1 r 

y'pi = wird. Damit ist aber fur den voxiiegendeii ersten Fall, wo 

paare A, B nicbt samtlich uneigentliche sind, der am Schlusse des 
Artikels verlangte Nachweis erbracht, wenn man nock beacbtet, daB dit 
eines jeden der noch ubrigen Merher gehorigen speziellen Falle sicb 
durchgefiihrten Untersuchung nnr ' durch die Bezeichnung unterscheiden ■ 


Zweiter Fall. 


Die p Faktorenpaare A, B sind samtlich uneigentliche. In dies 
nach den zu Anfang dieses Artikels gemachten Ausfuhrangen, die Werte 
u, V in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten io der Weise 

langs a„ {«"*■ = ■M”, v'^=^'V~+a^, 


(S.) 


langs l„ { = u~ (3,., A /3',,, 

langs c^[u'^ = u~, 

langs ?„ { M'*' = u~, = V , 


ist, wobei die /3',, r=i, irgend welche Konstanten bedeuten. Sind die 
stanten /?' festgelegt, so ist dadurch, nach dem im vorhergehenden Artikel 
Funktiont^ bis auf eine additive Konstante, dieFunktion-y dagegen mit den ih 
Konstanten a, (f vollstandig bestimmt. Znr vollstandigen Bestimmung 
moge noch festgesetzt werden, daB sie fflr einen beliebig gewahlten Pimkt . 
den Wert Null besitze. Da bei der Her vorliegenden Funktion ti die G 
lich den Wert Null besitzen, so tritt jetzt an Stelle der Gleichung (J.) 
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j/ = ^ den Wert 1, fur den Wert 0 besitzt, verstehend, fur ?/ = l,2 

setzt und auBerdem noch der Ifunktion fiir den vorher gewahltei 
Wert Null zulegt, bezeicline auch die zu der Funktion geborige Fur 
die dieser letzteren zukoinmenden Konstanten mit a^,,, 

Funktionen. fiir die Begrenzung von T" sind dann in der Weise v 

langs a„ { = u~, , , 

langs ™ F F ^qv ? 

langs c,, { = n-, u + == 

langs l„ { V- , 

ist. Bildet man alsdann aus den Funktionen u^, ■ ■ ■, u,, mit Hil 

allgem einen Funktion u vorkommenden Konstanten .'^ 1 , 3 , •■•, 2 ), 

F 4 F , so stimmt diese letztere mit der aufgestellten 1 

nur in den allgemeinen Eigenscliaften tiberein, sondern besitzt auch die be: 
anftretenden Konstanten // und kann sich daher nach friilier Bewiesen 
durch eine additive Konstante unterscheiden. Diese Konstante muB ab 
zusammenfallen, da die Funktionen u, tc.,, • ■ den gemacliten Fests 
fur den vorher gewilhlten Punkt cf' samtlich den Wert Null besitzon. 
die Gleichung: 

u ~ % "t F • • • F 

und zugleich, infolge der Definition der zu einer Funktion w geluhi; 
auch die Gdeichung: 

V = [i^Vi F /dgVa H • F /dpZZj, . 


Auf Grund dieser letzten Gleichung ergeben sich dann zwischen den b 
der Funktion 'v und den entsprechenden Konstanten der Funktionen 
Relationen : 


Q~V 


Sff. 

^=1 


Q 1 ' ? 


IK 


() =2) 
()^A. 


welche die GrdBen /l" als lineare Funktionen dor Grdfien //i, //a,-- 
da die GroBen a'^,, von den /3' unabhangig sind. 

Man betrachte jetzt das System der p unter den vorstehenden 
haltenen, in bezug auf die noch unbestimmten GroBen /S',, /? 2 , • • linea 


“iiA + d — • + Sift 


Aufstellung und Bevveis des Pundamentalsatzes der Theorie. 


Die Determinante A — ^ + cc^ia 2 i ■ ■ ■ dieses Gleicliiuigeiisystems hat ( 
yerscMedenen Wert. Zum Beweise dieser Behauptung nehme man an. d; 
Null besitze. Unter dieser Annahme lassen sich, nach bekanntem Satze der 
theorie, die p GroBen • • •, auch wenn man das Wertesystem /i"i 

/i'=0 ausschlieBt, so bestiminen, daB c4'=0, 4' = 0, • • a" = U wird. ] 
stimmten GroBen /3' entsprechende Funktion ti hat dann, wie ein Blicl 
aufgestellte Gleichuiig (Jg.), deren rechte Seite far a" = 0, ^2 = 0, • • •, a" = 
zeigt, in der ganzen Flache T" denselben Wert, und zwar den Wert Is 
den vorher gewahlten Punkt S’ den Wert Null besitzt. Dieses abe; 
Gleichungen (S.) zeigen, nur moglich, wenn die der Funktion u zuko; 
stanten /3^, /Jg, • • •, samtlich den Wert Null besitzen, wahi-end dock 
Bestimnmng der GroBen /S' das Wertesystem /S' = 0, /S', = 0, • • •, /i^==0 
wurde. Die Determinante A des aufgestellten Gleichungensystems kani 
Annahme A = 0 auf einen Widerspruch gefahrt hat, nur einen von Nul 
Wert besitzen. Hat aber, wie jetzt feststeht, die Determinante A e 
verschiedenen Wert, so lassen sich die GroBen •••, /S^ stets uni 

Weise so bestiminen, daB die GrbBen a^, a'f, •••, vorgegebene Werte 
auch so , daB fur y = 1, 2, • • • , a'i = 21,, — 21® wird. Damit ist auch f 
Fall, wo die p Faktorenpaare A, B samtlich uneigentliche sind, der a 
vorigen Artikels verlangte Nachweis erbracht. 


6 . 

Durch die Dntersuchungen des vorhergehenden Artikels ist der am 
verlangte Nachweis erbracht und damit gezeigt, daB zur FHche T stets 
lichen in Art. 3 aufgestellten Bedingungen genttgende komplexe Funktion , 
des Punktes x, y gebildet werden kann. Fine weitere Frage ist jetzt 
haltene Funktion TF die einzige den aufgestellten Bedingungen gently 
ist. Urn diese Frage zu entscheiden, nehme man an, daB eine zweiti 
dingungen genttgende Funktion W existiere. Bezeichnet man alsdann d 
Funktionen W, W mitw, setzt also w = W-W, so hat die so definie] 
wenn ma.n ihr noch fur die Punkte Si, S^, ■ Sg die ihr far diese Pun 
den Grenzwerte als Werte zulegt, die folgenden Eigenschaften. 

I. Die Funktion w ist far jeden Punkt x, y der Flache T" einwe 
vnriorvi iBrA Tnit w+. wT ZU bezeichnendeu, Werte in je zwei ents 
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langs a, = A,tv- + a,, 
langs &, + (i,, 

langs c, {;r+ = ■?(“, 

langs I, { «’+ = w', 


ist, wobei die Konstanten /3„ (.= 1 . 2 , •■■,.) der Bedingung (1 

der Bedingung o:, = 0 genttgen, je nachdem A,., B, ein eigentliehes oder e 

Faktorenpaar ist. 

n. Bie Derivierten als Grenzen der entsprechenden Diffe 

definiert, existieren iind sind stetig nicht nur ftir jeden innereii Punkt rr, 
sondern auch. noch fur jeden von den Punkten • ■ *? veiscliiedei 

punkt, sobald ninn die Funktion w liber ein diesen Begienziingbpi 
entbaltendes Stuck der Begrenzung von T" hintiber den Gleichungen 
stetig fortsetzt, und es sind alsdann, aiisscblieBlicli aivt Giund ihre, 
Werte der genannten Derivierten in je zwei entsprechenden Begrenziingi 
in der Weise verkntlpft, daB 


langs a, I ^ == J., 


I dx 

d'W^ 

dx 


langs 6„ { 
langs c„ 




langs I, 


d-x 

div^ 

‘dx 


dio~‘ 

1 

1 + 

i 

A — 

'dx ’ 

dy 

dy ’ 

dw~ 


Ji 

dx ’ 

dy ~ 

dy ’ 

d'w~ 

d'W>- _ 

dnr 

dx ’ 

dy 

dy ^ 

dur 

d'W'*' 



dy 

dy ’ 


III. Die Derivierten erfallen filr jeden Punkt y der P’ 

ihre Existeuz soeben festgestellt wurde, also filr jeden nicht mit ei 
S’i, • • ■ , zusammenfallenden Punkt die Gleichuiig 

lufolge der genanuten Eigenschaften besitzt das tiber eiue in 
sammenhangenden Flache T' verlaufende, geschlossene Kurve C' er 
Jitcdx -{-wiily) stets den Wert Null. Man erhalt deinentsprechend, 1 

ina Innern von T” fest angenommenen Punkt, unter x, y einen beli( 
Flache T" verstehend, fur das vom Punkte od, y bis zum Punkte x, y 


Aufstellung uud Beweis des Fundamentalsatzes der Theorie. 


^{^■> y) =j{>i'dx-irwidjfj, 

x\y 

unter Pesthaltung der uber den Integvationsweg gemachten Vuraussetzung, 5 
eine einwertige und stetige Punktion £l des Punktes a-, y geliefert, wdc 
innereii Punkt x, y von T" stetige Derivierte = k — = «•/ — = ^ 

cx ^ dy ’ cx- c 

besitzt, aber aucli nocb fur jeden von den Punkten d/i, dPj, dP. vers( 
grenzungspunkt , sobald man die Punktion £l{x, ij) fiber ein diesen 
punkt im Innern enthaltendes Stuck der Begrenzung von T" Mnfiber i 

stetig fortsetzt, da6 man den Endpunkt x, y des Integrationsweges di( 

fiberschreiten lafit und gleichzeitig das Integralelement «YZr + oder, 
die Punktion id fiber die Begrenzung binfiber den Grleicbungen (S.) entspr 
fortsetzt. Beachtet man nun noch, daB die ffir jeden von den Punkten 

verschiedenen Punkt x, y von T” bestekende Gileichung = fto d 

zweiten Derivierten die Q-leichung = nack sick zieht, so erkei 

die Punktion y) sick ffir jede ganz im Innern von T" liegende Krei: 
eine Punktion von der in dem Satze I definierten Art verkalt, also ffir , 
Punkt X, y von K — wenn man mit d, d' die Mittelpunktskoordinatei 
Radius von K bezeichnet nnd unter r, t die durch die Gleickungen x 

y = «" -H r sin Z bestimmten Polarkoordinaten des Punktes x, y von K ve 
Punktion der Polarkoordinaten r, t durch die Gleickung; 

In 

JS2_2Brcos(«-qp} + r* 

r<R ^ 

dargestellt wircl. Das Gesagte gilt aucli noch ftir eine Kreisflache dere 
ein von den Punkten * • * ? verscMedener Punkt der Begrenzung v 

bald man in diesem Falle, hei hinreichend klein gewahltem Radius It von K, 
y) far den mit dem Mittelpunkte nicht auf derselben Seite der Begrenz 
Teil von K durch die ohen beschriehene stetige Portsetzung definiert. A 
wonnenen Darstellung folgt nun weiter, daB die Punktion y) nicht 
iniieren Punkt y von T" , sondern auch noch, hei Hinzunahme ihrer 
setznng, ftir jeden von den Punkten S\y ‘--j verschiedenen Begi 
von T" stetige Derivierte nach x und y von jeder Ordnuug hesitzt, uud 

P.fiilifiTifftlffe der Derivationen una 
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o^ic Qi d“w 0^10 G^Sl d^Sl 

dxdy ~ dx'cy'cx^ dydx~ dydxdx^ dy'-" dy'^'dx 

besitzt, sondern auch noch fur jeden von den Punkten ■ ■ ■, 

Begrenzungspunkt, sobald man die Punktion i2 in der frtilier angegebene 
was dasselbe, die Punktion w den Grleichnngen (S.) entsprechend liber d 
Mnuber stetig fortsetzt, und da6 zudeni zwiscken diesen Derivierten fur je( 
der Plkche T", ftlr den ihre Existenz soeben festgestellt wurde, sowohl 

, als auch die aus dieser mit Hilfe der Grleichung ^ = i^ i 

cxcy Gycx^ ^ oy ox 

Beziehung = 0 besteht. 

Man bilde jetzt, nachdem man zuvor den reellen Teil der Punkti 
den lateralen Teil mit id'H bezeichnet und dementsprechend w = + w^“‘ 

mit den ersten Derivierten von das Integral: 




'giO »>\2 

dx 1 ' \ dx ) 


+ (^y+ 


und dehne es tiber die Placbe T" aus. Um dasselbe auszuwerten, de! 
Integral zunachst nur liber die scbon in Art. 5 benutzte, einen Teil der Flacbi 
Placbe P* aus, bezeichne den ihm dann zukommenden Wert mit U*, so 




■ 'JJ I fej + fe) + (tf) + (-v) r"’ “2' 


ist, und werte dieses letztere Integral unter Benutzung der Piguren 17, 
Wiederholung der zu Anfang des vorhergehenden Artikels angewandten 
aus. Zu dem Ende bringe man die vorstebende Glleicbung, mit Hilfe ( 

^ 0 Bw .0 -j- i) 


dx 


— 1^, in die Form: 


By’ 


oy 


dx 




Cf { — d'lo dio) „ 

JJ 1 Bx ^ ^ ^ I 


und wende auf das jetzt vorbegende Integral, unter Beacbtung der vorbei 
Beziebung ^ = das Terfabren der teilweisen Integration an. Mai 
zunacbst die Grleicbung: 

IT*-- ^ f{{w^^'^-vPHYdw+ 

*■=1 f:+ .4- .+1 ^ ' 


AufsteUimg und Beweis des Bundamentalsatzes der Theorie. 

wobei zur Abkiirzung cUo"^ = ~d r flu rh,- ^"■'7 ■ rw- , 

° cx ^ cy "y- «» ^ JF ire.->et: 

indein man beachtet, daB fur »/ = l 9 ... >,• rr 1 -■> . 

langs b, 
langs c, {(«’W- 

langs l„ = (.«■«) 

ist, wobei, der im vorhergehenden Artikel eingefuhrten Bezeiclinung entspi 
die zu a,,, (3,, konjugierten GrrdBen bezeichnen, die Gleichun?: 





/i). 




/)d7r; 


niid schliefilich, indem man die mit Hilfe der Relationen. (S.) sich ergebenden 

fdw^ = iv,^ - = AMI - -B.) «v.. + AA> 

< 

+ 

J dtv+ = M-v,, - = - A,S„ (1 - if„) - J?„a„ 

K 

benntzt und die aus der Relation (1 -i5..)o:, - (1- A,)/?, = 0 sick ergeben 
(1 — B„) a„ — (1 — A,) = 0 berucksichtigt, die Gleickung; 


= ^ — /?,,«„} -I- ^ — id-^ ijdw. 

v-1 a=l*;j 


Beachtet man nun, daB die Funktion iv = als Funktion des i 

wegung auf die Flache X', ''=i, 2 , ' ,s, besckrankten Punktes x-, y betrachtet, i 
von der im Satze III definierten Art, dagegen als Funktion des in sein 
auf die Flache K„, a=q+i,q+%--;a, beschrankten Punktes x, y betrachtet, ei 
von der iru Satze I definierten Art ist, und daB infolgedessen das in 
Gleickung hinter dem zweiten Summenzeichen stebende Integral fur(T = l, 
unbegrenzt wachsendem r^, far 0 = 2 + 1 , 2 + 2, • • •, s mit unbegrenzt abn 
gegen Null konvergiert, wie sich nach Einfuhrung der zum Punkte x, y der 
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Gleichung an erster Stelle stehencle Summe geliefert wird. Es besteht 
Gleicliiing: 


iff (?) + m 




Der auf der rechten Seite der gewonneneu Gleichung hinter dem Sumr 
stehende Ausdruck hat infolge der Bedingungen, denen die Konstanten a, /; 
fill' jedes v aus der Eeihe 1,2, ■■■,}) den Wert Null. In dem Palle, wo de: 
ein eigentliches Paktorenpaar A,., B,, entspricht, die Grofien a,, ff. also der 
(l—B^a,. — il — A,)lff = (l, und entsprechend die GroBen a,, (S,. der Gleichung 
— (1 — A,,)/3,.= 0 Oder, was dasselbe, der aus ihr durch Multiplikation mit — 
stehenden Gleichung (1 — — (1 - == 0 gentigen, ergiht sich na 

der ersten und letzten der drei soeben angeschriebenen Gleichungen durch E 
der Grbfien (1 — Al„), (1 — B,,) die Eelation A,ja,.(S,. — B,^,.a,. = 0, wahrend in c 
wo dem Index r ein uneigentliches Paktorenpaar A,., B,. entspricht, also die 
der Gleichung a,, = 0, und entsprechend die GroBe a„ der Gleichung «,, = () g- 
Eichtigkeit der aufgestellten Behauptung uninittelbar einleuchtet. 

Nachdem so der Wert des fiber die Flache T" ausgedehnten Integra 
der Null identisch erkannt ist, ergibt sich durch direkte Betrachtung dieses 

daB die Grbfien jedenfalls fur jeden von den Punkten cF^ 

verschiedenen Punkt der Flache T” den Wert Null besitzen, und daB 
Funktion w = in der ganzen Plache T” einen konstanten, nrit c zu t 

den, Wert hat. 

Aus dem gewonnenen Eesultate folgt nun, daB die Punktionen W, 
Differenz zu Anfang dieses Artikels mit w bezeichnet wnrde, durch die Gleichung 
verknupft sind. Existiert also auBer der Punktion W eine zweite Funktion I 
den samtlichen in Art. 3 fur W aufgestellten Bedingungen genugt, so kann 
Punktion W von der Punktion W nur um eine additive Konstante unt' 
Andererseits genfigt aber auch die aus W durch Addition einer heliebigen Ko: 
entstehende Summe W+ C, als Punktion des Punktes x, y von T" betrachtet, 
lichen in Art. 3 fur TP aufgestellten Bedingungen; denn sie stimmt mit der Funktio 
allgemeinen Eigenschaften sowie in den Konstanten A, B, (£, Q ftberein und um 
sich in bezug auf die Konstanten St, 58, da langs aJCW-h OY=A..(Wl- G)"4-9I.. 


Aufstellung und Beweis des Fuadameiitalsat/es Jt-r Theorie. 

schlieBlich, daB die zu Anfang des Art. 3 vevlangte Funktioii W durcli 
aufgestellten Bedingungen nur bis auf eine additive Konstante 1>estim 
daB die allgemeinste den genaiinten Bedingungen geniigende Funktion e] 
wenn man zu der in den Artikeln 4, 5 gewonnenen Funktion TT' eine 
Konstante C addiert. 


Die in den Artikeln 4, 5 gewonnene, einwertige Funktion TF= 
Punktes y von T ist, da sie den samtlichen zu Anfaug des Art. 3 aufg 
dingungen gendgt, eine Funktion der komplexen Verandeiiichen die " 
Gebiet irgend eines von den Punkten i/’,, od, • • •, cd versckiedenen Punktes ; 
mag derselbe im Innern oder auf der Begi-enzung von T" liegen, durck eii 
der Form: 

Co -h Cj (s—d) + c^{z—u'y + • - • + — «•)” 

darstellen lafit, wobei die c von z unabbangige GrSBezi bezeicbuen; die ; 
fur das Gebiet des Punktes ( 0 = 1 , 2 , durcli eine Eeihe von der Form; 



"t" C^o + "t Co2^o + • • • -f 


darstellen lafit, wobei fur o = 1 , 2, • • •, g fur 0 = g 4 - 1, g + 2, • • •, s 

ist, die vorkommenden Potenzen ebenso wie der Logarithmus den in Art. 
Festsetzungen entsprechend zu interpretieren sind, und die c von 0 unabba 
bezeicbnen. 

Die Eicbtigkeit der aufgestellten Behauptung ergibt sich im vorlie 
unmittelbar aus den in den Artikeln 4, 5, 6, 7 des dritten Abscbnittes dr 
Untersuchungen, wenn man die Eigen schaften der zur Bildung der Funktion 

benutzten Funktion U und den durch die Gleicbungen ~ ^ 

sierten Zusammenhang der Funktionen U, V beachtet. Dabei ist der Be 
einem Punkte von T” gebbrigen Gebietes in folgender Weise zu definierei 
von den Punkten •••, verscbiedener Punkt derTlacbe T" vor, so 

zu ibm als Mittelpunkt diejenige Kreisflacbe ab, welcbe auf ihrer Peripberi 
einen, in ihrem Innern aber keinen der Punkte entbalt; 1 

spif.s Ain Pnnkt, ^ vor sn orenzft man zu ibm fiir 0 = 1.2. • • •. a dieieniee. ( 
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Sechster Abschnitt. 


Kreisflache, welcke auf ihrer Peripherie wenigsteus einen, in ihrem Innei 
dem Punkte 0'„ keinen weiteren der Punkte enthalt. 

Gebiete irgend eines Punktes ^ der Flache T" soil dann die Gesamtheit 
verstanden werden, welche im Innern der zum Punkte cT in soeben angej 
abgegrenzten Flache liegen und zudenu Ton dem Punkte i’ aus auf ei] 
Innem der betreffenden Flache verlaufenden und die Begrenzung von T" ni( 
den Wege erreicht werden konnen. Die genannte, zu dem Punkte 3 
Flache bildet zugleich den Konvergenzbereich fur die oben dem Punkte 
Eeihe, und die durch diese Reihe fur den Fall, daB das Gebiet des Punk' 
Teil des Konvergenzbereiches ausmacht, bestimmte stetige Fortsetzung de; 
liber das Gebiet des Punktes S’ hinaus in die nicht dem Gebiete angeh< 
des Konvergenzbereiches deckt sich mit den den Gleichnngen (S.) entspreche 
Fortsetzungen der Funktion W fiber das Gebiet hinaus oder, was dassel 
Begrenzung von T" hin-ttber. 

Unter Beachtung des Yorstehenden lassen sich jetzt die samtlichi 
Abschnitt erhaltenen Resultate zusammenfassen in den folgenden, alle we 
suchungen beherrschenden 


Fimdamentalsatz. 

„Du iiber der Z-Ehene ausgebreitete, (2p-\-iy-facJi msammenJiangende, n-hld\ 
sei in der in AH. 1 angegebenen Weise durch Einfiihrung der ScJmitte a,., b,„ c,., >■ = 
einfach zusammnhmgende Flache T' und weifer dann, nach MarUerung der PunlA 
durch Einfuhrung der Scimiftc Ig, 0 = 1 , 2 , m die einfach msammenhdngent 
verwandelt. Man ordne den Schnitten a,.,b„, >' = i, 2 ,"-,i), 2p Konsfanten A„, . 
die sdmtUch den Modul 1 besitsen, zu und nenne A,., B,, ein eigentliches oder 
liches Faktorenpaar , je naclidem die Gro/Sen A,., B„ nicht heide oder beide d 
sitzen; verstehe alsdann unter ■■■, 0 = 1 , 2 , heliebig vorgeg 

a — s 

Rahmen der Bedingung = Q vorgegebem Konstanten, je nachdcm- die p 'FaMo 

(T=l 

nicht sdmtUch oder sdmUich uneigentliehe sind, und ordne dem Punkte Sg die 


/’<r (^o) = Bff In ^ 




ZU, wohei fur o ^ 1,2, ■■■, g z„^z fur a == g + 1, q + 2, ■ ■ ■, s Zg= (^z-ajj 
vorkommenden Potenzen ebenso wie der Logarithmus den in Art. 1 gemachten 


Aufstellung und Beweis des Fundamentalsatzes der Tlieorie. 


^aaren geJimigen Gro/Sen S samtUcIi mit der Null ziisammenfalletL die zu e/ge/dlh 
^aaren gelmigen Graven (£ dagegen mit den scion gemillten Griifien 2 durch 

'p ^ p fT “ 5 

+ 0 verkniipft smd; ordne endlicli nodi jedem UNeigeidlia 

0^1 

paare A,., B, eine heliehlg angenommene Konstante St,, zu. 

Es exisf’iert dann zur Flciche T" immer eine Funktion W des Pun 
die folgenden Eigensclaften besitzt: 

I. Die FunUion W ist fiir jeden nicht mil etnem der Punkte i 
sammenfallenden PunM z der Fldche T”, emerlei also, oh derselbe ini Innern 
Begrenzung von T" liegt, eimoertig mid stetig. Fiir den Punkt cPa -.d 

sie in derselhen Weise unstetig, tvie die dem Punkte zugeordnete Funktion f,(. 
die Differenz: 



fiir den PunM stetig hleibt. Fkdem sind Hire Werte in je swei entsprechenden 
punkten cP~ in der Weise verhiiipft, daj3 

l&ng8a,{W^=AW- + %., 
langs h,{W^^B,W- + ^,, 
langs W- + ^,, 

langs W- + 2m^„, 

ist, wobei die 3p + s Konstanten %, ©, 2 mit den- 2p Xonstanten A, B d 

fniherem fikr das Zusammenhestcdien der Gleichungen (S.) notwendigen, jj + 1- 

(l-J5.,)Sl,- (l-^v)S5,.= 

^ ’ 2’®. + 27ti^2„=0 

V = 1 ( 7=1 

verbmden sind, und die au^er den vorgegebenen Konstanten noch vorknmmende 
die p GrOjSen sowie die zu eigentlichen Faktoienpaaren A, B gehdiigeu 
Konstanten, die nicht vorgegeben werden konnen, anzusehen sind. 

IL Die Berivierte ^ , definiert als Grenze des Bifferenzenquotie. 

(Lz 

\\mJz = 0, existiert, besitzt, wie Az auch gegen Null konvergieren mag, m 
Wert und ist stetig nicht nur fur jeden inneren Punkt z der Fldche T, 

'A>.. c9.. ■■ ■. F. verschwdenen Begrenzung 
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im Innern entliaMemJes Stuck der Begrenmng von T liiniller der, 
entsprechend sfetig foisetzt, und es sincl alsdann, aussclilie^lich cmf Grun 

die Werte der Beriinerten ^ in je zwei eutspreclienden Begremungspunk 


Weise verhmpft, da^ 


laiigs = A, 



langs c,,| 


dz 


dW~ 
dz ’ 

dW- 
dz ’ 

dW- 
dz ’ 


liings 



dW- 
dz ’ 


Die (MS der Fwnktion W clurch Addition einer tdllkiirUcJien . 
stelierde FunUion W -t- C lesitzt ehenfulls die genannten Figenscdiaften w 
(dlgemeinste derartige Funktion. 

Erne die genminfen Figensclmften hesitzende Funktion des Fmu 
immer anck eine Funktion der koniple-xen Veranderlichen z und Idfit sick d 
das Gebiet irgend- eines von den Pu-nkten e/’i, , verschiedenfm P, 

eine Beihe von der Form: 


Co+ c^(s-a) -h C2 {z-aj ^ he,, {z-a)" H 


darstellen, wohei die c von z unabkdngige Grojden lezeklmen, fur das Gel 
(0=1,2, iFgegen durch eine Beihe von der F'orm: 


S I 1 . , ^02 ' 

, In - H + — H 4- 


+ e„o + + c„^zi + • ■ • + 


ivohei, iv'ie sclion hemerkt umrde, fur cr = 1, 2, • • •, </ z„=^ z "" far cr = 
-L 

z„= (z—af)" ist, und die c von. z unahMngige Grtifien hezeichnen. 

In dem hesonderen Fcdle, wo die aufder den p Faktorenpaareu A, 1 
Konstanten, also die Gro/Sen Q, © und die zu uneigentMchen Faktorenpaa) 
Graven %, siimtlich den Wert, Null hesitzen, wird durch, eine wiUkilrlieJi 
allgemeinste, die genannten Eigenschnften hesitzende Funktion repriisenkkrt 


Siebenter Absclinitt. 

Aufstellung der allgemeineii Fundamentalforniel. 


1 . 

Man verstehe unter B,; A„ B,; • • •; A^, B^ und A„ B,; 
zwei Systeine von je den Modal 1 Lesitzenden GroBen, welclie durch di 
A,A,= 1 , B,.B^=1, verkutipffc sind, unter 7r= tr= if 

Funktionen der komplexen Ver§,nderliclien ^ von der iin Fundamental sat 
Art, von denen die erste die y) GrdBenpaare A,., B^, >= 1 , 2 , die z-weit 
paare yi,,, 1 = 1 , 2 , als Paktorenpaai-e besitzt. Das Yerhalten dif 

}f, 17 fill* den Punkt (< 1 = 1 , 2 , sei charakterisiert durch. die Funkti 




f(s ~ 2;;- In — + 


^rr ^~n 


■ + 




'^Grn„ 




sodaB ftir das Gebiet dieses Punktes die Darstellungen: 


(a.) 


F-W - s„ to y + ^ ^ + C,, + C,,.. + C.,.; + . . . + C,. 




■f 2:T + ^tjo + ^ol^'a + + * • • -f 


bestehen, wobei ftir o = 1, 2, • • ^ = b A far a = g + 1, g + 2, • • •, s 

die c,G von z unabhangige GroBen bezeichnen, und die Konstanten S, 2 
auch samtlich den Wert Ifull besitzen kOnnen. Was die bnearen Gleic 
welche das Verhalten der Funktionen W, W langs der Begrenzung von 
sieren, so sei die Bezeichnung fflr die darin auBer den Konstanten A, 
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(S.) 


ist. 


(S'.) 


langs a, { W- = A,. TT" i- St.. , 1^+ - I„ W- + I.. . 

langs b,.{ = B,. W- + 35.., 

langs c4 Tr^ = TF" + (£,„ 1F+ = W~ + ”C, 

langs W-+2m2,,, TF-+2mS„, 

Dabei bestehen zwisclien den Konstanten die Bezielinngen: 

(i-B,)st.,- (1-^..)^= e.„ (i-B„)i..-(i-A)a= C, 

5\ + 2;ti'Js„=0, Jc+2^i3'‘s„=0. 


r7= 1 


Die in den Glleicbungen (R.) und (S.) anfti'etenden Konstanten 

W, W sind durch eine eigentiimliche Relation verknlipft. Diese Relatio 

geleitet werden. Zu dem Ende beacbte man, dafi das liber die Beg 

schon in Art. 5 des sechsten Absclinittes benutzten einfacb zusammenliangi 

+ 

in positive!’ Richtung erstreckte Integral den Wert Null besits 


dem Integralzeicben steheiide Funktion W‘^ der komplexen Veranderlic 
Punkt der Flache R* einwertig und stetig ist, und da6 dalier die Gleic 


/ 


dz = 0 

dz 


besteht. Zerlegt man nun das auf der linken Seite dieser Gleichung si 
in die den einzelnen Stucken der Begrenzung 91 entsprechenden Teile 
den Komplex der auf die Scbnitte a, I, c, t sicb beziebenden Integrate 
zuvor noch bei jedena dieser Scbnitte die auf die positive und die auf d: 
desselben sicb beziebenden Integrale in der in dem eben genannten Artik 
Weise vereinigt hat, mit den Komplex der auf die Kreislinien B s 
Integrale mit J^, so kann man die vorstebende Gleichung durch die G’ 


= 0 , 

W^dw^ -W-clW-], 


f {W+dW+-W-dW-] f [ 

v = lJ 

ersetzen, und man erhalt dann die erwbhnte Relation, indem man die 


Aufstellung der allgemeineE Fundamentalformel. 


Urn die mit bezeichnete Integralsumme, bei der dz 

dz 

ist, auszTiwerten, beachte man, dafS fiir r = 1, 2, • • •. jn n = 1, 2. • ■ - , s 

langs «„{ TF+rflF+ = W-d W- - 3l.,dTf A 

langs &,.{ W^dW^=W-dJV- d- ^,dW\ 

langs c, { TF+rl TF+ = W'd TF” + S, d W 

langs4,{ Tr+fZTF+= W-clW- + ‘Ini^dW^ 

ist, und rednziere mit Hilfe dieser Relationen die zwischen den gescbwe 
stehenden Ansdrilcke. Man erhalt dann ftir zunacbst die G-leicbung; 

J, =2 { %■/ + ^Jcl + ^Jd Tf - } -h 27Ti5K P ^ 

< fj ‘t \ 

und schlieBlich, indem man die mit Hilfe der Relationen (S.) sicb ergebend 


-W„- 




i- 

(1-A,) W,- 5 J.. , 

6 + 

d- 

fdW-^= = F,- A,.B,.W,- C) + F + ©2+ 

4 

4- 

fdW ^- - W„ - W,, - ^ni(Q„+ 8,.,.+ ■ ■ ■ +£J - w- 


— bei denen den der Linie und der negativen Seite 
des Schnittes Tt,,^ den der Linie und der positiven 
Seite des Schnittes gemeinsana angehorigen Punkt der 
Begrenzung 91 von T* bezeichnet (s. Fig. 19), und die fur 
v=p, a = s auftretenden Zeichen tj+i als gleichbedeutend 
mit den Zeichen li, !i beziehungsweise anzusehen sind — 
benutzt und die unter (S'.) stehenden Relationen: 
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'h = S’ + 2(..) (s:,.} £.(©1 + e. + • • • ^ 

r=l r=l 

+ 4^’l's.,{a,+ a., ,H- ■ • + 2 J - 2>>5‘ a. w".. 


Um die mit J, bezeiclinete Integral summe, bei der dW = ist, 

beachte man, dafi die samtlichen Punkte der Kreislinie 'k'„ dem Gebiete d 
angehoren, und dafi daher far jeden Puiikt der von bis ii„ sich 
Integratioiiskurve lc„ die aus den za Anfang dieses Artikels angeschriebenen Gl 
folgenden Gleicbungen: 


W- S.ln^ = 




H r + • ■ ■ d ^ + CjO + ^al^a + + 


dW 

dz^ 



■m„ 


+ ^al d- 2c„3^j-i- + 


bestehen, bilde alsdann aiif Grand dieser Gleichnngen durck Multiplikt 
ihren rechten Seiten stehenden Heiben die Gleichung: 


( r - aini ) 

bei der speziell: 


\ dW 





rr 1 , ''”'*'(7 2 , , — ( T , 3 m „ - t- 1 , 7 ,7 ,7 q , 

d- P • • • d- d- dga + P g P 

^rs 


d]i 


l-i = ma 


3 ) 1(71 {^aft^a/x 

/' =1 


ist, mnltipliziere sie mit dZg=^dz nnd integriere iiber die Kurve li„ vc 

bis znm Punkte Ug. Man erbalt dann, indem man beachtet, dafi fur jede 

+ + 


scMedene ganze Zahl w J' 0ld2g=O ist, daB dagegen J" s~^ds!g= — 27ti ist, 

Jiff 

P 

iff 

und weiter aus dieser die Gleichung: 


(!■) 


/ WdW-&J^x, (±) g i7,- 

X .' 7 ' 


Aufstellung der allgememen Fundamentalforrael. 


Funktioia F von ^ in den Punkten n, nncl m„ zukominen, mit IPT" 
Gleiclinng: ' 


( 2 .) 


0 


2.|i” & n'll; - s.f irf. 


und es ist jetzt noch das auf ihrer rechten Seite stehende Integral aus: 
erhalt man aber, wenn man IF diirch die miter (E.) angeschriebene. d: 
ftii jeden Punkt der Integrationsknrv^e /i„ darstellende Reilie ersetzt und 


unter Beachtung des oben uber das Integral ^’‘ads^ Bemerkten ausfnlirt, 

(8.) = 2. a„/l„ (1) ^ + g, ± 0^2 , 1 i 


\ n(j 

l^rr 


Addiert man jetzt die Gleichungen (1.), (2.), (3.), so erhalt man die Glei 


(4.) 


/ (±) wli - 1 sj, (hi)- - _ m 


und schlieBlich, indem man die ersten beiden auf ihrer rechten Seite 
drticke mit Hilfe der Relationen: 


(>“ fj, - (>“ t). + K- Tr..+ 2-i2. 


reduziert und durch den ihm entsprechenden schon frilher aufgeste 
ersetzt, die Gleichung: 


+ 

, . /* - . ^ f.i = mQ 

(6.) / WdW= 27i«S„bF;„^- 27t^S„S„- 2jTi(S^Coo-£„0 - 

V = 1 ' 


'Oft 


Damit ist aber auch ausgewertet; denn man erhalt durch Addition 
letzten Gleichung ftir a = 1, 2, - • s hervorgehenden Gleichungen unmitte 


0=1 


G-l 


w — „ — „ „ — _ o = %(. i = m(j 

271*2’ (SoCoo-SoCj -2^2” 2 

o =± u = l 


Hi Ck on -Pitt* T T nc/i-Txmnnnn Ckn A n mPTi nnn in 
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(F.) 


Fmitlameiitalformel. 

f wdw=^'^ (4M.+ Iv) ©,.} +S®,.(e;+ C+ • • • ^-C) 

9l 

+ (S.„+ + 2 J - £ J„ 


(T = l 


rr = l 


fT = s _ a~s(.i=m0 __ 

271^ ^ fS/rC/rn 2 ( 7 ^( to ) 

a=l (J = l =1 


2 . 

Der auf cler recMen Seite der soeben gewonnenen Formel hinter clem ersten 
Summenzeichen stebende, dem Index v entsprechende Aiisclruck: 

= I^Mr - BM,. - (IM. + %) e,. 

reduziert sich in dem Palle, wo A,., B,. ein uneigentliches Paktorenpaar, also A„=-l, 
B„=l und folglicb ®„ = 0 ist, auf den einfacberen Ausclruck 21,.^,,— clem 
Palle dagegen, wo A^., B,, ein eigentlicbes Palctorenpaar ist, kann dem in Rede stebenden 
Ausdruck anf folgende Weise eine fur die spatere Verwendimg der Formel geeignetere 
Gestalt gegeben werden. 

Man beachte, daB in dem Palle, wo A^, B„ ein eigentlicbes Paktorenpaar ist, 
also A,„ B, nicbt beide den Wert 1 besitzen, die GroBenpaare 21,., 25,,; W,,, 25„ mit den 
GroBen beziehungsweise durcb die im vorbergebenden Artikel unter (S'.) auf- 

geftlbrten Gleicbungen: 

(s;,.) ( 1 - 5 ,.) 2i„ - (1-^.,) a = , (1 - 5 „) i„ - (1- A) E = C 

verknupft sind, und daB ein jedes diesen Gleicbungen gentigende Grdfiensystem 21, „ 95„, 
^,,, wenn man unter 5,„ 1)„ die im vorliegenden Palle stets von Null verscbiedenen 
GrSBen: 

5„ = 2 - At,, - 5,„ 5„ = 2 - A - 5„ 

versteht, in die durcb die Gleicbungen: 

2l,= ^ + (l-At„)Z;, 1,,= |+(1-At„)5,„ 

- 5^ + {1-B:)K, a= - -1+ (1-B,)K 

V JDy 

bestimmte Form bei passender Wabl der Konstanten jS), A gebracht werden kann. 


Aufstellung der allgemelnen Fundanientalformel. 
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Fiihrt man nun mit Hilfe dieser Gleicliungen die GruBen Jf,, X in den init 6, be- 
zeichneten Ausdruck ein, so erhalt man: 



2-D„D, 


a 




2D,A 




und man gelan^ so scliliefilich, wenn man noch an Stelle der Konstanten K,, A' neue 
Konstanten £,,, vermittels der Gleichungen 




2nD, 


einfdhrt, zu der Gleichung: 




Das so erbaltene Resultat lafit sich nun in folgender Weise aussprechen: 

„Brin(jt man in dem Falls, wo A,, B,. ein eigentliclies Faldoreyqjaar ist, die den 
Bedingungen (S^,.) geniigenden GrojSen St,,, $8,,, St„ in die durch die Gleicltungoi : 





+ (1 — A,i) 






A„.b„ ~ 

2D.A- 

-A,, JS|, 


(5, + (l-A.,)X, % = 




iestimmte F'orm und fulirt diese AusdrUcke in den ersten mit hezeichneten Aitsdmck ein, 
so erhalt man die Gleichung: 


AM, - BMy - (X33. + Sl„) - S.X - Y 


3 . 

Die in der Pundamentalformel vorkommenden, zu der Zahl a gehorigen Kon- 
stanten c,o, . • •, • • •, treten ihrer Definition gemafi als Koeffizienten 

von Potenzreilien auf; es bestehen namlich auf Grand der Gleichungen (K.) des Art, 1 
fur einen beliebigen dem Gebiet des Punktes angehorigen Punkt ^ die Daistellungen. 

1 ^ J 1 2 


X(?) In ^ -h ^ + ^ + • • • + + ••••’ 

wobei ftir n = 1, 2, • • •, 2 n = g[ + l, s X:a (? ** 0 ) > 
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also 'Q^a„ + t'a, und nacli friilierem der Fall nicht ausgeschlossen ist, dafi die GroBen 
2, 2 teilweise oder auch samtlich den Wert Null besitzen. Infolgedessen kann man 
die Konstanten c„„, «>o, durch die Werte, welcke die nach t„ genommenen Derivierten 

der vorlier fiir einen beliebigen deni Gebiet des Puuktes cT„ angehorigen Punkt 'Q deiinierten 
Funktiouen fur den Punkt cP„ oder, was dasselbe, fiir = 0 besitzen, aus- 

drticken. Es ergibt sick namlicb unmittelbar: 



- 1 (FF„{t)\ 

cr==l,2,...,5, 

V dt‘‘ /o’ 

iK, A’ 

n = 2, 3,..., 


wobei der augebangte Index 0 andeuten soil, daB der Grenzwert der zwischen den runden 
Klanimern stehenden Derivierten ftlr lim = 0 zu nelimen ist. Unterscheidet man 
jetzt den Pall, wo o eine Zabl aus der Keike 1, 2, • • •, g- ist, von dem Fall, wo o eine 
Zakl aus der Reike g’ + 1, ^ + 2, • • •, s ist, so kann man in den eben gewonnenen 
Formeln, auf Grund der vorker fur die beiden Palle angefuhrten, zwiscken ^ und 
bestehendeii Beziehung, die GroBe ^ durch die GroBe ausdrtlcken, also 


fur 0 = 1, 2, 3, •••, 2 
ftlr 0 - = g + 1, -f- 2, • 

itzen, und man erhi 
far a = 1, 2, 3, • • •, g 

fur (7 = g + l, (/ + 2, s |c„„ 





(d'^F,M 


d’‘FA£a''<’)\ 

Iv clt'!, ^ 

L V A’ 


\ d£'‘ , 

K \ 

K, Jo’ 

\ ( d'‘F„(l:]'^ 

II 

] 

(FFM 

^ == ( 

d'A7,,{a„+& 

U dt;; y 

'o V dS‘‘ 

1 » 

0 

\ dC . 

'^0 ^ 

ds;; ■ 

danii schlieBlich 





Ic 


/I 

_ 1 

''F„(.S^ 

""if 

^^071 

V (K Jo 




A’ 

\c -i- 

/F‘FM, + &\ 

/i 

1 /r 

F„{a„- 

F&')\ 

\ "" n ! 

V dlf‘ Jo’ 

^an 

- n\ \ 


A' 


w=l,2,3, ... 


w = • 


AN HANG. 


I. 

Zur Integration der gleiclizeitigen Differentialgleichnngen 

Ctt G V d ll dv 

dx d cy ex' 


II 

Beweis zweier Satze der Fanctionentheorie. 

III 

UeLer ein Randintegral. 

IV. 

Znr Integration der Differentialgleichnng 

d^U , 3^ __ Q 
OX' ' dy~ 


VON 

FRIEDRICH PRYM. 


ABDRUCK AUS DEK ^JOURNAL PUR DIE REME UND ANGEWANDTE MATHEMATIK*^ 




Erste AbEandlung. 

Zur Integration der gleiclizeitigen Differentialgleichungen 

g U c v dit 0 y 

cx by oy cx 


Journal fiir die reine unci angewanclte Matliematik, Bd. 70, Seite 354 — 362. 


Mit der Integration des olngen Systems von Difierentialgleichungen, unter 
Zugrundelegung von charakteristisclien Grenz- und Unstetigkeitsbedinguugen, beschaftigen 
sich die beiden Arbeiten von Riemann: „Gnmdlagen fiir dne ((llrjemeine Theorie der 
Functionen einer verunderliclien complcxen Grasse 1851"' und „Theorie der AbelscJien Fiinc- 
tionen 1857“. Die in der erstern Arbeit begonnenen Untersucliungen uber die Integration 
des obigen Systems bat Eiemunn in der zweiten Arbeit ausgedebnt auf eine allentbalben 
j^blattrige, znsammenbangende, imbegrenzte, gescblossene Flache T mit einer endlichen 
Anzabl beliebig gelegener Yerzweigungspunkte, aus der mit Htllfe von Querschnitten 
eine einfacb znsammenbangende Flacbe T' gebildet wird. Als ein grossartiges Resultat 
dieser letzteren Untersucbungen ergab sicb die Erkenntniss, dass zu jeder grapbiscb 
willkilrlicb gewablten Flacbe T immer eine Grnppe sogenannter ^I6e?scber, in der Flacbe 
T' Oder T” (s. w. u. art. 2) einwertbiger Integrale existirt, und ferner, dass eben diese 
yl&efacben Integrale solcbe Functionen u + vi von x und y sind, dass dieselben durcb 
die Bedingung, den obigen Dififerentialgleicbungen zu gentlgen, und durcb passend ge- 
wablte, yon einander unabbangige Grenz- und Unstetigkeitsbedinguugen vollstandig 
bestimmt werden k5nnen. 

Nacb diesen Entdeckungen Biemanns lag es nahe, einen weitern Fortscbritt in 
der Functionenlehre von der Theorie der partiellen Differentialgleichungen aus, als dem 
Centrum der bisberigen Untersucbungen, zu erwarten. Gelange es, das obige System 
unter Zugrundelegung neuer cbarakteristiscber Grenzbedingungen zu integriren, so wurde 
das Eesultat die Entdeckung und die Erkenntniss neuer Gruppen von Functionen der 

complexen Variable x + yi sein. Dass dieser Versucb bis jetzt nicbt gemacbt wurde, 

26 * 
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mag theilweise wohl seineu Grund haben in gewissen, der jangsten Zeit angehorigen 
Bestrebungen, die einfachen, weil natnrgemassen Methoden Eiemanns durch complicirte, 
vielfachen Ausnahmefallen unterworfene, algebraische zu ersetzen. Dadurch traten andere 
Probleme in den Vordergrund, die von der urspriingliclien, von Biemann eingeschlagenen 
Richtung nur zu frilbe abznlenken geeignet waren. Bin Versuch von Boch in der 
Arbeit: „De theoremate quodcm circa functiones ahelianas 18()3“: die obigen Differential- 
gleichuugen unter Pixirung neuer Grenzbedingungen zn behandeln, muss als verfehlt 
betrachtet werden, da namentlicb noth-wendige Relationen zwischen den in die Grenz- 
bedingungen einzufuhrenden Constanten ilberselien wurden: doch lasst sich aucb dieser 
Fall noch mit Htllfe der von Biemann geschaffenen Methoden vollstilndig behandeln. 

Betrachtet man nun genauer die bis jetzt bekannten Falle, in denen es gelungen 
ist, das obige S^'-stem von Difierentialgleichungen zu integriren, vso erkennt man leicht, 
dass in jedem dieser Falle die Grenzbedingungen so gewahlt sind, dass die Losung der 
Aufgabe von der Integration einer einzigen partiellen Dilferentialgleichung, der Gleichung 
— = abhangig gemacht werden kann, und dass diese Erscheinung darin ihren 
Grund hat, dass die Grenzbedingungen u allein enthalten. In Polge dessen erscheint 
die Function u fhr sich bestimmbar, und nachdem ti gefunden, laBt sich in jedem 
Falle die zugehOrige Function v durch ein enifaches, u enthaltendes Integral ausdrilcken. 
Man erkennt weiter, dass es umnbglich ist, auf diese einfache Form das Problem 
zu reduciren, wenn die Grenzbedingungen u und v untrennbar enthalten, und auch, 
dass die von Biemann angewandten Methoden fiir die Behandlung soldier Falle nicht 
mehr ausreichen. 

Mehrjahrige Untersuchungen auf dein Gebiete der Functionenlehre, die jetzt 
vollstandig abgeschlossen vor mir liegen und in ihrer Gesainmtheit in kurzer Zeit ver- 
offentlicht werden sollen, haben mich nun in den Stand gesetzt, unter Anwendung neuer 
Methoden das obige System von Differentialgleichungen auch in solchen Fallen zu 
integriren, wo die Grenzbedingungen u und v untrennbar enthalten. Die folgende kurze 
Notiz hat den Zweck, vorlhufig nur ein Resultat dieser meiner Untersuchungen zur 
allgemeinen Kenntniss zu bringen, das mir aus dein Grunde schon jetzt einer Mit- 
theilung nicht unwerth erscheint, weil es zeigt, dass die, zu jeder Flilche T existirenden 
sogenannten Al&efechen Integrale, deren Verhalten an der Begrenzung der aus T zu 
bildenden Flache T’ oder T" dadurch charakterisirt ist, dass sie, in T' oder T" ein- 
werthig, beim Ueberschreiten der Querschnitte urn Constante, Periodicitatsmodulen ge- 
nannt, zunehmen, nur specielle Falle sind aus einer grossen Klasse allgemeinerer 
Functionen u + vi der complexen Yariable x + yi, die ebenfalls wie die sogenannten 
M&eZschen Integrale, in T' oder T" einwerthig, durch von einander unabhangige Grenz- 
und Unstetigkeitsbedingungen vollstandig bestimmt werden konnen, und deren Verhalten 
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an der Begrenzung der Flache T' oder T" sich kurz daliin charakterisiren Ifisst. 
dass sie beim Ueberscbreiteu der Qnersclinitte in lineare Ausdrflcke von sicb selbst 
iibergeben. 


1 . 

Die complexe G-rosse z = 0 : yi deuke man sich nach der Goifs-sschen Metlnide 
vertreten durch den Punkt einer unbegrenzten, im Uneudlichen gesclilossenen Ebene, 
dessen rechtwinklige Coordinaten x, y sind. In dieser ^-Ebene denke man sich eine 
allenthalben Jifach ausgebreitete, unbegrenzte, im Unendlichen als geschlossen zu be- 
trachtende, zusammenhangende Flache T mit einer endlichen Anzahl beliebig gelegener 
Verzweigungspunkte graphisch willktlrlich angenommen. Einem jeden Punkte der 
Flache T entspricht dann ein und nur ein Werthepaar a:, ?/; iimgekehrt aber eutsprechen 
jedem Werthepaare x, y im allgemeineii n ilbereinanderliegende Punkte der Flache T, 
und zwar einer in jedem Blatte. 1st w die Anzahl cler einfachen Verzweigungspunkte 
dieser wblattrigen, unbegrenzten, geschlossenen Flache, -f 1 die Zahl, die den Zusammen- 
hang der Flhche angiebt, so hat man stets ■»’ = 2(ji + « — 1), = — 2»+2 (cf. Mie- 

mann A. F. 7'. pag. 29). Der specielle Fall iv = 2n — 2, = 0 bleibe im Folgenden aus- 

geschlossen. Die2jj + 1 fach zusammenhangende Flache Tkann dann auf die verschiedensten 
Weisen durch 2^ Querschnitte in eine einfach zusammenhangende Flache T' zerlegt 
werden. Als die, fur die weiteren Betrachtungen passendste Zerschneidung hat sich die 
folgende ergeben. 

Man zerlege zunachst in der Weise, wie es Eiemami (A. F. 19. pag. 43) angegeben, 
die Flache T in eine einfach zusammenhangende durch ein, mit all seinen Theilen im 
Endlichen liegendes Schnittnetz, welches aus p Paaren von zwei, in einem und dem- 
selben Punkte anfangenden und endenden Schnitten 61; • • •; ft,.; • • •; Uj,, besteht 

und aus p-1 Schnitten Cj, c^, • ■ Cp_i, welche die einzelnen Paare in der Weise ver- 
binden, dass allgemein c,. von einem Punkte von nach einem Punkte von geht. 
Betrachtet man die beiden Seiten eines jeden Schnittes a, h, c als zur Begrenzung der, 
durch diese Zerschneidung aus T entstandenen einfach zusammenhangenden Flache 
gehdrig, so besteht diese Begrenzung aus einem Stiicke, und dieselbe -nird positiv durch- 
laufen, wenn dabei in jedem Punkte die Eichtung des Fortschreitens zu der Richtung 
der nach clem Innern des anstossenden Flachenteiles ziehbaren Normale in derselben 
Beziehung steht wie die Richtung der X-Axe zur Richtung der T-Axe. Diese Richtung 
markire man langs der Begrenzung durch Pfeile. Bei den Schnitten a, b unterscheide 
man eine positive und negative Seite, und zwar wahle man die Bezeichnung so, dass 
man, auf der positiven Seite von a, in der Richtung der Pfeile (ohne Rucksicht auf 
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den etwa einmunclenden Sclinitt c,_i) sich fortbewegend, von der negativen Seite von \ 
auf die positive Seite von gefiilirt wird: und folglich, auf der positiven Seite von &„ 
in der Ricbtung der Pfeile (ohne Rticksicht auf den etwa eimnlindenden Schnitt c,,) sich 
fortbewegend, von der positiven Seite von a„ auf die negative Seite von a,, gelangt. 
Dies ist stets ausfuhrbar, und man kann immer, entweder bei a,, oder bei &„ zuerst die 
Bezeichnung willkiirlich wahlen. 

Man nehme dann die p — 1 Schnitte e^, c^, • • •, c^_i weg und ersetze sie durch j? 
neue Schnittlinieu c^, c^, ■■ ■, Cp, die man von einem willkiirlich gewilhlten, im Endlichen 
liegenden Punkte n der Flache in der Weise zieht, dass allgemein c„ vom Punkte n 
nach dem gemeinschaftlichen Aufangs- und Eiidpunkte der Schnitte h,. filhrt und dort 
auf der positiven Seite von a,, wie von milndet. Die Linie c„ soli wilhrend ihres 
Laufes weder sich selbst, noch irgend eine andere der Linien a, h, c schneiden oder 
bertlhren. Beide Seiten eines Schnittes c„ betrachte man als zur Begrenzung gehorig, 
und bezeichne allgemein bei dem Schnitte vom Punkte n aus gesehen, die rechte 
Seite als positive, die linke als negative. Bei dieser Art der Bezeichnung filhrt ein 
Durchlaufen des, von den bei den Seiten der Schnitte a,, und h,. gebildeten Theiles der 
Begrenzung in der Richtung der Pfeile stets von der negativen Seite des Schnittes c,, 
auf die positive Seite von c,,. Die Schnitte a, h bilden dann mit diesen Schnitten 
Cj, Cg, • • •, Cp auch ein Schnittnetz, welches die 2j9-|-lfach zusammenhangende Flache T 
in eine einfach zusammenhangende Flkche zerlegt. Diese Art der Zerschneidung soil 
den folgenden Betrachtungen zu Grunde gelegt, und die dadurch aus T eutstehende, 
von den beiden Seiten der Schnitte a, h, c begrenzte, einfach zusammenhangende Flache 
fortan als Flache T' bezeichnet werden. Es erscheint nicht ilberflussig, zu bemerken, 
dass man dieses neue Schnittnetz aus dem ursprtlnglichen auch durch einfache Dehnungen 
der Schnitte Ci, Cj, • • •, c^_i, verbunden mit Verschiebungen ihrer Milndungspunkte auf 
den Schnitten a, h erhalten kann. 


3 . 

In der Flache T fixire man beliebig r Punkte Sj, • • •, • • •, e,., und bilde aus 

der Flache T' eine neue Flache, indem man von dem frilher angenommenen Punkte n, 
in welchem die sammtlichen Schnitte c zusammenstossen, durch das Innere der Flache T' 
r, einander und auch sich selbst nicht schneidende Linien I nach den r Punkten e zieht, 
allgemein nach die Linie l^. Eine jede solche Linie fasse man als einen Schnitt 
in der Flache T' auf, und bezeichne, vom Punkte n aus gesehen, die rechte Seite eines 
solchen Schnittes als positive, die linke als negative. Die auf diese Weise, durch Ein- 
fahrung der r Schnitte I aus der Flache T' entstehende, von den beiden Seiten der 
Schnitte a, h, c, I begrenzte, einfach zusammenhangende Flache bezeichne man als 
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Flache T". In der Begi-enzung dieser Fiilclie T" uenne man entsprechende Punkte 
xlberhaupt je zwei, denen dasselbe Coord inatenpaar jc, y zukouiuit. und die sicli nor 
dadui’cb nnterscheiden, dass der eine auf der positiven, der andere auf der negativen 
Seite eines Schnittes a, b, c oder I liegt. 

Bezeichnet man die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes in Bezug auf 
das gewahlte Axensystem durcli x^, y^, setzt x^,+ yj=^z,„ und versteht unter ent- 

X 

weder den Ausdruck s — oder den Ausdruck (z — z,,)' , oder den Ausdruck — , oder 

X 

endlicb. den Ausdruck , jenackdem der Punkt e,, entweder im Endlicheu liegt und 

kein Verzweigungspunkt ist, oder im Endlichen liegt und ein j/ — 1 faclier Yerzweigungs- 
punkt ist, Oder im Unendliclien liegt und kein Verzweigungspunkt ist, oder endlich im 
Unendlichen liegt und ein y — ifacher Verzweigungspunkt ist: so wird in der Um- 
gebung des Punktes eine einwertbige und stetige Function des Ortes sein, die im 
Punkte 8^ unendlicb klein von der ersten Ordnung (O'-j wird (B. A. F. pay. 17). Be- 
zeicbnet man dann ferner durcb einen endlichen Ausdruck von der Form 




wo L^, ••• willktirliche Constants bedeuten, die aucb tbeilweise den Weit Null 

baben konnen, so wird die Function m der TJmgebung des Punktes e^, w^emi z 

den Scbnitt nicbt tiberscbreitet, einwertbig sein. im Punkte unstetig werden in der, 
durcb den Ausdruck cp bestimmten Art, und in den Punkten auf der positiven Seite 
des, in die Umgebung des Punktes bineinfallenden Stbckes des Scbnittes Z,, um die 
Constants -2niL^ grosser sein als in den entsprechenden Punkten auf der negativen 
Seite. Einem jeden der r Punkte s^, ordne man nun eine solcbe Funktion zu, 

ohne damit etwa spater zu treffenden Bestimmungen uber die Constanten L vorzugreifen. 


3 . 

Nach diesen Vorbereitungen lasst sich das, in der Einleitung erwalmte Besultat 
folgendermassen aussprecben : 

„Niwmt man, den 2_p Schnitten d,., (?/ = 1, 2, • • •, jp) entspnechend , 2p constante 

Grossen A,., {v ^1,2, ■ ■ ■, p), die sammtlich denModidl besitzen, willkiirlich an: nennt, 
mit BucksicM auf Folgendes, A,., B,. ein Factorenpaar der ersten Art, wenn niclit beide 
Grossen A,,, B,. den Werth 1 Imben, dageyen ein Factorenpaar der zweiten Art, tvenn beide 
Grossen gleich 1 sind: nimmt ferner zu jedem Factorenpaare A,., B,. eine Chvsse J,. an: 
deren Werth beliebig gewdhlt werden darf, wenn A,., B, ein Factorenpaar der ersten Art ist, 
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deren Werth dagegen Null seiii soil, wenn A,, B, ein Factorenpaar der meiten Art ist: 
nimnit endlich, sooft fiir dnen Index v die drei Grossen A,,, B,., A, die Wertlie 1, 1, 0 resp. 
lidben, nocli eine vierte Grasse A', loillltiirlicli an, ^md legt den r, in den oben angenonimenen 
Ausdriieken cp^, cp^, ■ <p,. vorkommenden Constanten L^, L^, •••, B,. solclie Wertlie zu, dass 
der Gldclmng 

(> = 7 - V = p 

2ni_^ L^, =2 A„ 

() = 1 V = 1 

GenUge geleistet ivird, wahrend die Wertlie der nocli uhrigen Constanten in den Ausdriieken ip 
keinen Beschrdnkungen imterliegen sollen und vollstiindig willkiirlicli gewdhlt iverden mogen; 
so existirt zu der Fldclie T" immer eine coniplexe Function u + vi der Coordinaten x, y 
mit folgenden Eigenscliaften: 

1) Die Function u + vi ist eine in der Fldclie T" allentlialben einwertliige, und mit Aus- 

nulme der Funlcte s-^, s^, ■ ■ ■, e,. aucli stetige Function des Ortes oder Punktes x, y, die 

in der yanzen Fldclie T" den iJifferentialgleicliungen genilgt. 

2) Fiir die r Piinkte s^, s^, ■ • e,. wird diese Function der complexen VariaUe x + yi un- 

stetiy, und zwar allgemein fur den Punkt unstetig in der, durcli den Ausdruck 

angeyebenen Art, so dass die Bifferenz {u+vi) — cp„{r^ fur den Punkt s^, stetig bleibt. 

3) Die Wertlie von u + vi in je zwei entspreclienden Punkten auf der positiven und nega- 
tiven Seite der, von den bciden Seiten der Sclinitte a, b, c, I yebildeten Begrenzung der 
Fldclie T", die man durcli (tilvi)'^ und (ii-\-vi)~ bezeicline, sind in der Weise ver- 
kniipft, dass allgemein 

Idngs a„ [{u-\-viy =■« A„ (u + vi)" A„ , 

Idngs ( {u vi)^' = B,. (w + vif -f- B'„, 
hangs c^ \^(u “f- viy ~ (u vi'^ "j- A,, , 

Idngs If, [(u -|- viy == (u vi)~ — 27tiL ^ , 

fiir V ^1,2, ■ ■ p; q = 1,2, ■ ■ ■, r; wobei zwisclien den bp Constanten A,., B,., A„, A[, 

B'„ (v = 1,2, p) die p Relationen 

A, = B',.{A,.~1) ~ A[{B- 1) 
fiir V = 1,2, • ■ -, p stattfinden. 

4) Burch die bis jetzt erwdlmten Eigenscliaften (immer mit Biicksiclit auf die vorher ge- 
machten Annalimen, ivonach also die Wertlie der sdmmtliclien Constanten A, B, A, L, 
IP\ E^\ ■ ■ • festgelegt sind, und ausserdem nocli die Wertlie all der Constanten A'„ die 
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zti Indices v geliorcn, fur die A,, B,., = 1, \.0 respj isf die I'unction u-ri'l ids 

auf cine udditice iriUkuiiiche Constante lesibundr 
Man l')emerke, class die jc +• 1 Relationen; 


(j = r v=p 

r=:l 


4 - B', (. 4 . - 1 ; - A, (B,~ Ij: 




die zwisclien den 5j; + r, in den Grenzbeclingungeu 3) auftretenden Constanten statt- 
finden, nicht den Charakter von Beschrknkungen liaben, sondern aus der Einwerthigkeit 
der Function u-r vi allein scbon nothwendig folgen. Sind alle Factorenpaare A,, B^ 
von der zweiten Art, so ergiebt sick (cf. B. A. F. 3. pag. 19). Das unter 4) 

enthaltene Resultat lasst sich aucb folgendermassen ansspreclien : 

„Fine in der Flaclie T' (die die Sclinitte I nicht enfhdltj aUentludhen einu'ertliige 
und stetige Function -u + vi der complexen Variahle x + yi, dercn Werthe in Je zirei enf- 
spreclienden Pimkten auf der positircn und negutiven Seite der, ron den heiden Seiten der 
Sdmitte a, h, c gehildeten Begrenzung der Fldche T' in der JVeise rerknilpft sind, dass cdl- 
gemein (fur v = 1,2, • ■ p) 

lungs + t' i)+ = A,(u + rij- + A',. , 

Icings h , { (« + = B„ (u + of)- B) , 

lungs c,. { (u + v i)'*' = (up vi)~, 


ist immer eine Constante, ivenn nur die 2p Grossen A,, B„ sdmmtlich den Modul 1 hesitzen, 
und ferner von den 2p ubrigen Constanten A',, B\. all die Constanten A',., die zu Indices v 
gehoren, fur die gleichzeitig 4,.= 1; B,.= l ist, den WeB Null hahen.“ 

Durch diese Resultate meiner Untersuchungen erscbeint nun auch die Theorie 
dieser uierkwurdigen transceudenten Functionen u + vi auf eine, von der Ausdrucksfomi 
unabhangige, keinen Ausnahmefallen unterworfene Grundlage gestutzt. Nennt man von 
den unzablig vielen Functionen u p vi der complexen Variable x + yi, deren Existenz 
ini Yorigen ausgesprocben wurde, zu derselben Gruppe gehorig alle diejenigen, fur die 
die 2p Constanten A„, B, dieselben sind, und bezeicbnet eine solche Gruppe durcb das 

Symbol Ot' '' , Gruppencbarakteristik genannt, so erkennt man sofort, dass die 
Gesammtheit der, zu der Flache T gehorigen sogenannten ^fteZscben Integrale die 
Gruppe ’i) bildet. Diese specielle, von Biemann untersuchte Gruppe nimmt zu 

den dbrigen Gruppen gleichsam eine Ausnahmestellung dadurcb ein, dass von den zu 
ihr gelibrigen allentbalben endlichen Functionen eine jede sich durch je p specielle 
dieser Functionen, die linearunabhangig sind, linear ausdrhcken lasst (B. A. F. 4. pag. 20), 
wahrend von den, zu irgend einer andern Gruppe gehorigen allenthalben endlichen 
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Functiouen + vi eine jede sicli sclion durch je - 1 specielle dieser Functionen, die 
linea.runabhangig sind, linear ausdriicken lasst. 

Bs existirt noch eine zweite grosse Klasse von Functionen U + Vi der com- 
j)lexen Variable x + yi, die, in T oder T" einwertliig, nur in den Punkten unstetig 
werden wie Functionen (r„) und beiin Uebersclireiten der Quersclinitte in lineare Aus- 
driicke von sich selbst ubergeben. Sie untersclieiden sich von den vorher betrachtetexi 
Functionen u + vi wesentlich dadurch, dass fi'ir sie die Gonstauten A,., B,. nicht 
sammtlicli den Modul 1 besitzen, und dass sie in Folge dessen nicbt wie die Functionen 
u + vi durch von einander unabhangige Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen allein be- 
stinamt werden konnen. Alle diese noch tibrigen Functiouen U + Vi sind in der Form 

darstellbar, wobei J eine allenthalben endlicbe Function der Gruppe be- 

deutet, u -Yvi eine der vorher betracbteten Functionen, und G eine Constante. Meine 
in der Einleitung erwabnte, demnilcbst erscheinende Arbeit, auf die icb wegen weiterer 
Ausfubrungen bier verweisen muss , entbalt die vollstandige Tbeorie sowobl der 
Functionen u-\-vi wie der Functionen U+Vi: eine Tbeorie, dadurch beinerkenswertb, 
dass aus ihr die Haupteigenscbaften der durch Quotienten von i9--Functionen darstell- 
baren Gebilde (vergl. meine Arbeit: „Ztir Tlieorie der Functionen in einer meihldttrigen 
Fldclie, Zurich 1866.“) unabhangig voni Ausdrucke, ohne also die Kenutniss der i9-Function 
vorauszusetzen, abgeleitet w'^erden konnen. Schliesslich bemerke ich noch, dass einige 
meiner hierhergehorigen Methoden und Resultate durch meine sich regelmassig wieder- 
holenden Voiiesungen uber Functionentheorie schon in den Besitz meiner Schhler dber- 
gegangen sind. 

Wtirzburg, im Sommer 1869. 


Zweite Abliandlimg. 

Beweis zweier Siitze der Functionentlieorie. 


Journal fur die reine und angewandte Mathematik , Bd. 71, Seite 223—236. 


1 . 

Man nelime eine + i facli zusammenhangeude Flache T unci zerlege dieselbe 

genau in der Weise, wie art. 1 meiner Arbeit in Bd. 70, Heft 4 dieses Journals es an- 
giebt, in eine einfach zusammenbangende Flache T' durch p Schnittpaare a,., I,, und 
durch p, von clemselben Punkte n ausgehende Scbnittlinien c^, c,, •••, Cp. Die dort an- 
gewandten Bezeichnungen und getroffenen Bestimmungen lasse man ungeandert bestehen 
und fiige die folgenden neu hinzu. Den gemeinsamen Mimdungspunkt der drei Schnitte 
a,., i,., c,. bezeichne man fdnffach als p^, q,., r,., s„, t,., jenachdem man sich in deni einen 
Oder andem der fiiuf, von den drei Scbnitten dort gebildeten Winkelraume befindet. 
Den gemeinsamen Mtindungspunkt der q) Schnitte c bezeichne man (unter Wegnahme 
des Buchstaben n ohne Index) ji-fach als n^, ■■ ■, Ttj,, 
und zwar als tt,,, wenn man sich auf der positiven 
Seite des Schnittes c,, befindet. Ausserdem treffe man, 
lediglich der einfachern Bezeichnung spater wegen, 
die Bestimmung, dass die p Schnitte c so gezogen 
seien, dass man, um den gemeinsamen Milnclungs- 
punkt derselben umgekehrt wie der Zeiger einer 
Uhr herumgehend, die Schnitte c successive in der 
Reihenfolge c^, •••, Cp uberschreitet. Die neben- 
stehende Figur veranschaulicht eine mogliche Art der 
Bezeichnung. 

Fill- die Begrenzung der Flache T , die von 
den beiden Seiten der Schnitte a,h, c gebildet wird. 
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sei gegeben (z. B. in Folge graphisclxer Annalime) eine liings der ganzen Begrenzung 
einwertliige unci stetige Function f cles Ortes oder Punlctes in cler Begrenzung, deren 
Werte nin je zwei entsprecbenden Punlcten auf der positiven und negativen Seite cler 
Begrenzung, die man durch unci f~ bezel chne, in cler Weise verlcniipft sein sollen, 
class allgemein ftir v = 1, 2, • • •, 

langs «.,,{/'+ = AJ‘~ + Xi. 

((?.) langs = B, f- + B\. , 

liings c,[f^ =^f~ + J,, 

wobei die bp Grossen A„ B,„ A'., B'„ A,, constante Wertbe baben sollen. Die Frage ist 
clann, ob die der Function f auferlegte Bedingung, langs der Begrenzung einwerthig 
und stetig zu sein, niit beliebigen Werthen cler bp Gonstanten vertrilglich ist, oder ob 
dieselbe nothwenclige Eelationen zwischen diesen Gonstanten zur Folge hat. 

Bezeichnet man den Werth, den die Function f in irgend einein Punkte j3 cler 
Begrenznng hat, durch und wenclet die Gleichungen {G) zunilchst auf die Milndungs- 
stelle der clrei Schnitte a,, b,, c, an, so ei;gebeu sich mit Eiicksicht auf die Figur die 
folgenclen Gleichungen 

1) 4= + X , 2) 4 = x/;,, + B',., 

3) 4 X4 ”1” X= A^BJp^ + + A,, , 

4) 4 = -h B: = A,.BJ^„ + B,X + X, 

5) fs, = ftX 

Aus den Gleichungen 3) und 4) folgt durch Subtraction 

4-4=X,(X-i)-X(4-i), 

wahrend aus der Gleichung 5) die Differenz derselben Functionswerthe sich gleich A, 
ergiebt. Man hat also fur v = 1,2, ■ ■ ■, p: 

A„ = B’„ (X— 1) ~ X {B„~ 1) . 

Wenclet man ebenso die Gleichungen (G^.) auf die Munclungsstelle der p Schnitte c an, 
so erhalt man die p Gleichungen 

4 fn„~ Ax, 4 fn,~ A^, ■ • fnp_i fitp~ Ap_x, f,tp 4 X” 

und durch Addition dieser sammtlichen p Gleichungen 

r 
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Man hat so das Resultat, dass wenn eine langs der gaiizen Begrenzuiig der 
Flache T emwerthige und stetige Function f des Ortes oiler Punktes in der Be- 
gienzung gegeben vorliegt, deren TV erthe /~ und /’” in je zwei entsprechenden Be- 
gienzungspiinkten durch Gleicbungen von der Fonn ( G-.j verkniijjft sind, dann zwisciien 
den 52) Constanten A,., A^, B'„ notb-wendig die 1 Eelatioiieu 

2’^= 0, 4.= B[.(A,~ 1) - J'JB- li, 0 = 1,2... .p) 

stattfinden. Lage an Stelle der Flache T die iin art. 2 der ol^en citirten Arbeit ge- 
bildete Flache £ vor , so dass im Puukte n noch r Linien I,, mundeten , niid ware 
dann langs l^: f^=f -~2niL^, wahrend f im Punktes,, und in dessen Umgebiing sich 
wie eine Function veidiielte, so wurde, unter Festhaltung der ubrigen, der Function f 

auferlegten Bedingungen, an Stelle der ersten Gleichung unter (Cr.j die neue 

v — p fj~r 

treten, wahrend die ubrigen jj Gleicbungen unter (G'.) ungeandert l)liel)en. Es folgt 
dies unmittelbar, wenn man in derselben Weise wie vorber operirt; aucb erkennt man 
leicbt, dass cliese Resultate unabbangig sind von der Ordnung, in der die Scbnitte c 
und I um ibren gemeinsamen Milndungspunkt berum auf einander folgen. 


2 . 


Eine complexe Function u + vi der Coordinaten x, y sei definirt durch die 
folgen den Bedingungen: 

1) In der ganzen Flache T' soil sie eine allentbalben einwertbige und stetige 
Function des Ortes oder Punktes x, y sein und den Differentialgleichungen 


du dv du 

doc dy ’ dy 


genugen. 


2) Ibre Werthe in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten sollen in der Weise 
verknupft sein, dass allgemein fur v = 1, 2, •••,!> 


ay[{u^viy A,{u + vi) 

ISiUgs viy — B^ (u-{- -(- B^. , 

langs c„ { (tt + viy = (w + vi)~. 

Ueber die 4^ Constanten A^, B^, A[, B'^ sei Folgendes festgesetzt. Die 2p 
Grossen A^, B, sollen sammtlicb den Modul 1 besitzen, im bbrigen aber will- 
kbrlich gewablt sein. All’ die Constanten A'„ die zu Indices v gehoren, far 
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die gleichzeitig A,.= l, .^,= 1 gewah.lt ist, sollen den Werth Null haben. In 
Betrefif der Werthe der noch ilbrigen Constanten sei nichts festgesetzt; aus 
dem vorigen Artikel weiss man, dass in Folge der Bedingungen 1) in diesem 
Falle zwischen den Constanten immer die Relationen 

1) = A',{B,~1), 0=1, 2. 

stattfinden mhssen, weil sonst die Bedingungen 1) und 2) schon von vorn- 
herein nicht vertraglich waren. 

Dass nun diese Definition in sich selbst keinen Widersprucli enthalt , dass die auf- 
gestellten Bedingungen vertraglich sind, dass uberhaupt Gebilde existiren, die 

die erwahnten Eigenschaften besitzen, leuchtet unmittelbar ein, wenn man flbeiiegt, 
dass jede beliebige Constante c als Function u + vi mit den erwahnten Eigenschaften 
betrachtet werden kann; es erhalt dann aI.'. den Werth (1 B',. den Werth (1 — 5 „) c . 
Jede Constante gehOrt also zu den oben definirten Functionen; dass uragekehrt auch 
jede solche Function in der ganzen Fhlche T' denselben Werth hat, also eine Constante 
ist, soli jetzt bewiesen werden. 

Zu dem Ende betrachte man das Integral 


ausgedehnt flber die ganze Flache T . In Folge der Bedingungen 1) hat dieses Integral 
einen bestimmten Werth, und zwar stellt dasselbe, wenn man von dem Factor 2i ab- 
sieht, den Inhalt der Flache dar, welche die Gesammtheit der Werthe, die w = u-\-vi 
innerhalb T' annimmt, auf einer JF-Ebene reprasentirt. In Folge der Differential- 
gleichungen, denen u und v gentigen, lafit sich II auch schreiben 


n 


-//(■ 


du dv 
dx dy 


du dv 
dy dx 




dv du 
dx dy 


dv du 
dy dx 


fjdxdy . 


Nach bekannten Methoden folgt nun; 



wobei die rechts stehenden Integrale in positiver (durch die Pfeile markirter) Richtung 
durch die ganze Begrenzung B der Flache T' zu erstrecken sind. Es bezeichnen dabei 
also du und dv die Aenderungen, die u und v erleiden, wenn man von einem Punkte x, y 
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der Begrenzung zu einem, in der Richtung der Pfeile deni Punkte x, y benachbarten 
Begrenzungspunkte x + dx, y -f- dy libergeht. Fuhrt man nun diese Randiutegrale ein, 
so folgt 

+ 

i7 = i j (udv — vd U ) , 

und addirt man zu dieser Gleicbung die Gleicbung 

0=y (;udu->rvdv), 

R 

deren Ricbtigkeit einlenchtet, da u und v, und folglicb auch ibre Quadrate beim Durcli- 
laufen der ganzen Begrenzung als einwertliige und stetige Functionen wieder zu ibren 
Anfangswertben, mit denen man ausging, zurdckkebren, so erbillt man endlicb 

n = J {u~vi)d(tt + vi). 

R 

Bei der Integration durcb die ganze Begrenzung It wird langs jedes Schnittes 
a, 1), c zweimal integrirt, einmal auf der positiven, das andere Mai auf der negativen 
Seite, und zwar ist die Ricbtung der Integration auf der negativen Seite bestandig ent- 
gegengesetzt der Ricbtung der Integration in den entsprecbenden Tbeilen auf der 
positiven Seite. Kebrt man also bei dem tlber die negative Seite der Begrenzung zu 
erstreckenden Integrate, unter Anwendung des negativen Vorzeicbens, die Integrations- 
ordnung urn, so erbalt dieses Integral in alien Tbeilen dieselbe Integi'ationsrichtung, 
wie das uber die positive Seite zu erstreckende sie besitzt, und durcb Zusammenfassen 
je zweier entsprecbender Elemente der beiden Integrate ergiebt .sicb 

v=P X 

n=^ I {(m — viyd(u + viy — (u — vi)~d(u + viy } , 

wobei jetzt das hinter dem Summenzeicben stebende Integral einmal flber die positive 
Seite eines jeden der drei Scbnitte a,,, b,., c„ von Anfang bis zu Ende in der Richtung 
der Pfeile auszudebnen ist, wabrend (u-viy, (u-vi)- die Wertbe der Function u-vi 
in zwei entsprecbenden Begrenzungspunkten, und d(u + viy, d(u + vt)~ die Aenderungen 
bezeicbnen, die (u-\-viy und (u-\-viy gleicbzeitig erleiden, wenn man auf einem der 
Scbnitte in der Ricbtung, die die Pfeile auf der positiven Seite desselben baben, sicb 
fortbewegt. 

Bezeicbnet man die zu einer complexen Zahl g ^ m + ni conjugirte Zabl m — ni 
durcb g, wobei dann gg = (mod. gy, berttcksicbtigt ferner , dass in Folge der Qber die 
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GrOssen gemachten Annahmen dann allgemeiii = 1 , 1 ist, so ergeben 

sicli fur die Begrenzung die folgenden Gleicbungen: 


l(;u-V'iy = A,(u — vi)~ + A',, d(;u-{-vif=^A,d(^ii + v'i) , 
1 H.n ct 

* — v ifd («( + i.’ ij+ = (ii — V i)~ d (•« + V'i)~ + A', d (u + V iy; 

( (u — viy = B, (it — viy A B\., d (it + viy = B,.d {u + w i)", 
langs - - 

|(^^ — viyd (it + •/;■»)+ == (it — viy d {u + vi) + B,. d (u + viy; 

[ (it — V iy = (« — V iy, d [u + V 'ty = cl (u -H V iy, 
liings cA 

[ (u — viy d (■«(. + y -i)'*' = (it — vi) d (u + vt) . 


Entnimint man aus diesen Gleicbungen die Wertlie der unter dem letzten Integral- 
zeicben vorkommenden Differenzen, ausgedriickt durch d(itAvi)'^ allein, und fubrt die- 
selben in das Integral ein, so zeigt sick, dass die auf die Linien c bezilglicben Theile 
des Integrals samintlich verscliwinden, und es wird 


n =2^ { A) J d (« + viy + B\. J cl (u + viy } 


Ein Durchlaufen der ganzen positiven Seite des Schnittes a, in der Eichtung 
der Pfeile Mirt nun, mit Eilcksicht auf die Figur, vom Punkte q, zum Punkte s„, 
wahrend ein Durchlaufen der ganzen positiven Seite des Schnittes &„ in der Eichtung 
der Pfeile vom Punkte t,. zum Punkte r,, fiilirt. Bezeichnet man also den Werth der 
Function u + vi in irgend einem Punkte /? der Begrenzung abgektirzt durch y, so er- 
giebt sich 

I ' S= 1 


und die vier in diesem Ansdrucke vorkommenden, dem Index v entsprechenden Punctions- 
werthe sind in Polge der Grenzbedingungeu 2) mit dem Werthe der Function tt + vi 
im Punkte qj,. durch die Gleicbungen 


/!„ = -^vfr„ P A„ == A,,Byfj,^ + A,,B„ + A,,, 
/;„ = B,.y^A b: = A,.B,y^ A b,a:. -h b: 


verkndpft. Aus diesen Gleicbungen folgt weiter: 

u - n. = (B- 1) /;, + ab: , ^ - k = b,. (i - jy l - bj: , 

< fJ + K fy = [bx (1 - A,) - a„a:. (i - b,)] /;„ + - bxx • 
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Auf dei lechteu Seite der letzteii Jjleicliuiig ist der Coefficient von gleich Xull, 
denn deiselbe ist auch gleich 1) — Ij], und der hier in der eckigen 

Klainniei stehende Ausdruck hat denTVei’th Xull, da er aus deni, den Werth Xull be- 
sitzenden Ausdrucke 1) — A,, (IB,,— 1) hervorgeht, indem man darin an Stelle von 

i die Zahl - i schreibt. Man erhalt also schliesslich 

- B,M^a: } . 

r = l 

Die eineni bestimmten Index v entsprechendeii Grossen A,., B, sind iiur der Be- 
dingung unterworfen, Zahlen mit dem Modal 1 zu sein, ausserdeni sind mit ihnen die 
demselben Index v entsprechenden Grossen A',,, J?; durch die Eelation 

W E:(A.,-1) = a:(B.-1) 

verknQpft. In Bezug auf die Werthe von A,., B, unterscheide man die folgenden \’ier, 
alle Mogiichkeiten umfassenden Falle: 

I) A,, und B,, seieu lieide von 1 verschieden; dann foigt aus den beiden 
Gleichungen 

e; {A- 1) = a: {b- 1) , a; (b,- i) = b: (a - 1) , 

indem das Product der linken Seiten gleich ist dem Producte der rechten, 

(A- 1) (B„- 1) a; b: - (A - 1) (B - 1) b: a; = 0 , 

und aus dieser letzten Gleichung durch Division mit der in diesem Falle von Null 
verschiedenen Grosse: — (A,,— 1)(B,,— 1): 

A,.A!,.Bl — B^B',Al — 0 . 

II) A„ sei gleich 1, B„ von 1 vei'schieden; dann liefert die Eelation (B.): A', = 0, 
folglich ist dann auch Al = 0 und A„A',B' — B„B(A'„ = 0. 

III) A,, sei von 1 verschieden, B„ gleich 1; dann liefert die Eelation (B.): B'. = 0, 
folglich ist dann auch B(, = 0 und A„A(B(, — B,B',, A' = 0. 

IV) A„ und B„ seien beide gleich 1. In Folge der ursprilnglichen Grenzbedin- 
gungen 2) hat in diesem Falle A' den Werth Null, folglich ist auch A'„ = 0 imd 

a,a:b: - b,^,a; = 0. 

Es zeigt sich also, dass das irgend einem Index v (v = 1, 2, ■■■, j)) entsprechende 
Glied der letzten Summe, die U darstellt, immer den Werth Null besitzt, und dass 
folglich unter den gestellten Bedingungen das Integral 77 selbst den Werth Null erhalt. 
77 kann aber, da es in seiner ursprunglichen Gestalt, wenn man von dem Factor 2i 
absieht, ein Integral mit immer positiven Elementen ist, nur dann Null sein, wenn 
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jedes Element fiir sicli den Wertli Null hat. Ans 77= 0 folgt demnach fiir die gauze 
Flache T: 1^ = 0, |^ = 0, und mit Bertlcksiclitigung der Differentialgleichungen sub 1) 

atich = 0, = 0, allgemein zu reden, so dass die Punkte, fur die diese vier Difife- 

rentialquotienten moglicher Weise nicht Null waren, keiiieii auch noch so kleinen 
Plachentheil stetig erftillen konnen. Die Function u + vi hat also, soweit sie in T 
stetig ist, nothwendig einen constanten Werth, und da sie den Bedingungen 1) gemass 
in T' allenthalben stetig sein soli, in der ganzen Fklche T denselben Werth. Man 
hat so den schon froher ausgesprochenen 

Satz I. Eine in der Flcielie T allenthalben emwerfhige %md stetige Function u + vi 
der complexen Variable x + yi, deren Wertlie in je zivei entsprechenden PunJcten auf der 
positiven und negativen Seite der, von den heiden Selten der Schnitte a, b, c gchildeten Be- 
grenzung der Flache T' in der Weise verhiiipft sind, dass allgemein (fiir ?/ = l,2, ■■•,p) 

Idngs a, { (# + vi)^ = A,, (u + v i)~ + , 

Idngs b,,[[u + vi^ = + K > 

Idngs c„ { (u + vif' = (u + vi')~ + A > 

wdbei die 2p Grossen A,,, B,. sdmmtlich den, Modal 1 bositzcn, ist immer eine (Jonstante, 
wenn die p Grossen A,. Null sind und ferner von den 2p ilhrigen Constanten A'., B'„ all’ 
die Constanten A„ die zu Indices o' gehoren, fiir die gleichzeitig A,,---^ 1, 1 ist, ebenfalls 

den Werth Null haben. 

3 . 

Haben die 2p Constanten A,., B,, samintlich den Werth 1, so verwandelt sich 
der gefundene Satz in den folgenden s^ieciellen, fiir die 'I'heorie der Nictechen Integrate 
fnndamentalen Satz: 

„Eine in der Flache T' allenthalben cinwcrthige und stetigc Function w = u -j- vi der 
complexen Variable z = x yi, deren Werthe in je zioei entsprechemlen Begrenzungsp'unMen 
in der Weise verkniipft sind, dass allgemein 

Icings a„{w'^ = co~; Idngs b„[o}'^ -= o)~ B ',, ; Idngs c,, { co''' = co“ ; 

fiir V ^1,2, ■ ■ ■, p, wdbei es dahin gestellt bleibt, welche Werthe die p Constanten B\, be- 
sitzen, ist immer eine Constante.“ 

In anderer Fassung lasst sich dieser Satz aixch so aussprechen: 

„Verschwinden bei einem, zur Fldche T' gehorigen allenthalben endlichen Abelschen 
Integrate (z. B. durch Variation der linear in ihm entlialtenen ivilllcurlichen Constanten) die 
sdmmtlichen p Beriodicitdtsmoduln A'„ fur die Schnitte a,,, so verschwinden gleichzeitig auch 
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die sammtUchen p Periodicitatsmoduln B', fur die Schniffc h,, und das Integral selbsf reducirt 
sich atif eine Constante.“ 

Nur wenn man diesen. Satz zur Hillfe ninimt, lasst sich zeiiien, dass es immer 
moglich ist, ans p gegebeneu, zur Flache T' gehorigen liuearunabliiingigen allenthalben 
eudlicben yl&efecheii Integralen durch lineare Composition ein System 

von Integralen • • •, cUj, zu bilden, dadurch characterisirt, dass allgemein der 

Periodicitiitsmodul von co, ftir den Schnitt a,, den Werth ni, fur jeden der — 1 tibrigen 
Sebnitte a den Werth Null besitzt. Bezeichnet man namlich den Periodicitatsmodul 
von (xf“'' fur den Schnitt a,, (v = l,2,---,p) durch so wird es dann, aber auch nur 
dann moglich sein, die verlangten j; Integrale co^, w,,---, zu bilden, und zwar in 
der Form 

coi = Min + • • • + 

CO 2 = wigi p m.22 co^‘* + • • • + ni^p co'^\ 

cOp = nip 1 co® H + mppof^\ 

wenn es moglich ist, die p°^ Constanten m so zu bestimmen, dass die yo Sj^steme von 
je Gleichungen erfullt werden, die aus dem Systems 


• 0 = m^xAf' + + • ■ 

■Ani^pA^ff 

0 = ”1“ ■ * 

• + m,pA^i\ 

ni = + m,. 2 Af^ + • ■ 

■ ■ + 

0 = + ■ ■ 

■ + ■m^pA<f‘\ 


successive hervorgehen, wenn man daiin ftir v successive die Zahlen 1, 2, •••,p setzt 
und gleichzeitig ni in die liuke Seite der ersten, zweiten, •••,p Gleichung eiurdeken 
lasst, wahrend jedes Mai alle p-1 tibrigen linken Seiten den Werth Null haben. 
Bezeichnet man die Determinante der p" GrOssen A in dem oben stehenden Systems 
von p Gleichungen durch D, so wtirde ftir jedes v und f.i folgen 

ni dD 

sobald bewiesen ware, dass die Determinante D einen von Null verschiedenen Werth 
besitzt. Ohne diesen Nachweis*) hat die letzte Formel keinen Sinn. 

*) Vergleiche: „Vorlesv,ngen iiber Hiemann’s Theorie der Abelschen Integrale von Carl Neumann pag. 435.“ 
uud „Theorie der Abelschen Functionen von A. Clebsch und P. Cordan pag. 108.“ 
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Dass null unter alien Uuistanden cler Wert cler Detevmiuante JD von Null verschiedeii 
ist, lasst sicli niit Hulfe cles oben ausgesprocheneii Satzes wie folgt zeigen. Ware D = 0, 
so liessen sicli fill* die p Grossen ■ ■ ■, nKj, inimer p Werthe linden, die iiicbt 

sammtlicli Null, und die dem System e von p Gleicbiingen geniigen wtirclen, das ans 
dem Systeme {8^) entsteht, wenn aucli in die linke Seite der Gleichung 0 statt ni 
eingefiibrt wird. Der mit diesen Wertbeii gebildete Ausdruclt 

o),, = -\ + 

ware dann ein allenthalben endliclies Integral, das ftir allejn Sclinitte a den Periodicitats- 
modul Null besasse, und folglicb eine Coustante. Es existirte also zwisclien den 
p Functionen • • •, eine lineare Eelation mit constanten Coefficienten, was 

gegen die ursprungliche Voranssetzung, nach der diese p Functionen linearnnabhangig 
sein sollen, verstossen wtirde. Die Determinante IJ kann also nie Null sein, und folglicb 
ist die Bestimniung der p Functionen co^, co,j, • • co^ den aufgestellten Bedingungen 
gemass stets moglicb. 

Im Obigen ist der Satz mitenthalten, dass wenn a»®, • • •, irgend ein 
System znr Fliicbe T' gehoriger, allenthalben endlicher AhehcheY Integrale bezeichnet, 
und diese Integrale linearnnabhangig sind, dann auch immer gleiclizeitig die p Systeme 
zusammengehoriger Periodicitatsmoduln , die dem Integralsysteme filr die Sclinitte 
zukommen, linearnnabhangig sind. 


4. 


Eine complexe Function u + vi der Coordinaten x, y sei definirt durch die 
folgenden Bedingungen : 

1) In der ganzen Flache T' soil sie eine allenthalben einwerthige und stetige 
Function des Ortes oder Punktes x, y sein und den Differentialgleichungen 

du d'O du dv 

ox oy dy ox ^ ° 

2) Hire Werthe in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten sollen in der 
Weise verknupft sein, dass allgemein ftir v =^1,2, ■ • p\ 


langs a,,{(u + viy = A,.(u + vi)~ + A',, 
langs 1,, {(u + viy = B,,{u + viy + B\„ 
langs c„ {(u + viy == (u + viy + 4. » 

wobei ilber die 5p Constanten A,„ J5,„ Al, E'„ J,, Folgendes festgesetzt sei. 
Den 2p Grossen A^, B^ sollen bestimmte Zahlwerthe zugelegt sein, deren 
Quadrate sammtlich 1 sind, Filr das irgend einem Index v entsprechende 
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f actorenpaar A,., By ist also eines der vier Werthepaare (1, ! <, il. - 1;. < — 1, l i, 
(-1, -1) nach willkurlicher Wakl zulassig. Die reelleu Theile tier 2^ Constanten 
Ay, By sollen sammtlich Null sein, wahi’end tiber die rein imaginuren Theile 
dieser Gonstanten iiichts festgesetzt sei. Dass zwisclien den Cunstanten 
immer die p + 1 Relatiouen 

= jy^B'y(Ay-l)-A'y(By-l^, U = 1 , 2, • • ^ ^ 

r=l ' ' ‘ • 

als bestehend vorausgesetzt werden milssen, weiss man aus art. 1, iudem sonst 
die aufgestellten Bedingnngen keinenfalls vertraglich waren. 

Man erkeunt sofort, dass, wenu die 2p Grossen A,., B,. sammtlich den Werth 1 haben, 
jede willktlrliche Constante G = c + c^i, wenn die 2p Grossen dagegen nicht sammtlich 
den Werth 1 haben, jede rein imaginare Constante G=c^i als Function « -f lA mit den 
erwahnten Eigenschaften betrachtet werden kann; es erhalt dann A',, den Werth (1—A,)C, 
B'y den Werth (1 — B,)C, A,, den Werth Null. Dass umgekehrt auch jede Fuuktion u + in, 
die den oben aufgestellten Bedingnngen genilgt, in der ganzeu Fliiche T' denselben 
Werth hat, also eine Constante ist, soil jetzt bewiesen werden. 

Zu clem Ende betrachte man wieder das Integral 

ausgedehnt uber die ganze Flkche T'. Nach den schon in art. 2 angewandten Methoden 
und Schlussweisen erhalt man 

f udv=^ y’ [u'^clv'^ — u~dv~], 

R 1—1 la^,fbp,Cp]'^ 

wobei das bin ter clem Summenzeichen stehende Integral einmal tiber die positive Seite 
eines jeden der clrei Schnitte a,., by, c,, von Anfang bis zu Ende in der Richtung 
der Pfeile auszudehnen ist, wahrend u~ die Werthe der Function « in zwei ent- 
sprechenden Begrenzungspunkten, und dv"^, dv- die Aenderungen bezeichnen, die v* 
und v~ gleichzeitig erleiden, wenn man auf einem der Schnitte in der Richtung, die 
die Pfeile auf der positiven Seite desselben haben, sich fortbewegt. Berucksichtigt man 
nun, dass in Folge der Bedingnngen 2) die 2p Grossen A,., B,. stets reell sind, und dass 
in dem Falle aus der Relation z/„ = B'y(Ay—V) — 1) immer auch der reelle TheR 

von Jy sich gleich Null ergiebt, wenn, wie vorausgesetzt wurde, die reellen Theile von 
Ay, B’y Null sind, so ergeben sich fur = 2, •••,p die folgenden Gleichungen: 

langs ay[u^ ^ AyU~ , dv'^==Aydv~, 'uAdv'^^u dv ; 

langs hy['uA—ByU~, dv*=B,dv~, vAdv^ — u dv ; 

Itbngs Cy[vA — u~, dv^ ^ dv~ , ‘uAdv* = u dv . 
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Diese Grleichungen zeigen, class clas hinter clem Summenzeichen stehende Integral fur 
jeclen Index r den Wertli Null hat, indem seine sammtlichen Elemente verschwinden. 
In Folge dessen ist anch 77 selbst Null und. nach ahnlichen Schlttssen wie fruher, 
u + vi eine in der ganzen Plache T’ constante Ctrosse C=c-\-c^i, deren reeller Theil c 
innner Null sein muss, wenn nicht alle 2p Grossen A,., B,. den Wertli 1 haben, wahrend 
in alien Fallen der Wertli ihres rein iniaginaren Theiles aj clurch die aufgestellten 
Beclingungen in keiner Weise beeinflusst wird. Man hat so den folgenden 

Satz n. Mne in der Fl&clie T' allenilialhen einwertJiige und stetige Function u + vi 
der complexen Variable x + yi, deren Werthe in je mei entsprechenden Punkten auf der 
positiven wul negativen Seite der, von den heiden Seiten der Sclinitte a, b, c gehildeten Be- 
grensung der Fldclie T' in der Weise verknupft sind, dass allgemein fur v = 1,2, ■ ■ p: 

Idngs a, { (m + vi)'*' = A,{u -f- vff + N.'„ 

Ungs b„ [(u + viy = B,{u + V'i)~ + B',., 

Icings c,, { {u -|- viy = («« -{-viy + A,., 

wdbei die 2p Grossen A,,, B,. Zahlwertlie hesifmi, deren Quadrate sdmmtlicli 1 sind, ist 
immer eine Constante, uienn die reellen TJieile der 2p Constanten A[., B', und folglich auch 
die reellen Theile der p> Ccmstanten A„ sdmmtlicli den Wertli Null haben. 

Mit Hhlfe dieses Kesultates lasst sich aus dem, im art. 3 meiner litlhern Arbeit 
autgestellten Satze clurch einfache Auflbsung eines Systems linearer Grleichungen ein 
neuer Satz ableiten, der sich auf alle diejenigen Functionen u -\-vi bezieht, die zn 
Grruppen gehoren, deren Characteristiken aus nur reellen Grossen zusammengesetzt sind. 

Bs sind dies diejenigen Gruppen, deren Characteristiken aus clem Symbol 

hervorgehen, wenn man fur die A. und B nur reelle Grossen mit dem Modul 1 setzt. 
Da demnach fur jede der 2p Grossen A„, B,, sowohl die Zahl + 1 wie die Zahl — 1 
zulassig ist, so giebt es im Ganzen 2^^ soldier Gruppen. Der erwiihnte Satz, der speciell 
dem Gebiete der Functionen u + vi, die diesen 2^^ Gruppen angeliciren, eigenthtlmlich 
ist, insofern als ein analoger Satz ftlr die, den ftbrigen Gruppen angehorigen .Functionen 
u + vi nicht existirt, mag theilweise hier noch eine Stelle linden. Fur die allenthalben 
endlichen Functionen ausgesprochen, lautet er wie folgt: 

„Nimmt man, den 2p Schnitten a,., b,. (y’=l,2,---,p) entsprechend, ein System von 
2p Grossen A,., B„ [n = 1,2,-- ■,p), deren Quadrate sdmmtUch 1 sind, willkurlich an, wdMt 
ausserdem 2p reelle Grossen B[ ,, (i/ = l,2,---,p), deren Werthe nur der eimigen Bedingung 

(-K-) = o 
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zu geJwrcIien Jiaben und im uhrigen ganz beliehig angenomman iverden dUrfeU; so exist hi zu 
der FlcicJie T immer eine complexe Function n + vi der Coordinaten x. g mit folgendeyi 
Eigenscliaften: 

1) Die Function u vi ist eine in der Fluclie T' cdlenflialben tinivertldge und stefige 

Function des Ortes oder PunJctes x, die hi der ganzen FldcJie T' den Differential- 
gleicJmngen = = yemigt. 

2) Die Wertlie von u + vi in ge givei entspreclienden Punldeti auf tier posltiven und 
negativen Seite der, von den heiden Seiten der Sdtnitte a, h, c gebildeten Begrenmng 
der Flaclie T' sind in der Weise verlimipft, dass idlgemein fur j/ = 1, 2. • • •_. 

kings a„[{u + viy = A,(u-\-vtf + + iX,., 

Idngs b,, -|- viy = D,,(u + vt) -1- ^ + iBa^y, 

Icings c,. [ (u + viy = + vi)~ + r.* 

ioobei gwiscJien den 5p Gonstanten Ay, B,., Ay^ Ay. + iA^., B'y = By.+ iB', y, 
Ay = X,r ■ + «X,,, = die bekannten j; + 1 Relationen 

Ay= B'y[Ay — l) — A,.(B,.— l'), (^ = 1 , 2. ' ' ’ , J ) 

1 / 5 = 1 

stattfinden. 

8) Durch die bis jetst erwdJmten Bigenscliaften (immer mit liilcksicM auf die vorlier 
gemacMen Annahnen, wonach also das System der 2p Grossen Ay, B,. ficcirt ist, 
und ausserdem die reellen TJieile der 2p Gonstanten A(„ By der Relation (jS.) 
gemciss, im ubrigen aber toillhurlich angenommen sitid) ist die Function u -f I'i 
bestimmt bis auf eine additive Gonstante, die vollstdndig iriUJcurlicli bleibt, ivenn 
idle Ay, By den Wertli 1 Jiaben, die dagegen nur rein imaginar sein Jcann, wenn 
niclit alle A,., By den Werth 1 besifgen.“ 

Ftir die allenthalben endlichen Functionen der Gruppe (I’l’. ..|i) diesen 
Satz zuerst Riemann (A. F. 4. pag. 20) ausgesprocFen. 

DUren, iin September 1869. 


Dritte Abliandlung. 

Ueber ein Randintegral. 


Journal fur die xeine und angewandte Matliematik, Band 71, Seite 305 — 315. 


Eine Menge wiclitiger Eigenschafteu, die den von mir in Bd. 70, Heft 4 dieses 
Journals aufgestellten Functionen u + vi zukominen, kann, nachdein zuvor bestimmte 
einfachste Formen dieser Functionen als Norinalformen fixirt sind, erhalten werden 
durch die Betrachtung einer gevvissen Art von Eandintegralen. Um bei spateren Mit- 
tbeilungen nicbt immer wieder von neueni specielle Falle dieser Randintegrale be- 
trachten zu mttssen, soil bier fur dieselben die allgenieinste Form gegeben und be- 
bandelt werden. 


1 . 

Gegeben sei eine Flacbe T" von abnlicber Beschaffenbeit wie die in art. 1. und 2. 
meiner eben erwabnten Arbeit gebildete Flacbe T". Die p Scbnitte c und die r nacb 
den r Punkten e fbbrenden Scbnitte I seien so gezogen, dass dieselben in der Ordnung 
Ca, • • •, Cp, li, Zg, • • •, aufeinanderfolgen, wenn man ibren gemeinsamen Mtindungs- 
punkt positiv (d. b. umgekebrt wie der Zeiger einer Uhr) uinkreist. Die in den er- 
wabnten Artikeln getrolfenen Bestiminungen und gewablten Bezeicbnungen lasse man 
sammtlicb ungeandert besteben, und fiige die folgenden neu binzu. Den gemeinsamen 
Mtindungspunkt der drei Scbnitte a,., c, bezeicbne man ftlnffacb als ju,„ q,., r,„ s„, t,., 
jenacbdem man sicb in dem einen oder andern der funf, von den drei Scbnitten dort 
gebildeten Winkelraume befindet. Den gemeinsamen Mtindungspunkt der p Scbnitte c 
und der r Scbnitte I bezeicbne man p + rfacb als tIj, ■ ■ ■, Xi, X^, • • •, X^, und zwar 
als 7r,„ wenn man sicb auf der positiven Seite des Scbnittes c,., als X^, wenn man sicb 
auf der positiven Seite des Scbnittes befindet. Man scbeide dann die sammtlicben 
r Punkte Si, Sg, • • •, ‘e,. durcb r Curven li aus der Flacbe T" aus, allgemein den Punkt 
durcb eine, weder sicb selbst nocb irgend eine der r — 1 tlbrigen Curven /c scbneidende 
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Cuiv6 diG mail von GiiiGm Punkte ant dor iiGgativGii Soito des Schnittes durcli 

diG FlSiChe T uin don Punkt hGruin bis zu deni, dem Punkte eiitsprecheiidGn 
Punkte auf tier positiven Seite von zieht. Der Punkt unci die Gestalt der 
Curve seien zunachst so gewahlt, dass dieselbe, weun s„ ein Verzweigungspunkt ist, 
keinen weitern Verzweigungspunkt der Flache T", dass dieselbe dagegen, vreim s,, kein 
Verzweigungsj)imkt ist, tiberhaupt keinen Verzweigungsj^unkt init deni Punkte s zu- 
sammen einscMiesst: nnd ferner so, dass wenn der Punkt ini Endlichen liegt, die 
Punkte der Curve alle denselben Abstand voin Punkte a,,, wenn dagegen der Punkt 
im Unendlichen liegt, die Punkte der Curve Jc^ alle denselben Abstand vom Punkte 
0 = 0 habeu. Diesen Annalimen geinass wire! also die Curve A-,,, wenn a„ ein i' — Ifacher 
Verzweigungspunkt ist, sich v-msA. kreisformig urn den Punkt winden mtlssen, uni 
vom Punkte a,, zum Punkte zu gelangen, dagegen nur eimnal, weun e^, kein Ver- 
zweigungspunkt ist. Bei der Curve A, nenne man die dem Punkte zugewandte Seite 
die innere, die andere die aussere, nnd das, durcb cliese Curve aus der Placbe T” aus- 
geschiedene, den Punkt a^, entbaltende Plachenstdck 
die Umgebiing des Punktes a^. Denjenigen Theil 
des Schnittes l^, der sich von dem gemeinsamen 
Mimclungspunkte aller Schnitte c nnd I his an die 
Curve erstreckt, nenne man Die neue Flache, 
die aus der Flache T" durch Ausscheidung der r 
Punkte a vermittelst der Cnrven k entsteht, und 
die ebenfalls einfach zusamnienhangend ist, bezeichne 
man als Flache T*. Derselben fehlen Flachentheile, 
die der T" angehSren. Ihre Begrenzung wird ge- 
bildet von den beiden Seiten der Schnitte a, b, c, I' 
und von den ausseren Seiten der Cnrven k Langs 
dieser Begrenzung niarkire man die positive Kichtung 
des Durchlaufens durch Pfeile. Man bemerke, dass 
dabei die aus T" ausgeschiedenen, nicht zu T* ge- 
hdrigen Flachentheile, oder, was dasselbe, die Punkte a negativ umlaufen werden. 
Die nebenstehende Figur veranschaulicht eine solche Flache T*. 

Zugleich mit der ursprflnglichen Flache T" seien gegeben zwei Functionen 
der complexen Variable 0 = x + yh die eine, co' die andere, mit folgenden Eigen- 
schaften. Mit Ausnahme der r Punkte a sollen die Funktionen in der ganzen iibrigen 
Flache T" allenthalben einwerthig und stetig sein. In dem Punkte (^ = 1, 2, • • r) 
sollen w und (o unstetig werden, und zwar in der, durch endliche AusdrOcke von 
der Form 



P-B, I. 
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^ H + , 

9>p (^p) = -^p ^p + -^pi ^ ^ + -^c. "p 7^ ’ 

resp. characterisirbaren Art, so class die Differenzeia (o~(p^(f^ imd lo'—cp'^^r^ fttr den 
Punkt stetig bleiben. In diesen Ansdrilcken bezeicbnen die L und U Constante, 
und ganze Zablen; hat die im art. 2. meiner erwahnten Arbeit angegebene 
Bedentung, und es muss fur den Pall, class e^, ein y — Ifacher Verzweigungspnnkt ist, 
noch der Werth von in einem Punkte der Uingebung von festgesetzt sein (was 
auf V Weisen geschehen kann), dann ist ftir die ganze Uingebung von einwerthig 
bestimmt. Die Werthe von cu, oJ in je zwei entsprechenden Punkten auf der positiven 
und negativen Seite der, von den beiden Seiten der Schnitte a, h, c, I gebildeten Be- 
grenzung der Plache T" , die man durch co’*' und co“, co'"*" und cw'“ bezeichne, sollen in 

!,•••, r\ 


m 


langs a„ { ct»+ = A,.co~ + J!,„ 
langs &,, { CO+ = S^o}~ + B'„ 
langs = CO" + J,„ 
langs Zp {«>■*■ = CO” — 2mL^, 


-=1,2, 


•,p 

; ? = 


Ay 

t— 

(D 

+ A.„, 

Cjo'^ == 

By 

00 " 

+ b:, 


t. 

(X) 

■ + 

Ay , 

= 

r. 

(JO 

“ 

2niL[ 


wobei die A, A, A', A", B, B, B', B", A, A' Constante bezeichnen, und die 2jp Products 
A^Ay, ByB„ (r = l,2, sainmtlich den Werth 1 besitzen sollen. Punctionen co, to 

init diesen Eigenschaften kann man, nebenbei bemerkt, in unbegrenzter Anzahl erhalten 
durch Integration von in T' einwerthigen Punctionen der Yariable 0 , die fhr eine end- 
liche Anzahl von Punkten in T' unendlich von angebbarer Ordnung werclen und beim 
Ueberschreiten der Schnitte a, I constante Pactoren annehmen. Der speciellere Pall, wo 
ein Unstetigkeitspunkt von co nicht auch zugleich ein Unstetigkeitspunkt von co' ist, 
Oder wo eine der Punctionen oder auch beide allenthalben endlich sind, ist in dem 
obigen allgemeinen Palle mitenthalten, insofern als fur jede der Constanten L, L' in 
den Ausdrucken cp, tp, ohne Stoning der weiteren Entwicklungen, auch der Werth Null 
zulassig ist. 

Aus den bis jetzt erwahnten Eigenschaften der Punctionen co, co' ergeben sich 
durch bekannte Schlusse die folgenden als secundare. Zwischen den, in die Grenz- 
gleichungen ((?.) eintretenden Constanten existiren nothwendig (vergl. ni. Arbeit Bd. 71, 
Heft 3, art. 1) die 2p -{-2 Relationen 
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(a'.) 


V=p Q=r 

2 A.- 

V = 1 =: 1 





{t = 1,2, •••,/!. 


Da die Differenzen co in clem Piinkte a,, stetig siiid und beiiii Deber- 

sclireiten des Schnittes uiigeaiidert Ideiben, so habeii dieselben, wenn man sie fur die 
Umgebung des Punktes als Functiouen von betrachtet, bis zu eiueni endlicben 
Modul von den Character einwerthiger tind stetiger Puuctionen der complexen Variable 
'Q — r^. Setzt man also fOr die Umgebimg des Punktes (dem immer der Werth -ry— 0 
entspricht) 

" - fjPf W = V'? (^p). - (p^ (^v) = 

so lassen sich die Fnnctionen ip, yl bis zu einem endlicben Modul von darstellen 
durch Reihen von der Form 


H ^ 

W = 4 o + + Cfsi + 43’e + • • •’ 

wobei die c, d Constante bezeichnen. Nach den uber die Curve Z;,, vorher getrofFenen 
Bestimmimgen kann man dieselbe als mit all iliren Theilen in dem Cebiete liegend 
ansehen, fur das die obigen Reihenentwicklungen gelten. Es werden also co und co' in 
dem, durch die Curve aus T” ausgeschiedenen Flachenstilcke und auch noch auf der 
Begrenzung desselben dargestellt durch • 

" = (%) + ^p 

w'obei 9, (p , ip, ip die aufgestellten Eeihen bezeichnen. 

Nach diesen Vorbereitungen betrachte man das Integral 

+ 

J — J' coded, 

R 

ausgedehnt in positiver Richtung durch die ganze, aus den beiden Seiten der Schnitte 
a, b, c, I' und den ausseren Seiten der Curven k bestehende Begrenzung B der Flache T*. 
Da die Functiouen co, co' in der Flache T* allenthalben einwerthig und stetig sind, in- 
dem diese Flache die r Punkte e nicht mehr enthalt, so hat nach bekanntem Satze 
das obige Integral, ausgedehnt uber die ganze Begrenzung dieser Flache, den Werth 
Null. Dasselbe ist aber auch gleich der Summe der Integrale, die erhalten werden, 
wenn man der Reihe nach Uber die einzelnen Begrenzungstheile integrirt. Die Aus- 
filhrung dieser Integration liefert zwischen den Constanten, die das Verhalten der beiden 
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Fuiictioueu co, co' an der Eegrenzung von T" unci in den Unstetigkeitspunkten s ckaracte- 
risiren, eine merkwurdige Eelation, deren Herleitung der Zweck der vorliegenden 
Arbeit ist. 


2 . 

Das Integral J kann man zunachst in zwei Integrale und zerlegen, von 
denen das erste sich auf das System der Schnitte a, h, c, das zweite sick auf das System 
der Schnitte 1! und der Curven h bezieht. Das Integral kann weiter als Suinme 
von einfacheren Integralen E,. ( 7 ^ = 1, 2, • • •,p) aufgefasst werden, von denen das dem 
Index V entsprecbende in der Richtung der Pfeile uber den Theil der Begrenzung der 
Flache T* zu erstrecken ist, der von den beiclai Seiten der drei Schnitte a,., h,., 0,. ge- 
bildet wird. Das Integral dagegen kann als Suinine von r einfacheren Integralen T^, 
(^ = 1, 2 , • • •, r) betrachtet werden, von denen das clem Index ^ entsprechencle in der 
Richtung der Pfeile iiber den Theil der Begrenzung der Flilche T* zu erstrecken ist, 
der von den beiclen Seiten cles Schnittes t und von der aussern Seite der Curve k. 
gebilclet wircl. Da ferner bei der Ausfilhrung des Integrals S,. hangs jedes der drei 
Schnitte cj,, c„ zweiinal integrirt wircl, eimnal auf der positiven, das anclere Mai auf 
der negative!! Seite, und die Richtung der Integration auf der negativen Seite immer 
genau entgegengesetzt ist der Richtung der Integration in den entsprechenden Theilen 
auf der positiven Seite, so kann man die beiden, auf die positive und negative Seite 
beziiglichen Theile von 8,, durch Zusamnienfassen corresponclirender Elemente in ein 
einziges Integral vereinigen, das nur tlber die positive Seite zu erstrecken ist. Die- 
selbe Betrachtung ist anwendbar auf clenjenigen Theil von I'„ der sich auf die beiden 
Seiten des Schnittes l'^ bezieht; man erhiilt so schliesslich: 

0 = J;d- J,, 

r—p r — p + 

( {ui'du}''' - (o''d(o~], 

r = l r = l + 

f [ca^dca"" — (o~do}~] -f f(ado3~\, 

wobei also jetzt das Integral 

8,,= J* [u)^d(o^ — o}~d(o'~] 

einmal hber die positive Seite eines jeden der drei Schnitte c, von Anfang bis 
zu Ende in der Richtung der Pfeile zu erstrecken ist, und ebenso das, als Theil von 
auftretende Integral 
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f‘[co'''d oj'+ — or d o }~ } 

V 

einmal flber die positive Seite des Sclinittes von Anfang bis zu Ende in der Eichtung 
der Pfeile zu erstrecken ist, walirend zugleich or die Wertbe der Function w in 
zwei entsprechenclen Begrenzungspunkten, dco'^, do)~ die Aenderungen bezeichnen, die 
ca'+ unci u)'- gleicbzeitig erleiden, wenn man auf eiiiem der Scbnitte a,, b, , c, oder in 
der EicMung, die die Pfeile auf der positiveu Seite desselben haben, sick bn-tbewegt. 
Das Integral S,, soil zunachst bereclinet werden. 

Aus den, unter [G.) anfgestellten Grenzbedingungen ergeben sich, mit Beruck- 
sichtigung der Gleichungen A,A„=1, die folgenden Eelationen; 

langs a,.[d(o''^ = A,da>'-, w-(Zco'" + A[.doj^, 

langs b,.{do)'-^ = BAo)'-, w+doA = ordoj'- + B',d(o'^, 
langs c^[daji''^ = d(n~, oo^do}'^ = oj~ do}~ + Aydod^. 

Entnimmt man aus diesen Gleichungen die Wertbe der Differ enzen 

A^doj '^ — o}~dco'~j, 

ausgedriickt durch (?«>'+ allein, unci fuhrt dieselben in das Integral S,. ein, so folgt: 

+ + 

S = A'yfdo}'+ + By f + Ay 

k K 

Ein Durchlaufen der ganzen positiven Seite des Schnittes a,, in der Eichtung der Pfeile 
ftihrt nun, mit Etlcksicht auf die Figur, vom Punkte q,. zum Punkte s,., ein Durch- 
laufen der ganzen positiven Seite des Schnittes b, in der Eichtung der Pfeile vom 
Punkte ty zum Punkte r,,, endlich ein Durchlaufen der ganzen positiven Seite des 
Schnittes c„ in der Eichtung der Pfeile vom Punkte s, zum Punkte tt,. Bezeichnet man 
also den Werth der Function lo in irgencl einem Punkte der Begrenzung abgekiirzt 
durch cdjj, so ergiebt sich 

Sy = A'y {w[- co'j + e; co;j + 4 («j», O- 

In Folge der Grenzbedingungen (G.) sincl die Werthe der Function w' in den 
vier Punkten r,, ty mit dem Werthe der Function m' im Punkte Py verknupft 
durch die Gleichungen 

0}^^= AyO}k+ (Oyy=^ 

£»'^= AyO}yy+ All = AyBy(Ok+ Ay B y -p Ay , 

= By(Og^^ + B'l = AyByOikA B y All d" By 



* 
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Piilirfc man diese Ausdrilcke in die letzte Pormel filr S,. ein, so wird 


S,. = Aoi,+ A,A:jb:- hXX- AXX'r + A:) + [B\.BX-X ~ AIAX-X) - A,B,.4,] co;^ , 


nnd man erhalt so schliesslich, indem man benicksichtigt, dass den Kelationen (G^'.) zu- 
folge der Coefficient von co^_, auf der rechten Seite dieser (ileichnng den Werth Null 
hat, fiir den Werth des Integrals S,. den Ausdruck 


*s;= AX+ AXb: - bxX - AXX + <)• 


Der von co' freie Theil dieses Ansdrnckes soli im Folgenden abgektlrzt durch C,, be- 
zeichnet werden. 


3 . 

Im Vorigen bezeichnete T^, den Ausdruck 

+ -|- 
Tq=J [(o'^clo}''"— cx)~do}~] + ^ coda)'. 

Was das erste Integral rechts betrifft, so hat man langs nnd folgiich auch 
langs Z' {co'^= CO" — 27TijLj, dad* = da)'~, a)*dad* == a)~dad~ — ^niL^dad*. 

Da ferner ein Durchlaufen der ganzen positiven Seite des Schnittes Z', in der Eichtung 
der Pfeile, mit Rixcksicht auf die Figur, vom Punkte znm Punkte fuhrt, so er- 
giebt sich der Werth des in Rede stehenden Integrals 

4 - + 

^ { a)*dad* — a)~dad ~ } == — dad* ~ — '‘IniL^, {a)\ — 

V 

Was das zw^eite, in dein obigen Ansdrucke fur vorkommende Integral betrifft, 
so werden den fi'Qher getroflenen Bestimmnngen zufolge die Functionen to, ad auf der 
Curve li^, ■fiber die dieses Integral von bis x^, zu erstrecken ist, dargestellt durch 
die Grleichungen 

" = % (Tq) + (^c) > (^0 + W > 

wobei y', yd^ die im art. 1 aufgestellten Reihen bezeichnen. Man hat also, unter 
Anwendung einer abgekiirzten Bezeichnungsweise, so lange als dadurch kein Irrthum 
zu befilrchten steht. 


+ T. t t 



Da die Funktionen yj^, yd^ von z in dem, durch die Curve Zc^ vollstandig be- 
grenzten, den Punkt enthaltenden Flachensttlcke einwerthige und stetige Functionen 


223 


Ueber ein Eandintegral. 


des Orfces oder Punktes sind, so hat das dritte der rechts stehenden Integrate den 
Werth Null. Fhr die, unter den beiden anderen Integralzeichen vorkoininendeu Producte 
von Functionen erhalt man umnittelbar die folgenden, ebenfalls fur die gauze Curve J:., 
convergenteii Entwicklungen 



)-™P + «(>■*■ 1 0 1 2 ^ i' "V 3 ' 

4- A,, 3?'® 4 . 


wobei die Coefficienten M uud N sainmtlich endliche Aggregate der, in den Keihen 
fill ip, cp , yj, yj als Coefficienten aufti'etenden Constanten L, U, c, c sind, und specie!! 
die beiden Coefficienten und Nf-'^ die Werthe 




+ 3ip3 c^g 4 \- 

+ 2i^3C^2 + -1 f- 


besitzen. Die ebenfalls hier auftretenden Grossen m,„ sind die in den Ansdracken 
(p, cp als Exponenten vorkommenden ganzen Zahlen. Multiplicirt man nun die ol)en 
aufgestellten Eeihen mit clr^ und integrirt sie fiber die Curve von a bis t, so folgt 


a “ a “ 

't t 






denn es sind die unbestimmten Integrate alter fibrigen Glieder der obigen, nocb mit dr^ 
multiplicirten Eeihen in der Umgebung des Punktes einwerthige Functionen des Ortes, 
die beim Dnrchlaufen der CuiTe Ic^ von o bis r im Bndpunkte r denselben Werth 
wieder annehmen, den sie im Anfangspunkte o besitzen, und es haben folglich die 
bestimmten Integrate dieser Glieder von a bis r erstreckt sammtlich den Werth Null. 
Fasst man die gewonnenen Eesultate • zusammen , so ergiebt sich 

-f. -r 

( 2 .) fM-Ljlnr,^dr^ + (M« + N«) f 

Durch [f]l bezeichne man die Differenz f,-f, der Werthe, die irgend ein, in 
die eckige Klammer eingesckriebener Atisdruck f in den Punkten r und a hat. Aus 
der (jleichung (2.) folgt dann, indem man auf das erste Integral rechts das Verfahren 
der theilweisen Integration anwendet, imd das zweite Integral rechts ausfuhrt, 
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+ * 

(3.) f(odco'^ [X, co' In r, + In rjj - lJco’ ^ • 

Setzt man hier filv den mit dr^ multiplicirten Quotienten der GrSssen co' und die 
betrefFende KeihenentwicMung, so liefert die Integration derselben 




X 





indem die, zwiscben den Grenzen a und r genommenen Integrale aller librigen Glieder 
der Reihe verscbwinden. Fiibrt man den gefundenen Werth in (3.) ein, und setzt 

= - X,c;„ + = - JV'’), 

so folgt 

H- 

(4.) J (odw ^ ~ '’V ” T Aj ^ ?]„’ 


und hieraus ergiebt sich nacb einfacber Reduction, unter Beriicksiclitigung der Gleicliungen 


endlich 

(5.) 


p« rj, = [In -\-2ni, co',^ = + 27 T«’X' , 

+ 

X* ta f?cw' — — 2niL^,a)[^ — 2ni{M^ — iV^,) + 27i^L^lJ^. 


Setzt man nun fflr die beiden Integrale, deren Sumine ol)en mit bezeiclniet 
wurde, die gefundenen Wertlie ein, so erhalt man schliesslich : 

1\, = - 27TiX^ca; - 2ni{M^-N^) + 27r^X,X;. 


4 . 

Pilbrt man in die Gleicbung des art. 2. 


0 = + 

V = 1 ( 1=1 

iin Stelle von S,, und 2' die gefundenen Werthe ein, so ergiebt sicb 


0 =’J’a - 2nf:^{M^-N;) + 27e'2L,L\ - 2ni'2L,w\ . 

r = l ^ = 1 () = 1 i'=l (1 = 1 




^t=r 


r 




Die in diesem Ausdrucke noch vorkommenden Werthe der Funktion oj fiir die j? + r 
Punkte n und X erscheinen in Folge der Grenzbedingungeii (6r.) und der, flber die 


Ueber ein Eandmtegi'al. 


Atifemanderfolge cler Schnitte c imd I gemacliten Aunahmeu verknupft durch die + /■ 
Gleichungen 


- co;^ = 4 

- W-, == - 2 niL[, . . 


^Xr = ~ 0 },^ - £0^^ = — 2 niL^. 


Diuckt mail nun. aus diesen Grleichungen die sainintliclien p -j~ r Functionswerthe durch 
den einen ca„^ aus, indem man von der letzten G-leichung ausgehend successive bis zur 
ei-sten aufsteigt, setzt ferner zur Abkilrzung 

- 2 niL^ = 4 ^^, - 2 nili,^ = p + r = q, 

und berticksichtigt die beiden ersten Gleichungen die uuter Anwendung dieser 

AbkOrzungen sich schreibeii 


so folgt 


54 . = 0, 5^ = 0, 

V ~1 r z= 1 

~~ +^2 H ^q) 

+ ^0(^2 +' 4 ; H V ^ q ) 


iind durch Eiufiihruiig dieses Ausdruckes erlialt man schliesslicli die gesuchte Eelation 
in der Forna: 



0 + 271^5X4 

l’=5l ^=1 ^ ^=1 '* 

+ ^1(^1 H 

+ -^2(^2 + ^3 H h ^9) 


wobei also zur Abkiirzung gesetzt ist: 


a == axb: - ~ a{a,b:+X), 

(^== 1 , 2 , • • r) { 4 ^^ = -- 2 ^ 4 , 4 +^ = - 27iii;}, g + r. 

Sind die Functionen cu, beide allenthalben endlich in T” oder T\ so haben 

29 


P~R, I. 


226 


Anhang III. Ueber ein Eandiategral. 


die CoBstanten L, L' sammtlich den Werth Null, unci es ergiebt sicb dann aus der 
obigen, alle Falle umfassenden Formel die speciellere: 

0 = fo3 dco — ^ Cy + {^1 + z/j H — -\- 

i ”=1 

-f {A^ a ^ ^ -\- Aj , ) 

+ A^ + ApAp . 

Vertauscht man in dem links stelieuden Integrale die beiden Functionen co und co', so 
hat das dann entstehende Integral ebeufalls den Wertli Null. Die Vertauschung von 
CO und co' zieht aber anf der recbten Seite der obigen Gleicbung eine gleicbzeitige 
Yertauschung von A,, und A,„ B„ und B,, A',, und A'', B', und B'', A,, und A[ nach sicb. 
Mn,u erbalt so fur diesen Fall die folgende Relation: 

0=5"' {a,a:k - B,B"x - a:{a,.b\^a,)] 

+ Ai{Ai + -^2 H — + 

^ ^ + -^2(^2 "H -=^3 H ^ 

AAp_-y(^Ap_-i^-{-A^-[-ApAp, 

die von der vorhergehenden sicb nur durcb die Form unterscbeidet, indem mit Httlfe 
der Gleicbungeu ((?'.) die eine leicbt in die andere ubergefiihrt werden kann. Fur 
manche TJntersucbungen ist die letztere Form vorzuziehen. 

Wurzburg, im November 1869. 


Vierte Abhandlung. 

Zur Integration der Differentialgleichung 


Journal fiii die reine und angewandte Mathematik, Band 73, Seite 340—364. 


Ein fundamentaler Satz der Functionentheorie lautet: 

„Bezieht man die Punkte einer Kreisflache durch Coordinaten %, y auf ein recht- 
winkliges Coordinatensystem, so esistirt zn dieser Kreisflacke imnier eine und nui’ eine 
reelle Function % der Coordinaten %, y mit folgenden Eigenschaften : 

I. Die Function u ist fur die gauze KreisfLaclie, den fiand einbegi’iffen, eine einwerthige 
und stetige Function des Ortes oder Punktes ic, y und stimnit am Rande vollstkndig 
mit einer fur den Rand ■willkttrlich. angenommenen, Ikngs des Randes allentlialben 
stetigen Function uberein. 

II. Die sammtlichen Derivirten der Function u von angebbarer Ordnung sind im Innem 
der Kreisflache, d. b. bis in jede endliche Nahe zum Rande, einwerthig und stetig, 

und die zweiten Derivirten gentlgen der Gleichung + |p = 0.“ 

Das bekannte Verfahren, dessen man sicb bei mathematiscb-physikalischen Unter- 
sucbungen bedient, urn eine Function u mit den erwahnten Eigenschaften zu erhalten*), 
beruht auf der unbewiesenen Voraussetzung, dass jede einwerthige, stetige, reelle, und 
mit der Periode 27 t periodische Function f{(p) des reellen Argumentes (p sicb far jeden 
Werth des Ai'gumentes cp durch eine Fb^riei'scbe Reibe darstellen lasse. ISTur far den 
Fall, dass die Function f{p) auf der Strecke von —n bis + nicbt unendlicb viele 
Maxima und Minima besitzt, bat DiricMet (d. Journal Bd. 4) diesen letztgenannten Satz 
bewiesen, und die Untersuchungen von Rieniann in der Arbeit: „Ueher die Darstellbar- 
heit einer Function durch eine trigonmnetrische Reihe“, wie mancbe wichtige Aufscblusse 
aber die zur Darstellbarkeit erforderlicben Bedingungen man ibnen auch verdankt, haben 
dennocb gerade far diejenigen Functionen, die unbescbadet der Stetigkeit unendlicb 

*) Vergleiche z. B.; „Das Dirichletsehe Princip in seiner Anwendung auf die Biemanmchen Fldchen, von 
Carl Neimann^\ pag. 5 u._ fig. 
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oft oscilliren, die Darstellbarkeit nicht bewiescn. Es berubt auf eiiiem Irrthume, wenn 
Hei-r Hanlel in einer kilrzlich erscbienenen Schiift*) annimmt, der Beweis fur die Dar- 
stellbarkeit soldier Fnnctioneii durch trigononietriscbe Keiben sei von Riemann geliefert 
worden, und zur Bestatigung dieser seiner Ansidit auf art. 10 der oben citirten Eiemann- 
scben Arbeit verweist. In deni genaniiten Ai’tikel bat Fdemann niir bewiesen, dass, 
wenn die Function f{cp) durcliM'^eg endlicli bleibt und eine Integration zulasst, claim die 
Coefficienten der trigononietrischen Eeibe zuletzt unendlicb klein werden, woiiiit fur 
die Oonvergenz der Eeibe iiocb nicbts bewiesen ist. Im Gegentlieile bemerkt Biemann 
ausdrttcklicli, niit Eilcksicbt auf die vorangegangene Untersucliiing im art. 0, dass in 
diesem Palle die Oonvergenz der Eeibe fur einen bestiinmten Wertb voii cp nur abbilnge 
von dem Verbalten der Function f{(p) in unniittelbarer Nabe dieses Wertbes. Und in 
der That muss man, um liber die Oonvergenz entscbeideii zii konnen, sei es dass man 
sicb dazii des im art. 9 unter III. gegebenen Satzes oder anderer Metboden bedienen 

will, iiber das Verbalten der Function f{cp), aucb wenn sie allentbalbeu stetig ist, nocb 

weitere einschraukende Voraussetzuugen treffen. Eine solcbe Voraussetzung wbrde z. B. 
die sein, dass die Function ((cp) fur jeden Wertb cp einen endlicben Difterentialquotienten 
besitzt, Oder die von Herrn LipscMts in seiner Arbeit iiber denselben Gegenstand 
(d. Journal Bd. 63, pag. 296 — 308) gemacbte Annabine, dass der absolute Wertb von 
f(cp + S) — f{cp) mit positivem, abnebmendem d scbneller abnimmt als eine positive 

Potenz von d, multiplicirt mit einer endlicben Constanten. Die Darstellbarkeit einer, 
nur der Bedingiing der Stetigkeit unterworfenen Function f((p) durch eine trigoiiometrisclie 
Eeibe ist also bis jetzt nocb nicbt bewiesen, und es kann folglich auf diese Annahme 
aucb kein Beweis des im Anfange ausgesprocbeiien Satzes gestfltzt werden. 

Zu den nacbstehendeii Betrachtungen fiihrte mich die Vermutliung, dass die 

Unmoglicbkeit, den obigen Satz allgeniein zu beweiseii, sobald man fiir u die bekannte 
Eeihenentwicklung aufstellt, die auf dem Eande der Kreisfliiche in eine Fouriersche 
Eeibe Obergeht, lediglicli in der gewablten Ausdrucksform ihren Grund babe. Wenn 
man von einein Aiisdrucke fiir u veiiangt, er solle auf dem Eande selbst, seiiiem Wertlie 
nacb, mit einer fur den Eand willkftrlich angenoniinenen Function iibereinstimmen, so 
verlangt man eben zu viel. Es wilrde vollkoniiiien geniigen, wenn man von einem 
Ausdrucke in x, y, der die tlbrigen fur u aufgestellten Eigenscbaften besitzt, zeigen 
konnte, dass sein Wertb, wenn der Punkt x, y sicli einem Eandpunkte unbegrenzt nahert, 
obne Unterbrechung der Stetigkeit gegen den Wertb convergirt, den die fiir den Eand 
willkiirlicli fixirte Function in dem betreffenden Eandpunkte besitzt. Zur Durclifuhrung 
dieser Untersuchung kann man die eben erwbhnte Eeihenentwicklung ftlr u, die nacb 


„ Untersiicliv/ngen uber die unendlich oft oscillirenden lond imstetigen Fwnctioneny ^ag. 15 und pag. 33/^ 


Zur Integration der Differentialgleichuncr *)-X| 

steigenden Potenzen des Eadius vectors forts chreitet, nicht benutzen, dagegen fuhrt die 
Aaweiidnng einer aiidern, durch. Snuiination der geiianiiten Eeilie entsteliendeii uud 
schon von Herrn C. Neumann (d. Journal Bd. 59 pag. 364j aufgestellten Ausdrncksform 
zu deni gewtinschten Ziele und damit zu einein streugen Beweise des ansgesproclieiien 
Satzes. Dies zu zeigen, ist der Zweck der folgenden Seiten. Ich liabe luich daliei niclit 
auf den Fall bescErankt, wo die ftir den Eand gegeliene Function alleutliallieu stetig 
ist, sonclern aucli gleich den Fall niit beriicksichtigt, wo clieselbe eint* endliche Anzahl 
von Stetigkeitsunterbrechungen, hervorgerufen durcli sprungweise Aenderungen uin endliche 
Grdssen, besitzt. Die Untersucliung dieses letztern Dalles liisst zugleich den innem ( Irund 
erkennen fur die merkwltrclige Erscheinung, dass eine convergente I'Oti/'hvsche Reihe, 
die eine Function f{cp) darstellt, ftir diejenigen Werthe a von (p, fur die f(<f) springt, 
den Mittelwerth aus den Werthen f(a — 0) und f(a + 0') liefert. Andere Fillle bleiben 
bier ausgescMossen; dagegen babe icb mit der obigen verwandte Fragen in den Kreis 
der Untersucbung eingeflocbten. 

Scbliesslicb bemerke icb nocb, dass mir wilbrend der Ansarbeitung dieses Auf- 
satzes eine, ini XV. Jabrgange der Vierteljabrsscbrift der Xaturforscbenden Gesellscbaft 
in Ztiricb (pag. 113 — 128) unter clem Titel: „TJe'ber die Integration der jpartiellen Diff'erential- 
gleichung = 0 Ildclie eines Ereises‘‘ erscbienene Abbandlung des Herrn 

H. A. Sclmars zukani, in der der Yerfasser, unter Anwendung derselben, oben erwabnten 
Ausdrucksform fur u, ebenfalls einen Beweis des zu Anfange aufgestellten Satzes geliefert 
hat. Da iin TJebrigen meine Untersucbung, sowobl durch den Gang des Beweises als 
clurcb die angewanclten Metboden, sich wesentlicb von derjenigen des Herrn Sclimirs 
iinterscbeidet, so babe icb ihre Yeroffentlicbung niclit filr uberflilssig gebalten. 


1 . 

In einer Ebene sei ein Kreis vom Radius E gegeben (s. d. Figur). Den Mittel- 
punkt 0 desselben nehme man zum Anfangspunkte eines recbtwinkligen Coorcbnaten- 
systems unci wable die Axen X, Y so, dass die Ricbtung 
der wachsenclen Abscissen die Ricbtung der wachsenden 
Ordinaten zur Linken bat. Mit x, y bezeichne man die 
recbtwinkligen Coordinaten irgend eines Punktes P der 
Ebene, bezogen auf das System X, K; mit r, t die Polar- 
coordinateii desselben Punktes, bezogen auf den Punkt 0 
als Pol und die X-Axe als Polaraxe. Der Winkel t wercle 
wacbsend gezkblt bei einer Drebung des Radius vectors t 
von der X-Axe durch den ersten Quadranten zur Y-Axq. 
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Einen beliebig gewablten Punkt O' der Kreisperipherie, clessen rechtwinklige Coordinateu 
a, b, dessen Polarcoordinateu B, a seieu, nehme man zum Anfangspunkte eines neuen 
rechtwinkligen Co ordinatensy stems X', Y’. Die Y'-Axe soil durcli den Punkt 0 gehen, 
und O' 0 soil die Eicbtung der waclisenden Ordinaten sein. Die X'-Axe wird dann im 
Punkte O' Tangente zum Kreise sein, und die Eicbtung der wachsenden Abscissen soil 
die schon fixirte Eicbtung der waclisenden Ordinaten zur Eechten baben. Mit x, y 
bezeicbne man die Coordinaten des Punktes P in Bezug auf da.s neue System, mit q, % 
die Polarcoordinateu desselben Punktes, bezogen auf ein Polarcoordinatensystem, clessen 
Pol der Punkt O', dessen Polaraxe die X'-Axe ist. Der Winkel x werde wachsend 
gezablt bei einer Drebung des Eadius vectors q von der X'-Axe dureb den ersten 
Quadranten zur X'-Axe. Man bat dann zwiscben den vier, clem Punkte P zukommenden 
Paaren von Coordinaten die folgenden Beziebungen; 

x = T cos t, a; = a + sin a-x — cos a - y , x =- q cos x, 

y = r sin t, y = h — cos a-x' — sin a - y , y = q sin x. 

Nacb diesen Festsetzungen betracbte man zwei Punctionen u und v der Coorcli- 
naten r, t, definirt dureb die Gleicbungen: 


( 1 -) 


tt = 


_L 

2^ 



<p — l—n. 


— dep 

cos {t — qp) -|- ^ 



_L 



(p=:l— 7t 


2 JJr Bin(t — cp) (Icp 
— 2 Er cos (i — cp) -|- ’ 


unter folgenden Voraussetzungen. Die Coordinaten r, t sollen einem Punkte P im Innern 
der Kreisflkebe angeboren, d. b. r ist kleiner als B vorausgesetzt. Das Symbol /‘(cp) 
soli eine reelle, mit der Periode 2n periodisebe Function der reellen Variable cp be- 
zeiebnen, die, mit Ausnabme einer endlichen Anzabl p von Unstetigkeitsstellen in jedem 
Intervalle cp bis cp A- einwertbig und stetig ist, und cleren Verbalten fbr die, dureb 
die Congruenzen 

cp s= (mod 27 i), cp = Cg (mod 27 t), • • •, cpi==Cp (mod 23t) 
festgelegten Unstetigkeitsstellen cbaracterisirt sei dureb die Gleicbungen: 

Ch+O) - ffe-O) - C(c,+0) - f(c,-0) - ■ ■ ; f{c,+0) - f{c,~0) - h„ 

wobei irgend welcbe reelle endlicbe Constants bezeiebnen. Im Uebrigen 

sind der Function f{(p) keinerlei Bedingungen aufgelegt, sie kann beliebig oft dureb 
Null geben, sie kann beliebig oft vom Wacbsen zum Abnebmen iibergeben oder umgekebrt, 
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° ^ ( JC - ' t tj ' ‘ 

sIg kaiiii giaphiscti willkiiilicli angGnouiinGu WGrdGu. UutGi' I ist eiiiG willkflrlichG rGclle 
CoiistantG \ GistanclGn j wgIcIigii Wgi’IIi man clom 1 auck IjGilGgGu mug, diG "WortliG von 
u und V WGrdGii dcidin’ch. nickt bGGinflusst, da diG untGr dan IiitcgrulzGicliGii vorkomiiiGn- 
den Functionen von cp sammtlicli periodiscli sind mit der PGriode 2rr. 

In Folge der Bedingung r <c. li besitzen die unter den Integralzeiclien stebendeu 
Functionen fiir jeden Wertb von cp einen bestimmten endlichen Wertb. Da sie ausser- 
dem, als Functionen von x, y betrachtet, innerbalb der Kreisflacbe einwertbig und stetig 
sind, aucb die Grenzen der Integrate endlicbe Grossen sind, so folgt zunilcbst, dass u 
und V zwei, innerbalb der Kreisflacbe, bis in jede endlicbe Nabe zum JRande, einwertbige 
und stetige Functionen des Ortes oder Punktes x, y sind. Da ferner aucb die ersten, 
nacb X und y genommenen Differentialquotieuten der unter den Integralzeiclien vor- 
kommenden Functionen innerbalb der Kreisflacbe einwertbig und stetig sind, so kann 
man die ersten Differentialquotieuten von u und v nacb x und y durcb Differentiation 
unter dein Integralzeicben bildeii, und erbalt dann, wenn man zur Abkxlrzung setzt: 

N = B? —■ 2Br cos (t—(p') + •;■“= B'— 2Bx cos cp — 2 By sin cp + y-, 

= 2B[(B^+x^-y^) cos cp + 2xy sin cp - 2JS.a;], 
iV, = 2B\(jB~x^+y'^) sin cp + 2xy coscp — 2By], 


1 

II 

1 

J 

(p—l-^Tt 

dcp. 

II 

^1 ^ 

cp = li-7r 

dcp. 


9 

-l-7t 



lp — l~7t 




Jpi^l + Tt 





dti 

dy ~ 

1 

' 2^J 

ImSi 

dcp, 

dv __ 
dy ~~ 


dcp. 

(p 

= l — 7t 


(p—l—Tt 



Die ersten Derivirten von u und v nacb x und y suid also im Innern der Kreisflacbe 
ebenfalls allenthalben einwertbig und stetig, und da zudem zwiscbeu ibnen die Rela- 
tionen: |^ = |^, = -|^: besteben, so zeigt sicb u + vi als eine Function der complexen 

Variable x + yi, die mit ihren sammtliclien Derivirten von angebbarer Ordnmig innerbalb 
des Kreises allenthalben einwertbig und stetig ist. Es ist dainit zunachst bewiesen, 
dass der Ausdruck u, wenn man die Bewegimg des Punlrtes P auf die E^reisfl^cbe mit 
dem Radius E beschrankt, eine reelle Function der Coordinaten rr, y darstellt, die mit 
ibren sainmtlichen Derivirten von angebbarer Ordnung im Innern der Pl&.che, d. h. bis 
in jede endlicbe Nahe zum Eande, allenthalben einwertbig und stetig ist, und deren 

zweite Derivirte der Gleichung = 0 geniigen. 
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2 . 

Es soli jetzt welter imtersncht werden, wie cler Ausdriick u sicli verbalt, wenn 
der Punkt P dem Eande der Kreisflaclie naher und naher riickt: ob dann der Werth 
von u sicb einer festen Grenze nabert, oder ob etwas davon Verscbiedenes stattfindet. 
Zu dem Ende konnte man untersuclien , was aus dem Integrate u wird, wenn bei 
constant bleibendem t die Variable r sicli waclisend dem Werthe U nahert. Es wtirde 
dies dem Falle entspreclien, wo der Punkt P sich einem festen Punkte O' der Peripherie 
in der Richtung des Radius 0 0' nahert. Das Resultat konnte unter Umstanden ein 
anderes werden, wenn der Punkt P sich dem Punkte O' in einer von 0 O' verschiedenen 
Richtung naherte. Urn also gieich den allgemeinsten Pall zn untersuchen, wo der 
Punkt P in einer beliebig angenommenen Richtung zum Punkte O' geht, indem nur 
auf diese Weise der Charakter der Function %i ftir den Randpunkt O' klar erkannt 
werden kann, filhre man in dem Ausdrucke u an Stelle von r und t die Coordinaten 
q und T, von dem Punkte O' als Pol aus, ein. Durch passende Wahl von t zwischen 
0 und 71, die Grenzen selbst ausgeschlossen, kann man dann fur das Heraninlcken des 
Punktes P zum Punkte O' jede zulassige Richtung fixiren, und das Hei’anrncken selbst 
wird bewirkt, indem man das immer positive ^ unter jede Grenze sinken lasst. 

Zunachst geht nun der Ausdimck u durch Einfilhrung von q und r iiber in: 


(p — ^ -h n: 

\ ^ I ^ (2 sin r — () “) d cp 

^ '‘2 TtJ ‘ w J [2 Ji- — 2Bq sin t: J [ 1 — cos {cp — | -|- "2 q cos t sin (t/j - - a) -|- q “ 

(j) = I n 

Setzt man dann, da der Werth von u von dem Werthe der Constaiite I unabhangig ist, 
I -= a, und zerlegt das Integral zwischen den Grenzen a — ji und a + n in zwei neue 
Integrate und von denen das erste die Grenzen a — 7i und a, das zweite die 
Grenzen a und a -|- besitzt, ffthrt ferner in dem .Integrale eine neue Integrations- 
variable ein durch die Substitution (p-=a — (p^, ebenso in dem Integrale eine neue 
Integrationsvariable (f^ durch die Substitution fp = a + (/)„ , so erhlllt man schliesslich, 
wenn man in den Endresultaten hei (p^, cp,^ einfach die Indices nnterdrftckt und zur 
Abktirzung ;^ = sf setzt: 


71 

mW =J_ r ffa—w) (2«aiuT — 

/ (2 — 251 sint) (1 — c;os 9) — 2 m coa t ain 9 + x" ’ 


7t 

uP) ^1. f f(a.\ a,) (2xsint-M^)r?9 

^ ^^(2 — 2^tsin'r) ( 1 — cos 93 ) -|- 2 ^ cos r sin qp -|- u" 


(3.) 


Zur Integration tier Differenfialgleieliung ^+^=0. 033 

Mag nun die Function f{(p) fiir 9) = « eine Unterbrechung der Stetigkeit erleiden 
Oder nicht, imnier lasst sicb eine positive Zahl 2;^ kleiner als f angeben, so dass in 
den beiden Intervallen von (p = a — 2y bis 9? = c — 0 und von 9) = « + 0 bis 9 = a -f- 2;' 
die Function f(cp) stetig ist. Zerlegt man dann ein jedes der beiden Integrale und 
in zwei neue, von denen das erste die areuzen 0 und 2;^ das zweite die Grenzen 2y 
und n besitzt, setzt ferner zur Abkurzung: ' 


(4;) 


Qi = 


2 Y. sin T — vr 

(2 — 2 % sin r) (1 — cos cp) — 2 it cos r sin ip -j- ’ 

2ic sin T — 

(2 — 2y. sin r) (1 — cos <p) -f- 2 % cos r sin 9 ’ 


yJ ■^)) yJ' Qidcp^ J'(y, X, r), 

0 Oy 

P 

yJ Qudcp = j.(f,x,r), \jQ^d(p = JiXy,->c,r), 


und berilcksicbtigt, dass die Grossen und ibr Zeicben nicbt wecbseln, wie aucb 
(p, X und T variiren mogen, indem die Nenner dieser Ausdrucke in der Form 

(2 — 2z sin r) (1 — cofi(p)±2x cos t sin 93 + 3c^ = [2 cos t sin ^ + x cos V [(2 sin r — x) sin •!]' 

entbalten sind, ibr geineinsamer Zabler 2x sin r — x^ dagegen fur jeden Punkt P im 
Innern der Kreisflacbe positiv ist und erst auf der Peripherie den Wertb Null erbalt, 
so folgt, indem man bekannte Satze aus der Tbeorie der bestinimten Integrale anwendet, 

= Y '^) /*(“ - + Y 

(5.) 

= Y ^s(r> f(a i-2esy) + Y Jsiy, X, t)M.3, 

wobei 6^, zwei reelle Zableii bezeicbnen, die den Bedingungen 0^(9^ ^1, 
geniigen, Jlf^, z'wei reelle Zablen, die den Bedingungen 

unterworfen sind, wenn K den Ideinsten, G den grossten unter all den Wertben be- 
deutet, die f{<^ iiberbaupt annebmen kann. Und man mag nocb bemerken, obscbon 
dies durcb die Bezeicbnung nicbt bervorgeboben wurde, dass bei festangenommenem a 
die Wertbe der Zablen 6^, e^, von den drei Grbssen y, t abbangen, dass aber 

bei jeder zulassigen Wabl von y, x, r die eben aufgestellten Grenzen for die 6 und M 
unveranderlicb bewabrt bleiben. 


V-E, I. 
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3 . 


Zur Untersuchung der vier Functionen Ji, J. 2 , ubergehend, kann man 
zunacbst bemerken, dass die beiden letzten sicb leicht auf die beiden ersten zuriick- 
filkren lassen. Denn da in ubergebt, wenn man in dem Ausdrucke fur statt r 
die Glrbsse n — r einfubrt, so bat man dem entsprecbend aucb 


(6.) J 2 ir, , r) = J, (r, x,71~t), j;(y,x,r) = J/ {y, x,n-T). 

Man fQbre nun in den Integralen und J/ an Stelle von (p eine neue Integrations- 




, indem man beruck- 


1 CP 1 

variable | ein durcb die Gleicbungen | = — tg 

COS^I— ) 

sichtigt, dass 

1 ^ (2amT-«)c2| 

-^Qtd(p= - 


(4 — 4k sin t -\- «*) sin^-y — 4 k cos t sin cos y -f- cos ^ 


..2.„=s ^ (4 — 4KBinT-{-K=')|“ — 4C0STg-l-l» 


und dass bei dieser Transformation den Wertben ^ = 0 bis (f = 2y die Wertbe | = 0 
l 3 is I = tangy ^ Wertben q)-=2y bis (p = n die Wertbe | = - ’’ bis | = c5o entsprechen. 


Es wird dann 


(7.) 


tang/ 


(2 Biar — 


{^7 ^7 '^) sin r -)- — 4 cos t | -f" ^ ’ 

^^ = 0 

• 7 -// \ r (2 sinir — «)<^| 

^ 




tang / 
y. 


sin ^ cos ir g -)- 1 ^ 


und da das unbestimmte Integral der binter den Integralzeicben stebenden Function 
von I dargestellt wird durcb 


arc 


tang 


(4 — 4x sin r -)- S — 2 cos t 
2 sin T — % 


•J -f Const. , 


so folgt scbliesslich, wenn man zur Abktlrzung == n setzt, und berflcksicbtigt, dass 
die Grossen 2 sin t — z und 4 — 4x sin t -|- immer positiv sind, 


( 8 .) 


Ji (j, t) = arc tg [■ 


(4 — 4x sin X 'y})n — 2 cos x 


] + arctg [ ^ ^^A -], 


j; (/, 5?, t) 


T 


arc 


tg[- 


(4 — 4x sin X -{- %^)n — 2 cos x' 
2 sin r — % 




XJnter arc tg a, bei reellem Argumente a, ist bier und im Folgenden immer derjenige 
einzige bestimmte, zwiscben — y und -f- y entbaltene Wertb verstanden, der entstebt, 
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wenn man arc tang a? = (l+a;^)-^c?a: auf directem Wege zwischen den Grenzen 0 und a 
integrirt. Fur ein positives a und ein ebenfalls positives /i gelten dann die Fomieln: 

arc tg a = - J - arc tg i , arc tg a - arc tg ^ = arc tg (■^^) , 

von denen die zweite auch ftir negatives/? nocb gtiltig bleibt, wenn nurH-a/?>0 ist. 

Man nehine nun den Punkt P in dem, durch die Grosse t fixirten Strahle so 
nahe zum Punkte 0 liegend an, dass, wie klein ancb y gewahlt sei, x kleiner als tg y 
sei. Dann ist, weil tg <1, anck ac <1, xn<i\, dagegen « > 1. Unter dieser Voraussetznng 
ist der Ausdruck (4— 4x sin x — 2 cos x fur jeden Wertli von x positiv, denn der kleinste 
Werth, den er bei variablem x tlberhanpt annebmen kann, ist (4 + x-)n — 2 p'l + 4x'?r , 
und dieser Minimumwerth ist positiv, weil (4 + z^)-«^— 4(1 +4x‘w^) = (16 — 8z^+3c^)?r— 4 
ftir x<l und n>l immer positiv ist. Man hat also stets 

~(4 — 4-/t sin r + n — 2 cos r"! yt i.„ f 2 simr - 


(a.) arc tg [- 


-T--f-arctg[j 


;]• 


2 sin r — it J 2 ° L(4 — 4y. sin t -j- v.^ n — 2 cos tJ 

Bezeichnet ferner x einen zulassigen Werth ftir x, der zwischen 0 und y liegt, so hat man 

J r 2 cos t ~\ 7t J. r2 sin r — x"! 

arc tg r-: — ; — = IT arc tg ^ , 

^ L2 sin T — icj 2 ® L 2 cos r J ’ 

, r2 sin X — y.l . r2 sin t'l j. f 1 

arc tg — r r- = arc tg r ? — arc tg ^ ^ — 7 , 

2cost j oL2cosirJ ^L2— ^csinTj^ 

und durch Subtraction der zweiten Gleichung von der ersten ergiebt sich 

(&•) arc tg = Y - T + arc tg • 

Man erkennt nun leicht, dass diese letzte Formel noch richtig bleibt, wenn t' = y 
und auch noch, wenn man an Stelle von x die Grosse n — x schreibt. Die Formel (6.) 
gilt demnach wie (a.) ftir jeden zulkssigen Werth des Winkels x zwischen 0 und n. 
Berhcksichtigt man noch, dass 

und dass xn durch tg y ersetzt werden kann, so folgt aus den Gleichungen (8.) 

, + 0 . r sin(r-y) 1 

o L2?icosy — cosC-p — y)J ’ 


(9.) 


Jlh', X,X) = 71-X- 


arc 


JZn cos y — cos {x ~ 
2 sin p — It 


r)J 

[(4 — 4it sin T + — 2 cos^J ’ 

und hieraus weiter, indem man v durch Jt - r ersetzt und die Gleichungen (6.) beachtet, 

arc 


( 10 .) 


^2 ^ L 2 n COS y + cos (r + y). 

2 sin p — % 


sin (r + y) 1 

. , r 2 sin p — It 

*^2 V > ^ ? V “ L(4 — 4 It sin p -|- x*) w -)- 2 cos tJ 
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Einfache Betraclitungen, wie sie in der Theorie der Maxima und Minima vor- 
kommon, zeigen nun, dass der Wertli des Ausdruckes 

V(ff\ = smO 

ji = 2 n cos y -|- GO® ^ ’ 

wenn B, y, « reelle Grossen bezeichnen, nnd 0</<-|-, n>l ist, immer zwischen den 
Grenzen — — und +— liegt. Ebenso leicht ergiebt sich, dass, in Folge der vorher 
liber die Lage des Punktes P getroffenen Bestimmungen, die Differenz 


2 r 2 sin r — /t 

n L(4 — 4k sin — 2 cost. 


fur jeden zulassigen Werth von t zwischen 0 und n positiv ist. Beriicksichtigt man 
dann noch, dass fur jedes reelle positive a der Werth von arc tg (+a) zwischen - a 
und +« liegt, so ergeben sich aus den Gleichungen (9.) und (10.) die Relationen; 


( 11 .) 


j;(;/, ic,x)<n-r + ^. 


0 < Jl(y, 5C, t) < |-, 
0<Ji(r, x,r)<^, 


und man erhalt schliesslich, indeni man unter c^, zwei reelle Zahlen zwischen - 1 
und +1, unter e[, s'^ zwei reelle Zahlen zwischen 0 und 1 versteht, die Grenzen selbst 


ausgeschlossen: 


( 12 .) 


X, r) = n - t + 
Jiiy, x,x) = r + 


Jliy, x,x) = — 


h. 

n 


J^(y, X, x)- 


n ' 

n 


4 . 


Fiihrt man 
so folgt: 

( 18 .) 


die fur Pj, P/, P^, P3' geiiindenen Werthe in die Formeln (6.) ein, 

e - i 0 - T + i) - 29,,.) + 

+ 29,;/) + 


nir. ■ 

2 


wit 


unter der vorher gemachten Voraussetzung, dass y eine Grosse zwischen 0 und ^ be- 

zeichnet, die so klein angenommen ist, dass die Function f{(p) in den beiden Intervallen 
von (p = a — 2y bis (p = a — 0 und von 93 = a + Obis <p = a + 2y stetig bleibt, und unter 

der ferneru Voraussetzung, dass 3«<tg;' ist, wahrend zur Abkiirzung n ftir ^ geschrieben 
wurde. Die obigen Formeln bleiben also richtig bei einer Yerkleinerung von / von 
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dem fixirten Werthe aus, wenn man nur gleichzeitig anch x so weit almehmeu lasst. 
dass X kleiner als tgy bleibt. Setzt man nun so ist r>l, da und 

der Bedingung x<tgr wird geniigt, wenn man x = l setzt; es wird dann « = Da 
femer, weil y zwisclien 0 und | liegt, ;.<tg^ ist, so kann man 


2e^y ^2e[tgy^^, 2e^_y = 26'., tg 7 = ^ 

setzen, wobei 0^d^<l, indem die Werthe von 0„ 0.^ nacli Fraherem den 

Bedingungen genttgen. Bildet man jetzt durch Addition der linken 

Seiten der Gleichungen (13.) die Function so folgt bei passender Anordnung 


(14.), 


’“ = A,. = ~ + V [/■(« + 0) - f(a - 0)] 

+ ^ [/■{« - v) “ - 0)] + i[f {^ + v) - /■(« + 0)] 

+ ~ [HM, + 2s, M, + 8, f(a - ^) + e,f{a + ^)] 


fdr = iind, nach dem oben Bemerkten, also auch ftir jedes grossere j/. Lasst man 

nun, bei constant gehaltenem t, durch fortwahrende stetige Vergrosserung von v die 
Grosse x, also auch ^ = JRx, stetig kleiner und kleiner werden, so entspricht diesem 
Processe geometrisch ein unbegrenztes stetiges Anrticken des Punktes P gegen den 
Begrenzungspunkt O' in der, durch den Winkel t fixirten Bichtung, und es convergirt 
dann, wie die letzte Formel unmittelbar zeigt, gegen die feste Grenze 


(15.) Im = /'(a - 0) + ^ [f{a -f 0) -- f{u - 0)] , 

denn man kann stets, wie klein auch eine von Null verschiedene positive Zahl a an- 
genonimen werden mag, dazu den Werth von q so klein, oder was dasselbe, den Werth 
von V so gross annehmen, dass die Summe der Grdssen, die auf der rechten Seite der 
Formel (14.) in der zweiten und dritten Zeile stehen, fur dieses v und auch ftir jedes 
grossere v ihrem absoluten Werthe nach die Zahl a nicht libersteigt, einerlei, welchen 
von den zulfissigen Werthen r besitzt oder annimmt. 

Gehort nun zu dem Eandpunkte O', dem im ersten Polarcoordinatensysteme die 
Coordinaten r==E,t^a zukommen, ein Werth a von t, fiir den die willktlrlich angenommene 
Function/" keine Unterbrechung der Stetigkeit erleidet, so ist f(a+()) = f(a—0) = f(a), 
und die, durch den Ausdruck u dargestellte Function der Coordinaten x, y des Punktes P 
erhalt dann, wenn P vom Innern her auf irgend eine Weise in den Punkt O' rflckt, 
immer den bestimmten Werth /(a). Erleidet dagegen die Function f fdr den Weith a 
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des Arguineutes eine Unterbrechung cler Stetigkeit, d. h. ist a einem der frtiher 
fixii’ten j) Werthe c^, c^, •••, nacb dem Modtil congruent, so zeigt die Formel (15.), 
dass in dem Falle der Wertb, den die Function u beim Einrticken des Punktes P in 
die Lage O erbalt, von der Richtung, in der dasselbe geschiebt, abhangig ist, und zwar 
so, dass zu jeder bestimmten Ricbtung ein und nur ein bestimmter Wertb von u gebort, 
der sicb mit dem, die Ricbtung bestimmenden Winkel x in der Weise stetig andert, 
dass die Aenderungen von u den Aenderungen von x proportional sind. Durcb passende 
Wabl der Ricbtung des Einrflckens kann man dann filr u jeden Wertb erbalten, der 
zwiscben f{a — 0) und f{a + 0) liegt, und gebt man in der, durcb v == y fixirten Ricbtung 

des Kbeisradius gegen den Punkt O', so trifft man dort mit dem Werthe — 
ein. Der Punkt O' bildet in diesem Falle einen Unstetigkeitspuukt fiir die, durcb den 
Ausdruck u dargestellte Function, obne dass darum, wenn man sicb die Werthe von v, 
durcb Ordinaten, die in den entsprechenden Punkten x, y senkrecbt auf der Ebene des 
Kreises stehen, reprasentirt dacbte, die dadurcb entstehende, tiber der Kreisflache im 
Raume ausgebreitete Flache irgendwo eine Unterbrecbung ihres Zusammenbauges erlitte. 

Damit ist bewiesen, dass immer eine Function u existirt, die ausser den, scbon 
am Ende von art. 1 erwahnten Eigenscbaften nocb weiter die besitzt, dass sie am. Rande 
der Kreisflache vollstandig mit einer fur den Rand (r — Ii, t = t) willkurlich angenom- 
menen reellen Function f(t) ubereinstimmt, wenn nur f{t) der Bedingung, langs des 
Randes allentbalben einwerthig und stetig zu sein, unterworfeu ist: dass dagegen, wenn 
die Function f{t) die Bedingung der Stetigkeit in der Weise verletzt, dass sie fiir einzelne 
Punkte (r = jR, t = c^, c^, ■ ■ des Randes springt, dann die Uebereinstimmung nur fiir 
die von den c verschiedenen Punkte des Randes bestebt, wiibrend in den Punkten c 
selbst die Function u alle nur moglichen Werthe zwiscben den Werthen /‘(c — 0) und 
fic + 0) besitzt. Im ersten Falle, wo f(t) allentbalben stetig vorausgesetzt wird, ist, 
wie Formel (14.) zeigt, die Function u fiir die ganze Kreisflache, den Rand einbegriffen, 
stetig: im zweiten Falle kann von der Stetigkeit der Function u nur die Rede sein in 
einem Gebiete, das aus der Kreisflache entsteht, indem man die p Punkte c durcb 
ebensoviele Kreise, die diese Punkte zu Mittelpuiikteu haben und deren Radien endliche, 
im Uebrigen beliebig kleine Werthe besitzen, ausscheidet. 

5 . 

Eine weitere Frage ist die, ob ausser der, durcb den Ausdruck u dargestellten 
Function u nicht nocb eine zweite Function, existirt, die die bis jetzt gefundenen 
Eigenscbaften von u ebenfalls besitzt: oder ob durcb die erwbhnten Eigenscbaften die 
Function u eindeutig bestimmt erscbeint. Die Existenz einer zweiten Function, 
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vorausgesetzt, wird dann die durcli fx, = u-u^ zu bezeichnende DifFereiiz der beidea 
Fiinctionen fdr die gauze Kreisflache, deu Rand eiubegriffeu, eine einwerthige und stetige 
Function des Ortes oder Punktes y sein, die am Eaude allenthalbeu den Weith Nidi 
besitzt. In welcber Riclitung also aucb der Punkt P in einen Eandjmnkt O' einrucken 
mag, der zugeliorige Wertli von /u, wird stets gegeu Null convergiren. Damit ist aus- 
drucklich festgesetzt, dass fur den Fall, wo die Function u am Rande Unstetigkeits- 
punkte Cl, c.j, • • •, c^ besitzt, die Function % filr diese Punkte in gleiclier Weise unstetig 
werden soli wie die Function u. Was ferner die Deiivirten von fx betrifft, so werden 
jedenfalls die ersteu und zweiten Derivirten von ix im Innern der Kreisflache, d. h. 
bis in jede endliche Nalie zum Rande, einwerthig und stetig sein, mid die uach x und y 
genommenen zweiten Derivirten der Gleichung 0s + 0 = 0 gentigen. 

Eine Function fx mit diesen Eigenschaften kann aber, wie jetzt gezeigt werden 
soil, filr keinen Punkt im Innern der Kreisflache einen von Null verschiedeuen Werth 
besitzen. Das Gegentheil angenommen, sei ein Punkt im Innern der Kreisflache, 
far den die Function fx einen von Null verschiedenen Werth besitze. Mit M' be- 
zeichne man den absoluten Werth von Ifj, mit if " eine von Null verschiedeiie fest an- 
zunehmende positive Zahl, die um eine endliche Grosse kleiner als M' sei. Da nach 
der Voraussetzung der Werth von fx durch stetige Aenderiing stets gegen Null con- 
vergirt, wenn der Punkt P sich in irgend einer Richtung gegen einen Punkt des Randes 
bewegt, so werden die Punkte der Kreisflache, fur die der absolute Werth von fx grosser 
Oder gleich M" ist, alle in angebbarer endlicher Entferniing vom Rande liegen. Man 
kann also um den Mittelpunkt 0 einen zweiten, dem ersten concentrischen Kreis zieheu, 
dessen Radius um eine endliche Grosse kleiner ist als B, und der die genamiten 
Punkte sammtlich einschliesst, so dass in keinem Punkte auf der Peripherie dieses 
Kreises der absolute Werth von fx die Zahl M" ubersteigt. 

Setzt man dann 

0,0 

und beschrankt die Bewegung des variablen Punktes x, y auf diese kleinere Kreis- 
flache F', ohne den, mit K' zu bezeichnenden Rand derselben auszuschliessen, so ist 
/x + vi in der Flache F’, den Rand eiubegriffeu, eine allenthalbeu einwerthige und 
stetige Function der complexen Variable g = x-\-yi, die bis in jede Nahe zum Rande 
und auch noch auf dem Rande IC selbst einwerthige und stetige Derivirte besitzt. 
In Folge dessen hat das Integral 

1 

^Tti 


+ 

/ 

K' 


-z ’ 
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ausgedehnt in positive!’ Richtung durch die Begrenzung K' von F' immer einen be- 
stiminten Werth, wenn nur der Punkt x, y der Ebene, fur den s den Werth z hat, 
nicht auf K' selbst liegt. TJnd zwar ist der Werth dieses Integrals bestandig Null, 
wenn der Punkt x, y ausserhalb F' liegt, wahrend fiir einen Punkt x, y im Innern 
von F' der Werth des Integrals mit dem Werthe ubereinstiinmt, den die Function 
jji + vi in diesem Punkte besitzt. 

Bezeichuet man nun die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes mit x^, y^, 
die Polarcoordinaten mit f\, und den zugehdrigen Werth von z mit z^, so wird jeden- 
falls um eine endliche Grosse kleiner sein als R^, weil der Punkt P^ im Innern der 
Flache F, in endlicher Entfernung vom Rande K' liegt. Der Punkt Xg, y^ dagegen, 

fur den z den Werth = besitzt, wird dann nothwendig ausserhalb F' liegen. 

Bezeichnet man noch den Werth, den die Function v im Punkte Pj besitzt, durch N^, 
wahrend der Werth der Function jx in diesem Punkte schon vorher durch be- 
zeichnet wurde, so folgt, wenn man in dem letzten Integrale an Stelle von z einmal z^, 
das andere Mai z^ einfuhrt: 


(!•) 


+ NJ = 


+ 


1 

^Tti J z — ’ 

K' 


( 11 .) 


■h 

1 r {[I V i) d z 
^7ti j z — Z.J, 
jr 


Trennt man in diesen beiden Gleichungen die reellen Theile von den rein imaginaren, 
nachdem man fill’ z^^, z^ ihre Ausdrilcke durch Polarcoordinaten eingeffthrt, und z durch 
dz durch R^e'<’H(l(p ersetzt hat, so folgt weiter, indem man den Ausdruck 
Pi — cos (^1— 9)) -h zur Abkiirzung mit Q bezeichnet: 


(I^) 

(P.) 

(IF.) 

(IF.) 


cos (ii- 95)] - V [P,ri sin(ii- 9;)]} , 

~ 7t 
■\-7t 

-^1 = ^ y ^ { /“ [-^i (^1 “ ^P)\ + - -^1 (^1 -9)]}’ 

— n 

-f- 7( 

^ hj ^ cos (^ 1 - 9>)] - V [Pin sin (<i- 93 )] } , 

— Tt 
-j- 7( 

^ = ^ {/“[-^^insin (^i-93)] + 7/[r^-PiriCos(ifi-93)]}. 

— n 


Mit Hhlfe dieser Gleichungen kann man die Werthe und der Functionen fx 
und r fill’ den Punkt Pj ausdrficken durch die Werthe allein, die die Function fx auf 
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= 0. 
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der Integrationscuvve K besitzt. Subtrahirt man namlicb die Gleichuntr (IP. - von ;P • 
und addii-t die ffleieliuQg (U*.) zu beracfaichtigt aucli, daze dieVmirtion i,n 
Ki-eisunttelpunkte 0. 0 den Werth Soil besitzt, so zerstOren sich die Tenne enter den 
Integi-alzeichen, m deiien v vorkonunt, mid man erhalt scbliesslicb: 


M. 


1 El 


(M cl cp 


2 cos (i, — (p) -j_ 7-2 : 


+ 7t 

jy* ^ r sin (7j — (fj dtp 

^ '27sJ J?f _ Sir'j Pj cos ifj — (f\ 4- ri ' 


Die erste^ dieser beideu Gleicbungen zeigt, dass zwischen dem Wertlie 3/,, den 
die Function ^ im Punkte besitzt, und den Werthen von /n am Hande K' von F' 
ein bestimmter Zusammenhang besteht. Aus dieser Gleicliung sollen jetzt weitere 
Scbltisse gezogen werden. Da den frdher getroffenen Anordniingen gemiiss der absolute 
Werth von ^ in keinem Punkte der Integrationscurve K' die positive Zahl M" flber- 
steigt, auch der Factor, mit dem fj, unter dem lutegralzeichen auf der recliten Seite 
del in Pede stebenden Gleichung multiplicirt erscheiiit, wahreud der Integration sein 
Vorzeiclien nicht andert, sondern, da ist, stets positiv bleibt, so folgt aus der 

obigen Gleichung, unter Anwendung eines Satzes von Cauchy, 

/ (-^1 ^’i) T| r = 31' p (El — )•;) d (p 

fj 2 JJj r, COS (4j — tp) “h 5'i ~ * 2 71 J El — 2 J?, r, cos (i, — (jc'i + rf ’ 

“TT — Tt 

und hieraus endlich, nach Ausftihrung des bestimmten Integrals: 


- M"£ M". 

Dieses letzte Pesultat steht aber iin Widerspruche mit Friiherm, wonach die 
positive Zahl M" endlich kleiner als der absolute Werth M' von gewahlt war, 
unter der einzigen Voraussetzung, dass der Werth 3/^, den die Function (x. im Punkte P^ 
besitzt, von Null verschieden sei. Die einander widersprechenden Ergebnisse, zu denen 
diese Voraussetzung gefhhrt hat, beweisen ihre Unrichtigkeit und damit zugleich die 
Unhaltbarkeit der nrspriinglichen Annahme, dass die Function p, fur irgend einen 
Punkt P im Innern der ICreisflache, deren Eadius P, einen von Null verschiedenen 
Werth besitze. Die Function y, hat also fiir jeden innern, in endlicher Entfemung 
vom Rande gelegenen Punkt der Kreisflache den Werth Null; da sie ausserdem far die 
ganze Kreisflache, den Rand einbegriffen, einwerthig und stetig ist, und ihr Werth beim 
Uebergange vom Innern zum Rande stets gegen Null convergirt, so ist sie far alle 
Punkte der Kreisflache und des Randes Null. Aus jU. = 0 folgt aber u^ = u, d. h. die 
Function ist mit der Function u identisch , und es existirt demnach nur dne. 
Function u, die die frhher angegebenen Eigenschaften besitzt. Damit ist der im An- 
fange dieser Arbeit genannte Satz in alien seinen Theilen bewiesen. 
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6 . 

Fill’ alle Punkte P im Innern der Kreisflache kaim der Ausdruck fiir u in eine 
nach steigenden Potenzeii von ^ fortschreitende Reihe entwickelt werden. Man hat 
namlich 


R-—r- 


2 — 2jKrcos(^ — 


Y ^ cos P ^ cos 2(t~(f>) p ^ cos 3(t—(p) P • • •, 


gtlltig fur jedes r, clessen Werth kleiner als die Zahl B. Mnltiplicirt man linke und 
rechte Seite dieser Gleichung mit ^f{(p)d(p und integrirt nach cp zwischen den Grenzen 

— n und p n, so folgt, indem man, Tvas hier erlaubt ist, auf der rechten Seite die Auf- 
einanderfolge der Operationen der Summation imd Integration ilndert: 


u = 


h ff(9) 




{jR - — dcp 

jK- — 2 Mr cos {t — cp) 


Jl 




cos n (t~(p) dip . 


Den Werth, den die zu unterst stehende Reihe fdr einen Punkt P mit den Coordinaten 
r, t im Innern des Kreises besitzt, hezeichne man durch den Werth der Function u 
in demselben Punkte durch Ftir jeden innern, in endlicher Entfernung vom Rande 

gelegenen Punkt der Kreisflache ist dann S,.^i=u,.^f 

Die in der untern Zeile stehende Reihe geht^ wenn man r wachsend gleich B 
werden lasst, der Form nach liber in die Ab^nersche Reihe 


-\-7t ^ 4 - 7t 

f(<p)d(p ^ J fiip) cos n (t-(p)dip . 


Convergirt nun diese jFowricrsche Reihe ftlr einen Werth f der Variable i^, und bezeichnet 
man ihren Werth fur dieses t durch 8,,, so ist, wie Abel und JDiricMct bewiesen, S',- zu- 
gleich die Grenze, gegen die der Werth der frhhern, nach steigenden Potenzen 

von ^ fortschreitenden Reihe ohne Unterbrechung der Stetigkeit convergirt, wenn r 
stetig gegen B convergirt. Dieser Werth S,. kann dann aber nicht von dem Werthe 
_ o) . verschieden sein, gegen den, nach art. 4, die Function convergirt, 

wenn bei constant bleibendem t' die Variable r gegen B convergirt. Denn da die beiden 
Functionen und fur jedes r<B gleichwerthig sind, und ausserdem jede von 
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ihneii fill- lim r = Ji ohne Unterbrechung der Stetigkeit gegen eine leste Grenze cun- 

vergirt, so konnen ihre Wertbe an der Greuze des Gelnetes der Variable r, d. h. fur 
r ^ U mcJit verschiedeii sein. 

die Function u sind damit zwei Ausdrucksformen aufgestellt, das l)estimmte 
Integral und die unendlicbe Eeihe, die sicb, was ihr Terhalten auf dem Eande der 
Kreisflache selbst betnfft, wesentlicb unterscheideu. Die erste Ausdrucksform versagt 
auf dem Rande, d. h. fiir r = B, immer, indem sie dort allentbalben den Werth Null 
liefert. Die zweite Ausdrucksform kann unter Umstaiiden auch noch auf dem Eaiide, 
d. li. ftir i = B, sei es allentbalben oder iiur in einzelnen Punkten B, t’ die Function u 
darstellen, und zwar wird sie diese Darstellung, wie eben bewiesen, leisten, wenn die 
Fouriersche Reilie, in die sie for r = E iibergeht, for die betrefienden Wertbe von f 
convergirt. Aber aiicb in dem Falle, wo die Eeibe E ^ fiir r = B nocb convergirt, wird 
sie mil for die Eandpunkte, in deueu /"(iJ) keine Unterbrechung der Stetigkeit erleidet, 
den W^eitb darstellen, den die Function u in dem Punkte besitzt, wabrend ftir die Un- 
stetigkeitspunkte auf dem Eande, wo f(f^ springt und die Function u unendlicb idele 
Wertbe besitzt, die Eeihe, ihre Convergenz vorausgesetzt, nur den einzi‘^en Wertb 

f ”ll~ f ^ ~~ IT T T'TT IT T “n • 

2 ^0^ den Werthen der Function u liefert, der eineni Einriicken in der 

Eicbtung des Eadius B entspricbt. Alle bbrigen Wertbe, die u in einein solcheu Punkte 
je nach den verscbiedenen Eichtungen des Einriickens erhalten kann, w^erden von der 
Eeihe for t=B nicht mebr geliefert, sind also gleicbsam beim Uebergange vom 
Innern auf den Eand aiisgefallen. Bei dieser, immer zulassigen Auffassung der Fourier- 
scbeii Eeihe, wonacb sie lediglich als Grenzform einer Eeihe ,, die for die Ereisfl3,che 
bis in jede endliche Nabe zum Eande eine Function u darstellt, erscheint, aber als 
Grenzform, die einem Anriicken vom Innern gegen den Eand in der Eicbtung des Kreis- 
radius entspricbt, erklbrt sicb ihr Verhalten for die Punkte t, wo die Function f(^ 
springt, auf natiirliche Weise aus dem Verhalten der Function u for die entsprechenden 
Eandpunkte- B, t. 


7. 

Um den Mittelpunkt 0 des Ereises, dessen Eadius B, beschreibe man einen 
zweiten, dem gegebenen concentriscben Kreis mit einem Eadius B! < B. Die Flache 
des ersten Kreises bezeicbne man mit F’, die des zweiten mit F': entsprechend die 
Peripherien der beiden Kreise diirch K und K' resp. Unter it werde dieselbe Function 
wie vorher verstanden. Dieselbe ist eindeutig bestimmt, sobald die Function f((p), die 
in art. 1 ausfohrlicher charakterisirt wurde, gegeben vorliegt, und mit Eucksicht darauf 
moge zur Abkilrzung gesagt werden, eine Function u correspondire mit einer gegebenen 
Function f((p). Unter diesen Voraussetzungen betracbte man das Integral 
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F’ 

ausgedehnt liber die Flaclie F\ Da die Derivirten von u bis in jede endliclie Nahe 
zum Rande K der ursprungliclien Kreisfl'^che einwerthig und stetig sind, so sind sie 
es jedenfalls in F‘ mid aiich noch auf der Begrenzung A von F . Es besitzt also das 
obige Integral einen endlichen, positiven Werth, der sich, wie l^ekannt, auch aiisdrilckt 
durch das einfaclie Integral 

-fu‘-^cls Oder 

K' V 

erstreckt in positiver Kichtung liber die Begrenzung Ji' von , wenn ds ein Element 
dieser Begrenzung, ^ die nach Iiinen gerichtete Normale bezeichnet. .Lasst man nun 
durch successive Vergrosserung von K die Flache F' gegen F convergiren, so konnen 
in Bezug auf den Wertli Up. des obi gen Doppelintegrals zwei Palle eintreten: entweder 
wachst Up. uber alle G-renzen, oder es convergirt Up- gegen einen festen Grenzwertli Ci. 
Im erstern Falle hat das Integral Up keine Bedeutung mehr, im zwei ten Falle ist sein 
Werth G. Dass der erste Fall immer eintritt, wenn die Function f((p), niit der die 
Function u correspondirt, fur eiuzelne Werthe c des Argumentes springt, soli zunachst 
bewiesen werden. Die folgende Untersuchung liefert diesen Beweis in allgem ein erer 
Form, und bildet so gieichsam eine Ergilnzung zu dem art. 17 der Uiemannsdien 
Dissertation, indem sie zeigt, dass eine sammt ihren ersten Derivirten einwerthige und 
stetige Function A von x und y sich nicht einer, in oinem .Punkte in der gleich fest- 
zusetzenden Weise unstetigen Function i-i uiiendlich annahern kann, ohne dass das 
Integral *12(1) aufhort endlich zu sein. 

Pixirt sei ein begrenztes endliches Sttlck T dor XE-Kbene, und in demselben 
liegend ein PunJit P. Ptir diese Flache sei eine reello Function der rechtwinkligen 
Goordinaten x, y gegeben, die sammt ihren ersten Derivirten im Inneiai von T bis in 
jede endliche IsTahe zum Punkte P einwerthig und stetig ist, and zugleich mit ihren 
Derivirten diese Eigenschaften auch noch auf dem .Rande von T besitzt. Das Verhalten 
der Function jx im Punkte P, von dem aus man Polarcoordinaten r, t einfiihre, sei 
dadurch charakterisirt, dass wenn man in irgend einer Richtung t auf den Punkt P 
zugeht, dann der Werth von fi ohne Unterbrechung der Stetigkeit gegen eine feste 
Grenze G(t) convergirt, die von der gewahlten Richtung abhUngig, sich mit t um den 
Punkt P herum allenthalben stetig andert. G{t) wird also eine einwerthige, stetige, 
und mit der Periode 27i periodische Function von t sein; der Pall, dass G(t) furjedes^ 
denselben Werth besitze, sei ausgeschlossen. Was die Derivirten von fi betrifft, so soil 
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bezuglich ihrer Existenz ocler ilires Verhaltens im Punkte P nichts festuesetzt 
Fiir eme solche Function fi, bebaupte ich dann, wire! das Integral 






-//I®)’ 




Trr'cf, 


sein. 


wenn man es tiber die Flaclie T ausdehnt, keinen angeld,>aren Worth erhalten, indem 
sein Werth, je mehr sich die Summation dem Unstetigkeitspunkte P nilhert, urn so 
mehr uber alle Grenzen wachst. 

Uni dieses zu beweisen, besclireibe man um P als Mittelpunkt einen Kreis init 
dem Radius r^, dessen Flache vollstkndig innerbalb T liegt, und einen zvreiten, diesem 
concentrischen Kieis mit einem endlich kleinern Radius Ausserdem fixire man zwei 
Radiivectoren t = t^ uudi = ^2, die so gewklilt seien, (was nach den gemachten 

Annabmen iininer moglicb), dass die Wertbe JJj und JP von u, die man erba.lt, indem 
man das eine Mai in der durcb das zweite Mai in dei' durcb p bestimmten Riebtung 
in den Punkt P einriickt, endlicb versebieden sind. Betracbtet man dann das Integral 



so bilden dessen Elemente einen Tbeil der Elemente des olngen Integrals Slfu). and 
da dieses letztere nur positive Elemente besitzt, nie also Elemente sicb gegenseitig 
aufbeben, so wird der verlangie Beweis erbraebt sein, wenn man zeigt, dass der Wertb 
des Integrals dadurcb, dass man die Zablen i\ und in j^assender Weise klein 
genug niinmt, grosser gemaebt werden kann als eine willkurlich gegebene, beliebig 
gross angenommene positive Zabl. 

Die Function ft ist der Annahme gemass sammt ibren ersten Derivirten in dem, 
durcb die Grenzwei’the und fixirten Gebiete, den Rand desselben einbegriffen, 
eine einwertbige und stetige Function von r und t. Man setze /j, = F(r,t'), und zur 
Abkiirzung P(r, (r), F(r,Q = f^(r): dann bat man nacb den uber und vorher 
getroffenen Bestimmungen lim p (r) = M . , bm p (r) = AT,. Betracbtet man nun das in 

, r = 0 ^ ^ r—O" 

dem Dopjiebntegrale vorkommende innere, von bis zu erstreckende Integral, 
so bleibt bei der Ausftibrung dieser Summation nacb t die Grosse r constant, und fdr 
die Grenzen und bat ju. die Wertbe /( (r) und (r) resp. Unter all den Functionen 
V von t, die von t = t^ bis t = sammt ibrer ersten Derivirten eurwertbig und stetig 
sind, und ausserdem fur die Grenzen die gegebenen Wertbe /^(r), f^(r) resp. be- 
sitzen, existirt nun eine, fur die das Integral 



dt 


246 


Aahang IV. 


am kleinsteii wird. Es ist dies die Function v = ct + wenn man die Constanten c, 
aus den Gleichungen f[{r)-c\ + c^, /’s W Cj bestimmt; der betreffende Werth des 

Integrals wird dann Man hat also unter alien Umstanden 



% 


7 


und daher auch, weil r und dr immer positiv sind, 







'II 

r 


Da die beiden Functionen ^ (r) und ^ (r) von r = r„ bis r = 0 stetig sind , und 
fiir verschwindendes '/• die erste den Werth die zweite den Werth Jf^ erhalt, so 
Icann man jedenfalls die positive Zahl r^, ohne gegen friihere Yoraussetzungen zu ver- 
stossen, von Null verschiedeii so Hein annehmen, dass der Werth des Ausdruckes 
[fs W ~ fi ('^')]^ = 0 ohne Unterbrechung der Stetigkeit gegen die feste Greuze 

[M^ — 2£^J convergirt, in dem Intervalle von r==0 bis r = stets grosser als 

y[2£^—2I^J bleibt. Unter dieser Yoraussetzung hber die Grosse von wird dann, wie 
man auch die positive Zahl die kleiner als vorausgesetzt ist, wahlen mag, stets 





sein, wobei der In rein reell zu nehinen ist. Lasst man nun, wilhrend den fest- 
gesetzten Werth behalt, kleiner und kleiner werden, so Icann man dadurch den Werth 

von In ohne Aufhoren grosser und grosser machen, und es wird folglich W^, , und 

um so mehr i2(^) bei successive!- Yergrosserung des Integrationsgebietes durch Abnahine 
von hber jede angebbare positive Zahl hertiberwachsen. 


8 . 

Ganz anders stellt sich die Sache, wenn die Function f{(p), mit der die Function u 
correspondirt, allenthalben stetig ist. Wahrend, wie eben bewieseii, die Yoraussetzung, 
dass f((p) far einzelne Werthe des Argumentes springt, mit Nothwendigkeit das Un- 
endlichwerden des Integrals 
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wenn man es Uber die Kreisflache F vom Radius R ausdelmt, nach sicli zielit. konnen, 
wenii f((p) allenthalben stetig ist, in Bezug auf Uj.- beide vorher gpiiannte Fiille eiii- 
treten, d. b. es kaun, je nacb der sonstigen Bescbaffeiiheit von /'u/ i, das Integral V,- 
entweder eiidlich sein oder auch keineu angebbareu Wertli besitzeu. Die Richtigkeit 
der ersteii Behauptung leucbtet unmittelbar ein, man brauclit niir filr u deu I’eellen 
Theil einer Function von zu wahlen, die mit ibren ersten Derivirten in der Flaclie /•' 
und aucb nocb auf dem Rande K derselben einwei'thig uud stetig ist. Den Beweis fur 
die zweite Bebauptung liefert das folgende Beispiel. 

Die Lbngeneinbeit wbhle man so, dass der Radius B des gegebeneu Kreises, 
dessen Gleichung x^+y^— lt^=0 ist, kleiner als y wird. In Bezug auf diese Kreis- 

flacbe, den Rand einbegriffen, definire man eine Function u als den reellen Theil der 
Function 

■M + = i]/— In [M + X + yi) 

der coniplexen Variable x -\-yi, nacbdem man zuvor diese Function ftir die Kreisflache 
wie folgt eindeutig bestimmt hat. Man fuhre vom Punkte x = ~ M, ?/ = 0 aus Polar- 
coordinaten q, t ein durcb die Gleichungen : x = — R + q cos t, 1 / = sin t: es kann dann 
durch die Bev^egung des Punktes x, y auf der Kreisflache die Variable q alle Werthe 

von 0 bis 2jB<1, die Variable t alle Werthe von — bis +y annehmen, wahrend 

alle tibrigen Werthe durch die Bedingung, dass der Punkt x, y nicht fiber den Rand 
der Flache hinaus gehe, ausgeschlossen werden sollen. Der unter der Quadratwurzel 
vorkommende Logarithmus werde ftir die Kreisflache eindeutig bestimmt durch die 
Grleichung: —ln(^R-^x-{-yi) = — lnQ — ri: indem man unter In q den bestimmten reellen 
Werth versteht, den man durch Integration von dln ^ = ^~^d^ auf directem Wege 
zwischen den Grenzen 1 und q erhhlt. Trennt man dann in der Gleichung fur u vi 
die reellen Theile von den rein imaginaren, so folgt ftir jedes q und x, das einem 
Punkte der Kreisflache angehort, indem — In q immer positiv ist: 


u [In^ q + sin [| arctg (^)] , 


v-- [In^ ? + -cT cos [4 arctg (^)] . 


wobei unter arctg mit reellem Argumente ct immer derjenige W^erth verstanden ist, den 
man durch Integration von d arctang « = auf directem Wege zwischen den 

Grenzen 0 und « erhalt, und wobei ferner die in beiden Ausdrucken vorkommende 
vierte Wurzel stets positiv genommen werden soil. Damit sind denn die beiden 
Functionen u und v ftir die Kreisflache, den Rand einbegriffen, vollstandig eindeutig 

bestimmt. 
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Zunachst ist nim klar, class die Function u mit iliren sammtliclien Derivirten 
von angebbarer Ordnung im Innern der Kreisflache bis in jede endliche Nalie znm Rande 

einwertbig unci stetig ist, und class die zweiten Derivirten der Gleicbung ^2 + = 0 

gentigen. Von den beiden Pimkten; x = — y = 0 und x = — li+l, y = 0: nm die 
lierum die verscMedenen Zweige der ursprilnglichen Function u + vi in einander tiber- 

geben, liegt ja der erste auf clem Rande, der zweite, der Bedingung B<~ gemass, 

vollstandig ausserbalb des Kreises. Keiner dieser Punkte kann also voin Punkte x, y 
umlanfen werden, da dessen Bewegung auf die Kreisflache, den Rand einbegriflen, be- 
scbrankt wurcle. Die Function ic ist aber nicbt nur im Innern, sondern auch noch 
auf clem Rande des Kreises allentbalben einwertbig und stetig. Fur alle Tbeile des 
Rancles, denen von Kull verscbiedene Wertbe der Grosse q zugeboren, zeigt dies die 
definirende Formel unmittelbar. Um das Verhalten der Function u ftlr den Randpunkt 
^ = 0 zu erkennen, fbhre man durcb die Gleicbung 

| = |arctg(^) 

in den Ausdruck ftir u an Stelle der Variable q eine ueue Variable ^ ein. Es wire! claim 


1 



und da fiir verscbwinclendes q die Variable | iinmer gegen Null convergirt, welcben 
Werth auch t besitzen mag, ferner fiir verschwindeiides £ die Function ebenfalls 
immer gegen Null convergirt, welcben Wertb auch r besitzen mag, so folgt, dass « in 
dem Randpunkte q = 0 den bestimmten Werth Null besitzt, und dass clemnacb die 
Function u ftlr die gauze Kreisflache, den Rand cinbegriff'eu, durcb weg einwertbig 
und stetig ist. 

Ftir diese Function u bilde man jetzt das Integral 


TJr 




qdq dr, 


und debne es tiber die Flacbe F des Kreises aus. Da dieses Integral nur positive 
Elemente besitzt, so wird man das Unencllicbwerclen desselben bewiesen haben, wenn 
man zeigt, dass es tiber einen bestimmten Theil F' von F ausgeclehnt schon unendlicb 

wird. Zu dem Ende verstehe man unter eine positive Zabl, die zwischen 0 und y 
liegend, sowohl von 0 wie von y endlich verscbieclen ist, unter den Radiusvector 
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des Puiiktes der Kreispei’ipherie, dem der A\ertli r = zuiirehnrt, ( — 2// <*(i> r 

eine vou Null verschiedene positive Zahl, die kleiner als (>., gewahlt ist. Das <lurch 
die Eadiivectoren t = Tj, r = - Tj und durch die Kreise q = (j^, q bepranzte Stflck F' 
der Ebene bildet dann einen Theil der Flache F. wie kleiu aueh ’(>, als positive Zahl 
angenommen sein mag. Da ferner 




[ In Q 


Sin 


r sin 


fc)]- 7 

[y fc)] + [i ‘ii-rtg G-fJ] } 


ist, so ergiebt sich als Werth des obigen Integrals, wenn man e.s nur tiber den tixirten 
Theil F' von F' ausdelmt, imd dem entsprechend seineu Werth durch Fy. bezeichnet: 


/ pa 

^ f -r=t 

9 J yin^ e + T* 
(»1. - 


und hieraus weiter nach Ausfuhrung der Integration, indem man zur Abkurzung 
— In^^^a, — In ^ setzt : 


Uy.==\ln\^-±y^ 

2 U + F/S^ + ri 




7 +l/«“+T?' 



wohei die vorkommenden Quadratwurzeln sammtlich positiv, die Logarithmen rein reell 
zu nehmen sind. Lasst man nun kleiner und kleiner werden, so wachst die positive 
Zahl a liber alle Greuzen. Von den drei Theilen, aus denen die rechte Seite der letzten 
Gleichung besteht, andert sich der dritte dadurch nicht, iveil die positive Zahl (S vmn 
unabhkngig ist, der Werth des zweiten Theiles convergirt far unbegrenzt wachsendes u 

gegen die feste Grenze y, und der immer positive Werth des ersten wachst mit a 

ziigleich aber alle Grenzen. In Folge dessen erhalt das Integral Uy, far verschwindeii- 
des q^ keinen angebbaren Werth, indem es uber alle Grenzen wachst, und es wird 
daher um so mehr das Integral TJy, da es aber die gauze Kreisflache auszuclehnen ist, 
keinen angebbaren Werth erhalten. 

Damit ist bewiesen, dass selbst wenn die Function f(t), mit der eine Function u 
am Eande abereinstimmt, allenthalben stetig ist, darans noch lange nicht das Endlich- 
sein des aber die Kreisflache auszudehnenden Integrals Tip geschlossen werden darf. Alle 
in neuerer Zeit gemachten Versuehe, die Zulassigkeit des Dirichletscheu Princips zu 
beweisen unter der Annahme, dass zu einer allenthalben stetigen Randfunction f{() auch 
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immer eiii endlicher Wertli des Integrals Ui.- gehore, sind demnach als verfehlt zu be- 
trachten, da sie sicb auf eine falsche Voranssetzung sttitzen. Nirgendwo in seinen 
Scbriften giebt Biemmin zu einer solcben Annahme Veranlassung: das einzige Mai, wo 
er verlangt, class von test gegebeneu Eandwertheii aus eine Function a in’s Innere einer 
Plache so stetig fortgesetzt werden soli, dass das Integral einen endlichen Wertb 
erbalt (Dissertation, art. It), pay. 2(>), stellt er ausdrticklich die Bedingung, dass in 
alien Begrenzungspunkten ein Wertli gegeben sei, der sich ftir eine unendlich kleine 
Ortsanderung inn eine unendlich kleine G-rbsse von derselben Ordnung andert. 

Whrzburg, 1. Mai 1871. 
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Erster Absclinitt. 

Eiiileitende Betraclifuiigen. 


1 . 

Eine Funktioii W^W(z) der komplexen Verilnderliclien ^ von der im Funda- 
mentalsatze (s. Seite 182 des ersteii Teiles) charakterisierteii Art ist Lis auf eine additive 
Koiistante bestinimt, soLald fur sie die jp Faktorenpaai'e jl^, '= 1 , 2 , •••.p, im Rahmen 
der Bedingungea mod^., = l, mod R, = l and die Konstanten S, £ sowie die zu un- 
eigentlichen Faktorenpaaren A, B gelidrigen Konstanten im Rahmen der Bedingungen: 




= 1 . 2 . 


v~p 


^ (S,. + 2m = 0 

r = 1 a~l 

festgelegt sind. 

Jedes GroBensystem ^ (^'j, dessen 2p GroBen A„ B^, r=i,»...,p, den 

Bedingungen mod A„ — l, mod R, = 1 gentigen, soli eine Charakteristik genannt werden, 
und dementsprechend moge von einer Funktion TF, welche die^ GroBenijaare A,, B^, ,p, 

als Faktorenpaare besitzt, gesagt werden, daB sie zu der Charakteristik gehore. Be- 
sitzt eine solche Funktion TF nicht fdr jeden Punkt der Flache T' denselben Wert, so ge- 
hOrt sie nur zu einer Charakteristik denn da eine solche Funktion fur keinen Teil 

der Begrenzung von T” konstant ist, so kdnnen ihre Werte langs der Begrenzung nur 
einem Gleichungensysteme von der Form (S.) gentigen. Besitzt dag^en eine Funktion TF 

ftir jeden Punkt von T" denselben Wert, so kann sie als zu jeder Charakteristik 
gehorig betrachtet werden; denn nach dem Fundamentalsatze wird die allgem einste zu 
irgend einer Charakteristik gehOrige Funktion TF, Lei der die GrdBen S, ® und die 


P-E, U. 
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Erster Aljschnitt. 


zu uneigeutlichen Faktorenpaaren A, B geliorigeu GroBen % samtlich den Wert Null 
besitzen, durch eine willkurliclie Konstante G reprilsentiert. 

Eine Charakteristik bei der die p Paktorenpaare r=i, 2 , nicbt 

samtlich uneigentliche sind, soil eine gewohnliche Oder eine gemischte Charakteristik 
genannt werden, je nachdem die Faktorenpaare shmtlich oder nur zum Teil eigent- 

liche sind; die Charakteristik dagegen, bei der die p Faktorenpaare samtlich 

uneigentliche sind, moge die zur Zahl gehorige ausgezeichnete Charakteristik heiBen. 
Zwei Charakteristiken zwischen deren Elementen i\\xv=l,%—,p 

\Bi ■ ■ ■ Jij,/ \Bx • - -Bp' 

die Beziehungen AyA,. = \, = 1 bestehen, sollen re zip r ok e Charakteristiken ge- 

nannt werden. Da modAl.. = 1, mod/i,. = 1 ist, so sind je zwei entsprechende Ele- 
inente reziproker Charakteristiken nicht nur reziproke, sondern zugleich auch konjugierte 
Zahlen. In dem besonderen Falle, wo die 2p Faktoren A, B samtlich zweite Einheits- 
wurzeln sind, und demgeniilB fiir y = l,2, •••,p aus den Beziehungen A,,A,. = \, B^B, —\ 
die Beziehungen A,. = A,., B^. = B,. folgen, ist die Charakteristik V-b! • • • zu sich selbst 
reziprok. Unter den zur Zahl p gehorigen Charakteristiken kominen im ganzen 2-^' zu sich 
selbst reziproke Charakteristiken vor; man erhalt dieselben, wenn man in dem Symbole 

(jSj • • • an Stelle des Systems der 2p Buchstaben Ax,---,Ap', Bx,-- ,Bp der Eeihe 

nach die 2^^ Variationen der Elemente -|- 1, — 1 zur 2^^“"" Klasse mit Wiederholung 
treten liiBt. 


2 . 


Die im letzten Abschnitt des ersten Teiles gewonnene, auf zwei zu den rezi- 


proken Charakteristiken gehorige Funktionen TF, W sich beziehende allgem eine 

Fundamentalformel (P.) soli jetzt, indem man bei den Charakteristiken (^, die 

eigentlichen und die uneigentlichen Faktorenpaare unter scheidet, in die fur die spatere 
Verwendung geeignetste Gestalt gebracht werden. 

Man nehme, unter A^, • • •, Aj, irgend eine den Bedingungen Aj < A^ < • • • < A^, 

Ap+i < A ^+3 < • • • < A^, genugende Permutation der Zahlen 1, 2, • • ■,p> verstehend, an, daB 

bei der Charakteristik B^^-,-\Ax^, eigentliche, A^^, B,^ 

uneigentliche Faktorenpaare seien. Dementsprechend sind bei der zu dieser Charakteristik 


reziproken Charakteristik (i'j = ' • S eigentliche, • • •; 

p und p = 0 sollen nicht ausge- 


A^^, uneigentliche. Faktorenpaare. Die GrenzMle p 


Einipitende Botraditungen. 


richlosseii sem; cler erstere ist clalihi yai iiiterpretieivn, daB die 2> Faktorenpaare J. B und 
damit auch die ji Faktorenpaare A , B samtlich eigentliche sind. der letztere dahin daB 
die p Faktorenpaare A, B and damit auch die p Fakt..renpuare I, B .amtlich un- 
eigentliche sind. Trennt man jetzt eine jede der beiden auf der rechten Seite cler 
Fundamentalforinel (P.) in der ersten Zeile stehenden Summen .so in zwei Teile daB cler 
erste die den Werten = der zweite die den Werten r = i . ... ; 


entsprechenden GHeder euthalt, lieaclitet, daB fiir y = / 

B,. = B, = 1, (£,. = (5,, = 0, auch daB + Gs d u ^ ^ 

inclem man fiir v = Ai, A,, . . ., A^ zur Abktirzung 


... ? 4 = 4=1 

-i- ist, und liringt, 


= 2 - A, - B,., 

eiy= ± + (i-a,)M^, 


d/3,, 


II 


r) \ V o T\ ’ 


2D,D, 


B,. = 2~A,.-B,., 

<^V= -^ + ('1-1,)-^^^, 

■' ' 2 l\Dy 

^,, = _ 

Dy 2 lJyD/ 


setzt, die GrciBen 2t,., i8,., St,., i8,,, auf Grimd des im letzten Abschnitt des 

ersten Teiles Bemerkten in die clurch die Gleichungen: 


st„ = + (1 - % = ex a. + (1 - A,) sxy, 

S3, = + (1 -i?„) t.., MyMy + (1- By) i,. 

bestimnite Form, so uinimt die Fundamentalformel schlieBlich die Gestalt: 


Jwd - i- e, j +2 (S,. + ©,,+•••+ GO 

r = 1 r = 1 


(F.) 


+ A'(St,.»,,-S8,.8[0 

v = p-M 


G — 8 


+ «»■ + 2,... + ■ ■ ■ + 2„) - 2n=2'2,2. 


C7 — 1 
ff=:S 


a=sfj. = mg 

27li ^tj^rro) 27li 0 

!T=1 /< = 1 


an. In dem Grenzfalle t) =p Mlt die auf der rechten Seite dieser Formel in der 
zweiten Zeile stehende Summe weg, in dem Grenzfalle p = 0 dagegen fallen die in 
der ersten Zeile stehenden Summen weg und zugleich ist in jedem dieser beiden Falle 
allgemein A, = r. 


1* 
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Erstev Absehnitt. 


3 . 

Die clem Punkfce oo cler Z-Ebene entspreclieiKlen Punkte oo^, oo,, • • •, oo,^ cler 
Pklche T' sincl im ersten Teile, in Art. 3 cles funften Abschnittes, mit cT^, cP^,-- ■, die 
zngeborigen Orduungszahleu mit 7 \ — \, — i bezeichnet worclen. Im Auschlusse 

claran warden die im Endlicben gelegenen Windnngspunktc ^ 0 = «,, • • -, = «,. cler 

Flache T mit die zngeborigen Ordnungszahlen mit 

. . ^ — 1 bezeicbnet. Weiter wurden dami zu den aufgezahlten (j[ + r Punkten nocb 

irgend t nicht auf cler Begrenzung gelegene Punkte z = Ej^,s = e2,---,^ = £t der Flache T 
hinzugenommen unci mit • • •> s = }+r+(, bezeichnet. In den Fallen, wo 

eine Unterscheiclung cler Punkte a, s nicht notig war, wurde cler kurzeren Darstellung 
wegen ftir cliese Punkte eine einheitliche, dnrch die Gleichungen orj = 0:2 = • • •, 

£3 = ag+r+7> ■••,«< = bestimmte Bezeichnung verwendet; zu- 

gleich wurde clann der Punkt ©i’j (’■=]. 2. ■•■,0, clem cler Wert ^ entspricht, 

als ein 0-facher Winclungspunkt angesehen unci cleingemaB ihm clieOrclnungszahlj',^^,.^,— 1, 
wobei ^2+,.+,; = 1 ist, zugelegt. 

Mit Ettcksicht auf die folgenden Untersuchungen empfiehlt es sich eine neue 
Bezeichnung einzuffthren. Die den Punkten oo^, ooj, ■ • 00^ zukommenden Ordnungs- 

zahlen sollen von jetzt an mit Cj— 1 , ^3— 1 , •••, c,— 1 , die den Punkten ccj, a^, • • •, 
zukommenden Ordnungszahlen mit (Uj— 1 , ^3— 1 , • • 1 beziehungsweise bezeichnet 

werclen. Zwischen den Zahlen i, fx unci den Zahlen n, w bestehen clann die Beziehungen : 

2 (a- 1) [f-t.- 1) = 'IV . 

>5 = 1 xr = l ^ = 1 '* 

Ferner bezeichne man, unter 0 irgend eine Zahl aus cler Keihe 1 , 2 , •••,s verstehend, 
den a*“ cler s Pnnlcte oo^, • • •, 00,^, a^, ■ • •, a,., e^, ■ ■ ■, s, mit soclaB also rj, wenn cr 

eine Zahl aus der Eeihe 1 , 2 , •••,2' ist, das Zeichen 00 wenn a eine Zahl aus cler 

Eeihe q^ + 1 , ■ • g + r ist, das Zeichen cc„_^, encllich, wenn o eine Zahl aus cler 
Eeihe + r -f- 1, • • •, s ist, das Zeichen vertritt. Ist im folgenden, zur TJnter- 

scheidung dieser drei Falle, 1] dutch oo„ oder clurch a„_, ocler endlich dutch zu 

ersetzen, so soil det einfacheten Schteibweise wegen, wenn dadutch kein MiBvetstandnis 
zu hefutchten steht, det bei den Zeichen oo„, «„_j, sowie bei den zugehotigen 

Zeichen v„, stehende Index unterdriickt, also statt oo„, 

fachet 00, a, e, i, fi geschtieben wetden. Endlich mdgen noch, det neu eingefuhrten 
Bezeichnung entsptechend, die der Zahl a zugeordneten, am Schlusse des ersten Teiles, 
in Art. 3 cles siebenten Abschnittes, definierten Funktionen F„(^) des in seiner 

Bewegung auf das Gebiet des Punktes t] beschrankten Punktes ^ von jetzt an mit C,, 
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F,/t) bezeichnet werden. Die zu Anfung des ebeii geiuuiuteii Aitik(ds augesclirie- 
benen Gleichungen nelimeii dann die Form: 




- S.lnf + -r + T + 


, -L 




= ^oi) + CniL + "r 


an, wobei L;=u»=S"\ l' = oder C,,,= ^„=(S-a)A :=« + C:: oder endbch e, 

^ g + ist, je nacbdem ?? den Punkt oo mit der Ordnungszabl i - 1 oder den Punkt a 
mit der Ordnnngszabl /a - 1 oder endlich den Punkt g vertritt, und man hat dann, 
den in dem eben genannten Artikel fftr c,„, c„„, «-o, gewonnenen Gleichungen ent- 
sprechend, hier: 


('an ,ii 


d'^ 

/o 


' » ! V di’^„ /o’ 


rf — lj2j ’*’>^1 

n = l, 2,3, • • •, 


wobei der angehhngte Index 0 bedentet, dafi der Grenz^vert der zmschen den runden 
Klammern stehenden Derivierten fiir lim^,, = 0 zu nehmen ist. Unterscheidet man 
jetzt in bezug auf Tj die drei soeben erwahnten Palle, so kann man in den vorstehenden 
Formeln die GroBe $ durch die GroBe I, ausdrticken und demgemaB 


fsv , - oo ( [- 7 ^ ); 

f /<fF^(S}'\ (d”F„ia+tO\ 

^ I Jtt 

fur ri = I 


' dTF^a) 


1E~ /o 
dti /o’ 


dr, 


'd’‘F,(e + Q\ 

Jo 




V dF /o“V dt^ Jo 


setzen. In dem letzten dieeer drei Wle, wo , einer der Punkte ■ • •, r, M steUen 
die anf den rechten Seiten der beiden Gleichungen stehenden Ausdracke 1“ 
welche die nach ? genommenen 11 “* Derivierten von F,{c,), b© v 

Man kann daher auch, wie im folgenden immer geschehen soil, 

fttr !?==« 1 1 ,z?~jn~V ^ ^ 


(K 


n=l,S,3, 


setzen. 


Zweiter Absclinitt. 


Uiitersucliuiig der zii einer 


gewohnliclien Cliarakteristik (^) gehorigen Fuiiktionen. 


1 . 

Es bezoichne irgenci eine gewbhnliche, also iiur aus eigentliclien 

Faktorenpaaren zusammengesetzte, Cliarakteristik, ('^ ) = ( A ' die zu ihr reziproke 

\BJ \Bi • • • Bp/ 

Cliarakteristik. Der im ersten Teile gewonnene Pundamentalsatz liefert daiin die samt- 

licbeii zu den Cbarakteristiken beziehiingsweise gebidrigen Funktioiien W, W, 

wemi man — unter Beibehaltung der im ersten Teile, in Art. 1 des siebenten Ab- 
schnittes, angewaiidten Bezeichnungsweise fdr die zu zwei allgemeinen Funktionen W, W 

geborigen Konstanten — das eine Mai an Stelle des Systems der s + '%H + w, +y) 

Konstanten 2, (£, das andere Mai an Stelle des Systems der s + «bd Kon- 

y=p is = s v = 2) a — a 

stanten 2, (5 ein jedes die Gleicliungen _^(l^+2ni^2„^0, ^^„+2ni^2„=0 nicht 

r = l f7=l f = l rr-l 

verletzende System von s + 5%d Werten treteii lafit mid zu jeder so er- 

haltenen Funktion nocli eine willktirliche Konstante addiert. 

Die nachste Aufgabe besteht nun darin, aus den zu den Cliarakteristiken 

beziebungsweise geborigen Funktionen gewisse einfachste Funktionen, aus denen die 
allgem einsten Funktionen W, W sicb linear zusammensetzen lassen, und die daher als 
Elementarfunktionen anzuseben sind, beraiiszugreifeu und die zwiscben ibnen be- 
stebenden Beziebungen mit Hilfe der in Art. 2 des vorbergebenden Abscbnittes auf- 

gestellten Fundanientalformel (F.) zu ermitteln. Da im vorliegenden Falle ein jedes 

Faktorenpaar A,., B„ ein eigeutliches, also p=jp und dementsprecliend yli=l, >12=2, •••, 
ist, so tritt, wenn man nocb die Grdfien 31, „ 93, „ S,, fftr r = 1,2, ■ ■ ■, p in die 

durcb die Gleicbungen: 


Die zu einer gewohnlichen Charakteiistik gehfirigen Funktionen. 
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bestimiiite Form bringt — wobei zur Abbarzung 


S, = oV3,G. + (1-5.1^, 


6iy— — + (1 — A,) 




2D, .5,.’ 

^v-Br 

2D,D,’ 


67,, = + (1 — Ay) 

By HByDy 

By = - + (1 - B,) 

’ n ' •;< n r> 


D, 

D„ = 2 - Ay - By, = 2 - Ay - By 

gesetzt ist — an Stelle der allgemeinen Fundamentalformel (F.) bier die Pormel: 

+ _ 

f wd W ^2 e J e..e„) +2 e/e, + e,+ • • • + e.,} 

9? v-l v-l 

{''■•) + 4”’ S' 2..{A+ A.,+- +2-,) - sn’S’s-a. 

ff==l a-1 

or = « a = «/<= T/i(y 

- 271^^"' (2„c,o- e„^„o) - 2717^" ^ = 0 . 

ff=l (/=! u~l 


2 . 

Der Fundainentalsatz liefert nun zu den Charakteristiken wenn man 

zunaclist die Konstanten £, S silmtlicli mit der Null zusammenfallen laBt und dann 
an Stelle des Systems der 2j5 Konstanten (Jj, •••, ©p, 

Gleicbungen ; 


, (5^ irgend welche die 


V = JP V = J? 

2^r-0, ^©..= 0 

v-1 V -1 


nicht verletzende Systems von 2j? Werten setzt, Funktionen W, W, welcbe fQr keinen 
Punkt der Flache T" unstetig werden. Solcbe Funktionen mogen allenthalben endliclie 
Funktionen genannt und im folgenden durch. ■io\z\, w\z\ oder durch iv\ xc^ oder noch 
einfacher durch w, w bezeichnet werden. Gewisse dieser Funktionen w, tv sollen jetzt 
als Elementarfunktionen anfgestellt und allenthalben endliche Elementarfunktionen 
genannt werden. 

Man bezeichne zunachst, unter q eine Zahl aus der Eeihe 1, 2, •••,_/;, unter 
(r=i, 2 ,...,p) eine GroBe, die fftr v = q den Wert 1, ftir j/ + ^ den Wert 0 besitzt, ver- 
stehend, mit Wy,\z\, w^,\z \ zwei spezielle allenthalben endliche, je eine willkdrliche, sphter 
zu bestimmende, additive Konstante beziehungsweise euthaltende Funktionen, bei 
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denen die Konstanten S,, (5,, die speziellen, init (5,^,., .= 1 , 2 ,...,;;, zu be- 

zeichnenden, durcb die Grleichungen: 


e,. = (1 - j , = (1 - j , 

bestimmten Werte besitzen, und bezeichne bei diesen Funlvtionen die an Stelle der 
GruBeu Si,, S3,, Si,, S3,, St,, stelienden GroBen mit Si,„, S5(,,, Si,,,, S3^,, sodaB 

also for ^ = 1, 2, • • p: 

langs a,. [ii}^\zY = A,w^, 1 2 [" + St^, , m; J 2 ; |+ = 2,.w^, 1^1” + Si,, , , 

langs h,.{w^,\s\^= + = + $8^,, v=i, 2 ,..,p, 


( 1 -) 


langs c,.{w,,\z\^ = 
langs 


w^,\z\ 

iv^\z\ 


= 








<7 = 1 , 2 , - ■ 


ist imd die Grbfien St, S3, St, Si mit den GroBen ^ durcli die Gleichungen: 


(2.) 


St,, = a,.{i - d^^p) J + (1 - , 


Sip, = 611,(1 — — + (1 — .A,)S?p, , 

^p, = B,.{1 - s^,,.p) y + (1 - 5,)ip, , 


verkniipft sind. Die GroBen bangen von den in w^, beziebungsweise ent- 

baltenen willkuiiicben additiven Konstanten Cp, ab, und zwar in der Weise, daB beim 
tibergang von c^, in c^ + ^p die GroBe ^p, in ^p,-t-/Cp, beim Ubergang von Cp in Cp + ^p 
die GrOBe ^p, in ®p, + /Cp bbergeht. Infolgedessen kann man die Werte der in 10 ^, w^, 
beziebungsweise entbaltenen, bis jetzt nocb willkOrlicben additiven Konstanten Cp, Cp 
inimer und nur auf eine Weise so wablen, daB fur ^ = 1, 2, • • •, 


(S.) 



(<, 

v = l ' 


2 



ist, und es sind dann zugleicb, nacb dem Fundamentalsatz, die Funktionen w^, w^, 
also aucb die zu ibnen geborigen GroBen Ji?p„ ®p,,, v=i, 2 ,-..,p, vollstandig bestimmt. 


Die so gewonnenen vollstUndig ’bestimmten aUentlialhen endlichen Funldionen z 


io^\z\; w^\ 


wJzl 


sollen die zu den Cliamlcteristilcen bezieliungsiveise geliorigen 


aUentlialhen endlichen FlementarfimUionen genannt werden. 

Die Summe der p Funktionen • • •, tv^, besitzt, ebenso wie die Summe der 
Funktionen w.^, • • •, w^„ for jeden Punkt z der Flacbe T" den Wert Null. Zum Be- 
weise dieser Bebauptung beacbte man, daB die den allentbalben endlicben Funktionen : 


w = + Ws H \~iv^, 


W — U^i F ' ' ' 
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zukommenden charakteristisclien Konstanten S,., auf Grand 

der Beziehungen (1.) and (2.) durcli die fiir geltenden Gleichungen: 


^> = 1 () = 1 

^=1 ^=1 

(J = l 


Sv=SX,=(i-:b,)2X„ 

^^=1 ^=1 

e. -!f(i -?,.#) ^'-0. 

(; = 1 ^ 


bestimmt sind. Aus (£,,— 0, (5^— 0, ergibt sicli nun zunachst, nach dem am 

Schlusse des Fundamentalsatzes Bemerkten, daB fiir alle Punkte der Flaclie T" sowohl 
die iVnktion w denselben, init G zu bezeichuenden, als aucb die Funktion w denselbeii, 
mit C zu bezeicbnendeu, Wert besitzt. Um die Werte der Konstanten (J, C zu be- 
stiinmen, beacbte man, daB aus ^=0, w = 0 die fiir v = 1,2, ■ ■ -, 1 ) geltenden Be- 
ziehungen: 


St,= (l-4.)G, a=(l-5,)G, %,= {!- a:)G, 

folgen, und vergleiche die so fiir 3f,,, i8,,, 95^ erlialtenen Ausdriicke mit den oben ffir 

diese GroBen gewonnenen. Man erhalt dann: 


C = ^ G = ^ ^ov} (»= 1 . 2 . •••,?) 

f=i (>=i 

und schliefilich, indem man sowohl die p aus der ersten, wie die p aus der zweiten 
Gleichung fur v = l,2, ■■■,p hervorgehenden speziellen Gleichungen zu eiuander addiert 
und die Gleichungen (3.) berilcksichtigt, 


V-p q=p f mJ_ 1 \ v = -y (J=JI / /«t 1 \ 

V=lg = l ^ = 1 ' t=lj=l (,= 1 ' - ' 

Damit ist aher bewiesen, daB fur jeden Punkt s der Flache T", wie oben behauptet 
wurde, die Beziehungen: 


(4.) ^v^\z\ -j- iv^\z\ -\ + W^\z\ = (i, -I- H \-'W^\s\ = 0 

bestehen. 

Es soli jetzt untersucht werden, oh von den beiden soeben erhaltenen Be- 
ziehungen die erste die einzige zwischen den Elementarfunktionen to^, • • •, w^, die zweite 
die einzige zwischen den Elementarfunktionen w^, • • •, bestehende lineare Beziehung 
ist. Zu dem Ende bilde man, unter c„, c„, »=o, 1 , 2 , •••,?, unbestiinmte Konstanten ver- 
stehend, die allenthalben endlichen Funktionen: 


w = Co + 3 1- CpiUp, 


W = Co -f- CiWi -I f- CpWj, 


P-E, IL 


2 
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und stelle sicli die Aufgabe, die Konstauten c,c in allgemeinster Weise so zu be- 
stimmen, dafi fur jeden Punkt s der Flache T" die Grleichungen w = 0, w = 0 bestehen. 
Sollen abev die Funktionen u\ w fiir jeden Punkt ^ der Flache T" den Wert Null be- 
sitzen, so mftssen vor allena die ihnen zukommenden, durch die Gleichuugen: 


^=p 


e. - 2 c, (1 - f - 1 ' ( 2 c, -i) c,). 


Q=P 


(j^l 


e, - c,(i - ^,i>) j - j ■ 




bestimmten Konstauten ’■=i. 2 > - .p, silmtlich den Wert Null besitzen, oder, was 

dasselbe, es mtissen die GroBen Cj, • • •, c^, Cj, ■ ■ den Gleichuugen: 


-iJC, = 0, 

Q=P 

^c„-j;c,,= 0. 

r = l, 2 , 


^=1 ' 


ocler den damit aquivalenten Gleicliungen: 

^1 “ ^2 ~ ‘ ~ 

= C2 = ' ‘ — c, 



bei denen c, c unbestimmte Konstanten bezeichnen, genilgen. Lafit man dementsprechend 
in den die Funktionen w, w definierenden Gleichuugen an Stelle einer jeden der GroBen 
Cl,---, die Konstante c, an Stelle einer jeden der GrOfien q, - • c^, die Konstante c 

treten, so wird = c,, •+- c(«’i H \-w^, 'ic = + c(m;i H und man erkennt unter 

Beachtung der Gleichuugen (4.) schlieBlich, daB die Funktionen w, id dann, aber auch 
nur dann, far jeden Punkt s der Flache T", wie verlangt wurde, den Wert Null er- 
halten, wenn 

Cq = 0, Cj = Co = • - - = Cj,, Cq = 0, Cj = C 2 = - - - = Cj, 

gesetzt wird. Damit ist aber gezeigt, dafi von den beiden unter (4.) aufgestellten 
Beziehungen die erste die einzige zwischen den Funktionen iCj, - • Wj,, die zweite die 
einzige zwischen den Funktionen Wi, • - bestehende lineare Beziehung ist, und es 
ist damit zugleich bewiesen, daB je p — 1 der Funktionen w^, - - -, Wj, und ebenso je 
p — 1 der Funktionen ici, - - -, linear unabhangig sind. 

Die allgemeinsten alien thalben endlichen Funktionen iv\3\, w\z\ werden, wenn 
man unter Si,,, Si,„ den Bedingungen: 

(5.) ^(£., = 0, ^^, = 0 

r = 1 v-1 


genhgende unbestimmte, unter C, C keinen Bedingungen unterworfene Konstanten ver- 
steht, durch die Gleichuugen: 


(6.) 

dargestellt. 


(/=i 

Die Richtigkeit dieser Behauptung 


cW-c-a'iV,W 

erkennt man auf Grund des Funda- 


11 


Die zu einer gewolinlichen Charakteristik gehorigen Fnnktinnen. 

mentalsatzes, wenn man beachtet, da6 die durch diese Cileichungen defianerten allent 
halben endlichen Funktiouen to, lo, wie aus den Relationen: 




^ = 1 






6 ,., 


.=I,S, 


folgt, SO beschaffen sind, daB ftlr jedes v ans der Reihe 1,2, 

langs c,{it;| 0 |+= ^z\*^u-\z\- + % 

ist, und daB diese Funktioneii zudem die 'vvillktiiiichen additiven Konstanten C, C ent- 


halten. Die Gleichungen (6.) kann man aber anch, unter S), 2) zwei weitere unbestimmte 
Konstanten verstehend, mit Hilfe der Gleichungen (4.) in die Gleichungen: 


(7.) 






uberfuhren, und die bei diesen Gleickungen als Koeffizienten auftretenden GrdBen - 2), 
— 2), ? = 1 , 2 , •••,?, reprksentieren dann, da die GroBen ©, (X nur den Gleichimgen (n.) 
zu genugen haben, keinen Bedingungen unterworfene Konstanten. Setzt man, unter x 
mne Zahl aus der Reihe 1, 2, verstehend, in den Gleichungen (7.) speziell 2) = 

2) = K;,, so liefert die erste derselben die Darstellung der unter (6.) definierteu allge- 
meinsten Punktion iv durch die p — 1 linear uuabhangigen Punktionen u\, ■ • 

• • •? und entsprechend die zweite die Darstellung der unter (6.) definierteu 
allgemeinsten Punktion w durch die p — 1 linear unahhangigen Punktionen w^, ■ • •, 

+ ■ ■ •, Wj,. 

Die p^ Konstanten ?,»■= 1 , 2 , •••,?, des Punktionensystems •, u'^\z\ sind mit 

den Konstanten des Punktionensystems •••, durch einfache 

Gleichungen verknupft. Um dieselben zu erhalten, beziehe man die am Ende von 


Art. 1 aufgestellte, auf irgend zwei allgemeine zu den Charakteristiken gehorige 

Punktionen W, W sich beziehende, Pundamentalformel (Pj.), unter (», o irgend zwei Zahlen 
aus der Reihe 1, 2, •••, verstehend, auf die Elementarfunktionen w^\z\, w„\z\, ersetze 
also in der Pormel (Pj.) die darin vorkommenden Konstanten der Punktionen TP, TP 
durch die entsprechenden Konstanten der Punktionen w^, w„. Man erhalt so zunachst 
die Gleichung: 


r =f> 

* 

r = l 


^ ~ Y 2 (®<I1 + ^Oi H b = 0, 

■* r = 1 


und weiter dann, indem man an Stelle der Konstanten g), (£ ihre durch die Gleichungen: 

= (1- = (1 - O-.yP) v=l,V..,p, 




2* 
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bestimmten Werte treten laBt, deu alien Gliedern gemeinsamen Faktov ni entfernt 
nnd die Suminationen nach v imter Beaclitung der Gleichungeu (3.), der Bedeutung der 

r = ]) 

Zeichen r=i, 2 , and insbesondere der Eolation ^(d„i d-dogH — a+l 

ausftihrfc, die Gleicbung: 

- + [2((y„,+(y„s+--- - 1] ? = o. 


Unterscheidet man jetzt in bezng anf die Zahlen a, q die drei Falle a = Q, o<q, o>q 
und beaclitet, dafi der auf der linken Seite der letzten Gleicbung zwischen den eckigen 
Klammern stebende Ansdruck fiir a = q den Wert 0 , fur a<q den Wert 1 , ffir a>q 
den Wert —1 besitzt, so erbalt man schlieBlich die gewtinschten Gleicbungen: 


( 8 .) ± y , je nachdem o^q ist. 

^ = (), <T-1, 2, • • -,^5, fT=}=(), 

Diese Gleicbungen liefern die Werte der Konstanten sobald man die Werte der 
Konstanten ^ als bekannt voraussetzt, wie umgekebrt. 

Id dem besonderen Falle, wo die Cbarakteristik zu sich selbst reziprok ist, 

also die Gleicbung (g) = ( 5 ) bestebt, und demgemilB fur 9 , n = 1 , 2, • - j; w„ = w„, 
ist, reduzieren sicb die miter ( 8 .) aufgestellten Gleicbungen auf die 
Gleicbungen: 


K. = ^00 + 


Q, (T=l, 2, • 
O' < Qy 


sodaB also die Gleicbungen ( 8 .) fiir jedes Funktionensystem <f;i, • • •, welcbes zu einer 
zu sich selbst reziproken Cbarakteristik gebort, ■ - Beziebungen zwischen den 
ihm zukommenden Konstanten ^ liefern. 

Bei den vorstebenden Untersucbungen ist zwar fiir p der Wert 1 nicbt aus- 
geschlossen, es kann jedocb in diesem Falle von Funktionen to, w im eigentlichen Sinne 
nicbt die Eede sein, da die fiir p = 1 auftretenden einzigen Elementarfunktionen to^, 
den Gleicbungen (4.) zufolge, fiir jeden Punkt e der Flache T” den Wert Null besitzen, 
und dementsprecbend die durcb die Gleicbungen ( 6 .) bestimmten allgemeinsten allent- 
halben endlichen Funktionen w, w sicb fiir p = 1 auf willkiirlicbe Konstanten G, G 
reduzieren. 


3 . 

Kacbdem im vorhergebenden Artikel die zu den Charakteristiken (^, ge- 

hdrigen allentbalben endlichen Elementarfunktionen definiert und untersucht worden 
sind, sollen jetzt weiter gewisse zu den genannten Charakteristiken gebOrige Funk- 


Die zu einer gewolinlichen Charakteristik gohorigen Funktioneii. lo 

tionen W, W, welche mir ftir einen der Pmikte 3 ? entweder luj.arithnii,s.-li uii- 

eudhch Oder algebraisch uueudlicli werden, als Elementarfuuktiouen aiilgestellt und loga- 
ritlimisch unendlich werdeiide beziehungsweise algebraisch unendlich werdende 
Elementarfunktionen geuanut werden. 

Urn zuaacbst die logarithmisck unendlich werdenden Eleinentarfiinktioiieii zii 
erhalten, verstehe man unter a eine Zahl aus der Reihc 1,2,- --,8 and bezeichne. 
untei Beachtiing der in Art. 3 des ersten Aljsclmitte.s gemachten Festsetzungen, den 
o del s Punkte ooj, • • •, oo^, oti, • • •, a,., ■ ■ ■, s, mit rj und denientsprechend die zu ihm 

fiihiende Linie l„ jetzt mit l,^. Der Fundamentalsatz liefert dann zu den Charakteristiken 

(b)’ (b) j® willktirliche additive Konstante c lieziehungsweise c enthaltende, 

Funktionen Ti , W, die in der Flache T ' nnr frtr den Punkt t] un.stetig werden wie 
In ^ , wenu man 

Sa = l, Sn = l. 


'ITCI 


> - 1, 2, ■ 


setzt, aben librigen s + w/id — 1 GroBen 2 sowie alien iibrigen s + ?Uid — 1 

GroBen 2 dagegen den Weid Null zulegt. Die so gewonnenen speziellen Funktionen TF, W 
bezeichne man nun, die Bestimmnng der additiven Konstanten c, c sich vorbehaltend, 
f z ’ f ihnen an Stelle der G-roBen SC,, iB,, E,, St,, 58,, stehenden 

GroBen mit SCi’'^ 58^’'’, beziehungsweise. Ftir das Gebiet des Punktes 1 ] 

lassen sich dann diese Funktionen darstellen durch Gleichungen von der Form: 


(Ifl-) 


P 

0 


= lnl + c(“>+c(«>^„ + c<?>.H- 


P 

0 


= tn — + + c[,®] z,. + d , 


wobei die von z unabhangige GroBen bezeichnen. Zugleich sind die Werte von 

, pH in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten cP'*', in der Weise ver- 


0 p 


kntipft, daB 


(2o-) 


langs a,(P 


langs c, {P 


’’^=A,P’ 

Z ^ 0 ^ 

r+r. f: 


’’^=P,P’ 

« " 0 i 

;■+??'' f; 

!"=p,p’> 

^ a z 

+ 

11 

f] - 2 'xi jp 1 

p ^ 

PI 0 P 

^ p ’ 0 i 

1 0 z 

n + ^ p » 

z 0 z 

i>2m, p: 

S=- M 

II 

+ 


■ + sti.’’\ 


v=l, 2 , 


= P 

0 


P 

0 


ist. 


langs einer jeden der s — 1 tlbrigen Linien I dagegen P 

Dabei sind die GrbBen St^''’, 58^’’’, St^’^ mit den GroBen durch die Gleichungen : 

0 0 0 0 0 0 


^=p 

0 
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a-) 


= - e7, 

0 


p 

~ 


+ (i- 
+ (i- 




= 


2x i 






verknupffc, unci es sollen jetzt schlieBlich die Wei’te der noch unbestimmten additiven 
Konstanten c, c so gewab.lt werclen, daB 


( 4 „.) 

ist. 






r=l 


Die jetzt voHstandig bestimmten Fmildionen P 


F 

0 


sollen die zu den Cliarakte- 


ristilien 


gelmigen, mi,f den PmJct -g sich hezielienden, logaritlimiscli unendlicli iverden- 
den Elementarfunlctimen genannt werden. 

Die bei diesen Elementarfunktionen auftretenden Konstanten ^ lassen sich 
durch die Werte, welche die 2p Elementarfunktionen w, w filr den Pimkt g besitzeii, 
ausdrilcken. Dm diese Ausdrtlcke zu erhalten, beziebe man die Fundamentalformel (Fj.) 


auf die Elementarfunktionen P 

0 


tvAz\ 


lasse also in der Formel (Fi-), nacbdem man 
bei ibr den Summationsbucbstaben o, um Verwecbslungen mit der zu Anfang dieses 
Artikels eingefubrten festen Zalil cr vorzubeugen, durcb r ersetzt und zur Darstellung 
der Funktion w^\z\ filr das Gebiet des Punktes g die Gleichung W(\s\ = c„^-\-c„.yZ,j-\-Ca^z \-\ — , 
bei der speziell c„f^ = w^\g\ ist, aufgestellt bat, an Stelle der darin vorkommenden Kon- 
stanten der Funktionen W, W die entsprecbenden Konstanten der Funktionen P 
treten, Man erbalt so zunacbst die Dleichung: 


w„\z\ 


’M ((1 - "i fi” + “ s,, + (1 - f ~] 

- [(1 - ^,, 1 ^ + (1 - »,,!>) + • ■ ■ + (1 - c ., _ 0 

und weiter dann, indem man die Summationen nach v unter Beachtung der in diesem 
Artikel unter (4(,.) an erster Stelle sowie der im vorbergehenden Artikel unter (3.) an 

zweiter Stelle stebenden Gleicbung und insbesonclere der Eelation 

V=:l 

=jP — 9 + 1 ausftibrt, auch c^,,, der scbon oben aufgestellten Gleicbung gemaB, 

durcb w^\g\ ersetzt, die filr ^ = 1, 2, geltende Beziebung: 

— — 27ri id)^\g\ = 0. 

Beachtet man nun noch, daB die Cbarakteristikeii gleicbberechtigt sind, und 

daB bei der Vertauschung von mit in in tlbergeht, so 


Die zu einer gewohnliclien Charakteristik gehurigen Fiiiiktionen. 
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erlialt man, wenii man noch den Bnchstaben in neuer Bezeiclmnng dimdi v ersetzt, 
scliliefilicli die Grleichungen; 

(6..) KJ. 


1 =1,S 


Es solleii jetzt die zu den Chai'akteristiken gehorigen algebraisch un- 

endlicli werdenden Elementarfunktionen aufgestellt werden. Man verstehe zu dem Ende 
unter a wieder eine Zahl aus der Reilie 1, 2, • • •, s, unter m eine Zahl aus dei' Eeilie 
1, 2, • • und bezeichne den der s Punkte oo,, • • •, co,^, a^, •••,«,, Cj, • - •, e. aucb 

bier wieder niit ij. Der Fundamentalsatz liefert dann zu den Charakteristikeu 

zwei, je eine willkiirliche additive Konstante c beziebuugsweise c enthaltende, Funk- 

tionen W, W, die in der Flache T" nur fur den Punkt 7; unstetig werden wie 

wenn man _ 

P = 1 P = 1 

(£,. =0, e, =0, 


1=1,2,. 


setzt, alien tibrigen s + ?}iid — +in,— l GroBen 2 sowie alien ubrigen s + nii -] — +>«.— ! 
GroBen 2 dagegen den Wert Null zulegt. Die so gewonnenen speziellen Funktionen 
W, W bezeichne man nun, die Bestimmung der additiven Konstanten c, c sicli vor- 

behaltend, mit die bei ihnen an Stelle der GroBen 5f,., i8,., 5t,., S3,, 

^ m Z\ m Z\ 

stehenden GroBen mit beziehungsweise. Fur das Gebiet des 

m 'in Hi -hi hi ih. 

Punktes -t] lassen sich dann diese Funktionen darstellen durch Gleichungen von der Form: 






= 4 + CW + + 


wobei die c^’"’ von 8 unabhangige GroBen bezeichneu. Zugleich sind die Werte von 
, phi in je zvrei entsprechenden Begrenzungspunkten in der Weise ver- 


P I 

■Hi Z 


kntlpft, daB 


(2..) 


langs K[P\ 
langs c,(Pj 
langs l„.[P 


= M,P 


= P„P 


= P 


= P 






p 

HI 

P 

III 

P\ 

HI I 

P 


"■= AP 


1)1+ 


= p, p 


= p 


m 

■+» 




a*— 1 j 2, • * ‘j ^ ) 


ist. Dabei Sind die GrSHen W”, »», W", mit den fll-oBen f f-' duvch die 
Gleichungen : 
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{8-) 


8?' - (1 - S,,) S'". |!?> - (1 - s,) f.", 

verkiiiipft, uiid es solleii jetzt scliliefilicli die VVerte der nocli unbestimmten additiven 
Konstanten c, c so gewahlt werden, daB 


m 

r= 1 


( 4 .-) 

v~X 

ist. 

Die jetzt voUstandig hestiinmten FunMionen P ^ 1 sollen die zti den Charalde- 

ristiken (^i geliihigen, auf den Pimkt ij sick heziekenden, von der Ordmmg m cdgebraisck 

unendlick werdenden Elementarfunktionen genannt werden. 

Die bei diesen Elementarfunktionen auftretenden Konstanten ^ lassen sick 
durcb die Werte, welche die nach genommenen iw*”" Derivierten der Elenientar- 
funktionen ^o, w filr den Punkt rj besitzen, ausdrttcken. Um diese Ausdrticke zu er- 

halten, beziehe man die Fundamentalforinel (Fi.) auf die Elementarfunktionen P ^ , w^z\, 

lasse also in der Formel (Fj.), nachdein man bei ihr den Summationsbuchstaben a, um 
Verwechslungen mit der oben eingefuhrten festen Zahl o vorzubeugen, durcb r ersetzt 
und zur Darstellung der Funktion w^\z\ fiir das Gebiet des Punktes ri die Gleicbung 

ft! 


= C^o + + 


bei der c,,n = w,, 


1 „ 

ist, auf- 


gestellt bat, an Stelle der darin vorlcommenden Konstanten der Funktionen W, W die 
entsprecbenden Konstanten der Funktionen P ^ , w^l\z\ treten. Man erbalt so zunachst 
die Gleicbung: 

2 I (1 - §” 1 - - 0 , 


r = 1 


und weiter dann, indem man die Summation nach v unter Beacbtung der unter (4,„.) 
an erster Stelle stehenden Gleicbung ausfiihrt, aucb durcb den ibin auf Grund der 
soeben filr aufgestellten Gleicbung entsprecbenden Wert ersetzt, die fiir ^ = 1, 2, 

rr«iljk 


geltende Beziehung ; 


- Tti I - 27ti (-^)o= 0- 


Beacbtet man nun nocb, daB die Charakteristiken gleicbberechtigt sind, und 

daB bei der Vertauscbung von mit in in 'w^\z\ tlbergebt, so er- 

balt man, wenn man nocb den Bucbstaben q in neuer Bezeichnung durcb v ersetzt, 
die Gleicbungen: 
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IT 


(5»-) 


«>■ (w-i)! df"* 



O 


— li! 


V d»“‘ h' 


■ -jPj 


und scHieBlich, indem man unter Beaclitung der in Art. 3 des ersten Absclinitte.s ge- 
macliten Festsetzuugen in bezug auf den Punkt ij, insoferne dieser entwedei* einei' der 
Punkte £ 1 , •••, Si oder einer der Punkte •••, oder endlich einer der Puukte ocj, •••, 00 ^ 
seiu kann, drei Palle untersebeidet, die Gleichungen: 



2 


OVv 

in 

(.W-l)! 

\ dr 

■in 

2 


— 1)! 

V dr )o’ 

a'(“) 

2 



OH-l)! 

\ d-r )o’ 


m ^ 

2 

(d'^'u-Ath 

m — 1 - ! 

\ dr /:=.• 

m ^ 

2 


(m — Ij! 

V dr ■ 


2 

(d^u'Ar‘\\ 


nn—l;l 

1 dr k 


4. 

Es soil jetzt gezeigt werden, daB die allgemeinste zu der angenommenen 
Charakteristik gehdrige Punktion W von der im Fundamentalsatze beschriebenen 

Art sicli ans den in den beiden vorhergebenden Artikeln deflnierten Elenientarfunktionen 
linear zusammensetzen laBt. Zu dem Ende bezeiebne man die s Punkte ooj, •••, oo^, 
«!, •••, ot^, £ 1 , •••,£, in der vorliegenden Eeibenfolge mit 7;i, • • •, die zu ihnen be- 
ziehungsweise gehorigen GlroBen 0 ^, ■ ■ ■, der in Art. 3 des ersten Absebnitts gemachten 
Festsetzung entspreebend, mit 0 ^^, ■ ■ ■, 0 ,^^, bilde alsdann mit Hilfe von jp + s der Be- 

v—p a=s 

dingung ^2^= 0 gentigenden Konstanten Si, •••, (5^, 2i, •••, 2„ der »HiH \-m, 

r — 1 tjt=l 

beliebigen Konstanten 2ai, •••, 2<,m„? 0 = 1 . 2 , sowie der willkflrlicben Konstante (J 
die Funktion: 




+ 2(,i P 


+ ' 


4 - 2 ph’l'i 


1 e=p 

^ = 1 




und untersuche, wie diese Punktion W(0) sich in der Placbe T" verhalt. 

Unter Beachtung des Verhaltens der in dem Ausdrucke fur W { 0 ) vorkommenden 
Elementarfimktionen erkennt man nun, daB TK { 0 ) eine in der Flacbe T" einwertige Punktion 
der komplexen Verander lichen ^ ist, die filr jeden von den Punkten %,•••,?/, ver- 
sebiedenen Punkt 0 der Plbehe T" stetig ist, fur den Punkt }]„ (a=i,s,- ••,.) dagegen in 
derselben Weise unstetig wird wie die Funktion: 



^1a 


P-E, n. 


3 
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soclaB also die Dilferenz W(z) — fui' den Punkt t]„ stetig bleibt, und dereu Werte 
in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten in der Weise verkiixipft sind, dafi 

kings «,,{ W( 2 y = A,.W{£)- + 

langs b ,. { W( 0 y = JB,. W( 0 )- + a , -i. 2 , ■ 

langs c.. { F'(^)+ = T'F(^)- + (5., , 

langs + 2mS„. , 0 = 1 , 2 , .. ,s, 

ist, wobei 

a.= cae:,+(i-5,)^.. 


ist und der Wert der Konstante dui-ch die Gleichiing: 


s. - + 2.. f + ■ • + s—f ?•’) - h ’S 


p=i 


geliefert wird. Die Funktioii TV^) stellt daher eine zu der angenommenen Cbarakteristik 
geborige Funktion W von der im Fundamentalsatze bescbriebenen Art dar, und 

zwar die allgemeinste derartige Funktion. bF, da die ihr zukommenden p-\-mA l-'»b+s 

in den Funktionen f„ und den Gleichungen (S.) auftretenden Konstanten S, S un- 

v—p fJ = S 

bestimmte, nur der Bedingung ^ (S;,, + 2 jt^ ^S„=0 unterworfene GroBen sind, und sie 

V = 1 fi = 1 

auBerdem nocli die willktirliche additive Konstante C enthillt, Damit ist aber bewiesen, 
daB jede zu der angenommenen Cbarakteristik geborige Funktion TF von der im 

Fundamentalsatze bescbriebenen Art sicb aus den definierten Elenientarfuuktioneu linear' 
zusammensetzen laBt, oder, was dasselbe, daB man aus dem Ausdrucke: 


die silmtlicben zu der angenommenen Cbarakteristik gehorigen Funktionen TF er- 
balt, und zwar jede nur einmal, wenn man darin an Stelle des von den Konstanten S, d 
und der Konstante G gebildeten Systems von p + H h + s + 1 IConstanten ein jedes 

v = p <y = s 

die Gleichung = 0 nicbt verletzende System vony) + Wid hw, + s+l 

1' = 1 = 1 

Werten treten IkBt. 

Jetzt ist aucb der Augenblick gekommen, um den Begriff der Elementarfunktion 
von gewissen ibm nocb anbaftenden Bescbrankungen zu befreien und damit zugleicb 
den Begriff der allgemeinsten zu der angenommenen GbarakteristiJv gebbrigen 
Funktion TF zu erweitern. 




Die zu eiaer gewolmlichen Oharakferistik gehnngon Fnnkti-nw! 


in 


Zundchst eiinuere man sicli claran, daB die urspri'mgliche Fliiche T ilureli Ein- 
ffiliiuiig von. oj; iSchnitten a, h, c in eine einfach zusanimeuliiuigeiide Fluclie T' ver- 
wandelt wuide, und dafi daun, nacli Markiei’ung der unendlich fenien Pnukte •••, 's:-,,, 
der im Endlichen gelegenen Winduugspimkte sowie der beliebig im Iimorn 

von r angenommenen Punkte •••, aus dieser Flitche T' die den bislierigen Unter- 
suchiingen zu Grunde liegende Flacbe I" durcli Einfiihrung der + den 

Punkt (^0 iTfiit den s geuannten Punkten beziebungsweise verbindenden Sclinitte /j, 
gebildet wuvde. Ein Blick auf die ini Fundamentalsatz vovkomnienden Gleicbungen i S.) 
zeigt nun, da6 die Schnitte I nur zu dein Zwecke eingefiibrt wurden, uni fttr die zu 
bildende allgemeine Eunktion W eine Flacbe, eben die Flacbe 2’". zu gewinnen. in der 
sie einwertig ist. Liegt aber eine Funktion W vor, fiir vvelcbe die zu den Scbnitteii 
K’ ■ • K l^eziebungsweise gebdrigen Konstanten iiiit der Xull zu- 

sammenfallen, iiud dementsprecbend lungs eines jeden dieser a Sclinitte I die Gleicbuiig 
Jf'+ = Tk - bestebt, so ist diese Funktion TF aucb nocb in der aus 2’" dumb Auf- 
hebung der ^ Schnitte I bervorgebenden Flacbe einwertig, und es koiinen daber, weiin 
diese Funktion W fbr sicb allein betracbtet wird, die Sclinitte l„^, ■■ ■, l„ als iiber- 
fitissig weggelassen werden. 


Die in Art. 2 definierte allentbalben endlicbe Elementarfunktion (p=i,s,- -.p) 
und die in Art. 3 definierte algebraiscb unendlich werdende Elementarfunktion P ge- 
horen nun zu denjenigen Funktionen W, bei welcben 2i= So= • • • = S,= 0 ist, und sie 
sind daber scbon in der Flkcbe T' einwertig. Die in Art. 3 definierte, auf den, dort 
mit 7) bezeicbneten, a*™ der Punkte ooj, • • •, oo,^, a^, • • •, a^, gj, • - •, sicb beziebende. 
logaritbiniscb unendlich werdende Elementarfunktion P ^ dagegen ist eine Funktion TF, bei 

der die Grofien •;•, S, durcb die Gleicbungen £i=0, •••, So_i=0, S„= 1, Sa+i=0, P,= 0 
bestimmt sind, und sie ist daber zwar nicbt in der Flacbe T', -wohl aber in einer 
Flacbe einwertig, welcbe aus T' durcb Ziehen nur eines, den der positiven Seite von 
Cj, und der negativen Seite von gemeinsam angeborigen Punkt mit dem Punkte tj 
verbindenden Scbnittes 1,^ hervorgeht. 


Bei der Definition der Elementarfunktionen P 


s Punkte oo^ , • • •, CO 


(27 ^15 


7 7 


wurde unter der a‘® der 


e„ unter m eine Zabl aus der Beibe 1,2, 


»la 
■, m, 

ver- 


verstanden. Beachtet man nun, dafi in dem Fundamentalsatze t, ebenso wie »<i, m,, • 
unbestimmte positive gauze Zablen bedeuten, weiter aucb, daB die Punkte e^, 
t beliebig im Iniiern von T' angenommene, von den Punkten oo^, • • •, oo^, a^, • • •, a, 
schiedene Punkte sind, und beracksicbtigt , das vorher fiber die Bedeutung der Schnitte I 
Gesagte, so erkennt man, daB man bei Zugrundelegung der ursprfinglicben Flficbe T' 

zu jedem im Innern von T gelegenen Punkt tj Elementarfunktionen 


n 

Z 

3^ 


einerlei 
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welche positive ganze Zahl unter m verstaiiclen wire!, in der frtiher angegebenen Weise 
definieren kann, wenn man nur, sobald es sicb um die IJelinition einer Elementar- 

funktion pN handelt, in die Flilche T' einen dnrcli keinen der Punkte oo, a hindurch- 


gehenden Schuitt l,^ einfuhrt, welcber den der positiven Seite von c^, und der negativen 
Seite von gemeinsam angeborigen Punkt mit dein Punkte verbindet. 

Um scblieBlich auch noch zn irgend einem Punkte r\, welcber der Begrenzung 
von T' angebort, also an einem oder an zweien der Sebnitte a, h, c liegt, Elementar- 

zu definieren, fithre man zunachst, nachdem man nocb in dem 


7] 

, P 

n 

Z 

’ 7/i 

z 


funktionen P 

0 

Palle, wo es sicb nm die Definition von PT'I bandelt, den der positiven Seite von c^, 


und der negativen Seite von gemeinsam angeborigen Punkt mit dem Punkte rj 
durcb einen Sebnitt verbunden bat, am Sebnittsystem beim Punkte i], obne jedocb 
den Cbarakter des Scbnitts 3 ''stems zu andern und obne einen Sebnitt iiber den Punkt t} 
bintlberzuscbieben, eine solcbe Deformation aus, dafi der Punkt i] an keinem der 
Sebnitte a, h, c mebr liegt. Durcb diese Deformation gebt dann aus deni Sebnittsystem 
ein neues Sebnittsystem bervor, das an Stelle des kleinen der Deformation unterzogenen 
Teiles des urspriinglicben Sebnittsystems einen davon versebiedenen Teil entbalt, 
sicb im tibrigen jedocb mit dem urspriinglicben vollstaudig deckt, und es gebt zugleicb 
damit aus .der urspriinglicben Fliicbe T' eine neue Flilcbe T bervor, fur welcbe der 
Punkt ri ein im Innern gelegener Punkt ist. Unter Zugrundelegung dieser neuen 


Flacbe T' bestimme man jetzt zu dem Punkte Eleinentarfunktionen P 



V 

z 


in der 


vorber angegebenen Weise und kebre endlicb, indem man diese Fimlitionen mit Hilfe 
der Gleicbungen (2g.), (2,„.) auf die im ersten Teile, in Art. 3 des funffcen Absebnittes, 
angegebene Weise fiber den Scbnitteil binfiber in das von und U begrenzte Gebiet 
als Funktionen von e stetig fortsetzt, zur urspriinglicben Flacbe T' zurfick. Die so fiir 
die ursprflnglicbe Flficbe T gewonnenen Funktionen sollen dann als die zum Punkte t] 

angeseben werden, 
ieselben Eigensebaften 


P 


der Begrenzung von T' gebbrigen Elementarfunktionen P 

da sie, wie aus ibrer Entstebung bervorgebt, im wesentlicben 
besitzen, wie die zu einem im Innern von T gelegenen Punkt 1 ] geborigen Elementar- 

Da6 man zu dem Begrenzungspunkte immer dieselben Ele- 

P ^ erbalt, welcbe von den zulassigen neuen Flacben T' man aucb 
fiir ibre Bildung benutzen mag, zeigt ein Blick auf die Gleicbungen (Iq.) — (S g.) und 


n 

, p 

V 

z 

^ m 

z 


funktionen P\] 
0 


mentarfunktionen P 
0 


Nachdem so der Begrilf der Elementarfunktion von den ibm zu Anfang noch 
anhaftenden Besebrankungen befreit worden ist, kann man jetzt aucb den Begriff der 


Die zu einer gewoholiclien Charakteristik gehorigen Ftinktionen. 
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allgeciGinsten zu dei fingeiioiiimeiieii ClicH'akteristik geliorigoii Fuiiktitui W in i.ler 
Weis6 Grwsitern, daB man in dcm vorliev fiir JV gcwonnenGii Ausdrucke: 


ni) +a..p 




+ 


a P 

'^OVln 7r, 


% 


i-al’Vj-'l + f 


bei clem die s — + f + Puxikte cq, . . beziehungsweise 

vertreten, • • •, unbestimmte positive gauze Zalilen bezeichnen unci die Konstanten 

2, e, C niir der Gleicliung K.. + 27Ti 2, = 0 zu genugen liaben, imter 

1=1 <T = 1 

t von den Punkten oo, « verschiedene belieMge Punkte der Flache T verstelit, die also 
teilweise oder auch alle an der Begrenzung der Fliiche T' liegen konnen, wenn nur diese 
Punkte als Punkte der Placlie T betrachtet getrennt liegen. Zugleich kommen, wenn 
es sicli um die Funktion W(z) allein handelt, nur so viele Linien I,, in Betraclit, als es 
unter den GtroBen Si, • • •, S,. von Null verscbiedene gibt, oder, was dasselbe, nur so 
viele Linien ?,,, als in dem Ausdrucke fur W(z) Fuuktionen P ^ wirklich vorkommen, 

und es sind diese Linien 1,,, die zu den einzelnen Funktionen P im Eabmen der 
vorher genannten Bedingung willkitrlicb gezogen werden konnen, wenn sie bei der 
Funktion kF(^) zusainmen auftreten, nur noch der Bedingung zu unterwerfen, daB sie 
getrennt verlaufen. Die aus der Flache T durch Einfuhrung der fiir die Funktion W(s) 
in Betracht koinmenden Linien I entstandene Flache, in der die Funktion W(z) einwertig 
ist, soil wieder P" genannt werden, und es kann dann der fiir die frhhere Flache T" 
mit Eilcksicht auf die Darstellung der Funktion W{z) durch Potenzreihen aufgestellte 
Begriff des Gebietes eines Punktes sofort auf diese neue Flache T" ubertragen werden. 

Die im vorstehenden angestellten Betrachtungen und gemachten Festsetzungen 
beziehen sich auf die zu irgend einer gewohnhchen Chaiukteristik gehorigen Funk- 
tionen W(z) und gelten daher auch fur die zu der reziproken Charakteristik gehorigen 
Funktionen W{z). Werden aber zwei auf dasselbe Punktsystem t]^, •••,??, sich beziehende 
Funktionen TF'(^), W(z) zusainmen betrachtet, so muB fiir heide eine und dieselbe Flache 
T" zu Grunde gelegt werden und zwar eine solche, welche aus T dadurch hervorgeht, 
daB man zu jedem Punkte rj,- fiir den wenigstens eine der beiden Funktionen F , P 'I 
in W{z), W{z) wirklich vorkommt, eine Linie l,^ zieht. 

Es soli jetzt zum Schlusse dieser Betrachtungen noch gezeigt werden, daB die 
in Art. 1 dieses Abschnittes aufgestellte, unter der Voraussetzung, daB die Punkte jJi, •••, tj,, 
auf welche sich die Funktionen W(0), W{z) beziehen, samtlich im Innern von T' liegen, 
geltende Fundamentalformel (Pi-) sich ohne w'eiteres auf den Pall flbertragen lafit, wo 


die in dem Punktsystem (rj^, •• ■, t?,) = (ooi. 


OO 


2’ 


Sir • • -j vorkommenden 
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Punkte ei, ■ ■■, St teilweise oder auch siimtlich Puiikte der Begvenznng von T' sind, wenn 
nur diese Punkte als Punkte der Plache T betracktet getrennt liogen. Zu dem Ende 
ffthre man zuuaclist am Scbnittsystem bei jedem der Begreuzung von T angehorigen 
Punkte ri, ohne jedocb den Charakter des Schnittsystems zu andern, eine solcbe Defor- 
mation aus, dafi kein Punkt i] mebr an einem der Scbnitte a, I, c liegt, und setze 
gleicbzeitig die Funktionen TF(^), W(^), diesen Deformationen folgend, mit Hilfe der ibr 
Verhalten an den Querscbnitten charakterisierenden G-leichungen (S.) (s. Seite 185 des 
ersten Teiles) auf die ini ersten Teile, in Art. 3 des fiinften Abschnitts, angegeliene 
Weise als Funktionen von e stetig fort. Da nun fiir die hierdurch entstehenden neuen 
Funktionen W( 0 ), W( 2 ), welche zu der aus der ursprunglichen Flacbe T durcb die ge- 
machten Defonnationen entstaiidenen, die Punkte 7?i, • ••, als innere Punkte enthalten- 
den neuen Flactie T' gehoren, ohne weiteres die Fundamentalformel gilt, und die in 
dieser Formel auftreteuden Konstanten von den bei den urspriinglichen Funktionen 
W(3), W( 0 ) vorkommenden entsprechenden Konstanten nicht verschieden sind, so gilt 
die Fundamentalformel auch fur die ursprunglichen Funktionen W(s), W(2). 


5 . 

Es sollen jetzt mit Hilfe der Fundamentalformel (Fi.) gewisse zwischen den 
Elementarfunktionen P, P, P, P bestehende Beziehungen abgeleitet werden. Man ver- 
stehe zu dem Ende unter o^, Uj irgend zwei voneinander verschiedene Zahlen aus der 
Reihe 1, 2, • • •, s, bezeichne den Ui-ten der s Punkte ooi, • • •, oo,^, a^, ■ ■ a,., Sf 

mit Tji, den Ua-ten mit tj, und beachte, dafi die auf diese Punkte tji, sich beziehenden 
Elementarfunktionen P, P, P, P sich fiir das Gebiet des Punktes durch Gleichuugen 
von der Form: 


P 

0 


P 

0 


Vi 




== — 4 . J- 






z 


I '-'O'll I ^ 

+<1=^ \ + < + • 


F 

0 

P 


P 

0 

P 


= In ^ \ ^.1 + ••••, 

— Jl, J_ _L 70 ^^ ^i) _L "i) _j 

\ < + ••••, 


fiir das Gebiet des Punktes 1/2 dagegen durch Gleichungen von der Fomi: 


P 

0 


^(0 ill) 




iOffO 


p 

0 


4 - 








T(?n rji) ^2 
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P 

0 


= In ^ + clf + clf 4 + ..... 


P 

i) 


_ I 

‘ ^ 


+ & + 4 + • • • •. p 


= + -c;“r 4 

= 4 < 


claistGllen lassen, wobei die c, c von s unabhaiigige GruBen bezeichnen. Aus der Fmida- 
mentalformel (Fj.) erhalt man daun, unter Benutzung der Kelationeu (4o.b A„,.) des Art. 3 
dieses Abschnittes: 


I.) 

fhr W=P 

Vi 

, W^P 

Vi 


0 

z 

0 


II.) 

fur T'F=P 

0 

Vi 

z 

, W=p 

71 

Vi 

III.) 

II 

n, 

, w=p 

Vi 

711 

z 

n 

z 

IV.) 

fiir T'F=P 

Vi 

, W=P 

^2 


0 

z 


z 

V.) 

ftir kF=P 

0 

Vi 

z 

, W=P 

71 

V 2 

z 

VI.) 

fiir TF=P 

HI 

Vi 

z 

, IF=P 

71 

V2\ 


die Gleichung: 

A.(OUi) 

^(JtO 


die Gleichung: 

nc%f 

— ^.^0 ^ 

die Gleichung: 

j) rSjn (h) 


die Gleichung: 

AOa^) 

— . ^(0 _ 4 _ 

~ it 

die Gleichung: 


~ 0 - 

die Gleichung: 


— )il 


wobei in der unter IV.) stehenden Gleichung das positive oder negative Zeichen zu 
nebmen ist, je nachdem die Schnitte c, l,.__ bei einem uegativeu Umlauf um c/), in 
der Reibenfolge Cj, • • •, Cj,, 1,^^, oder in der Reibenfolge c^, ■ ■ c^, 4 uberscbritten 

werden. Ersetzt man jetzt in den gewonnenen Gleicbungen die GroBen c, c durch die 
ihnen auf Grund der in Art. 3 des ersten Abschnittes gemacbten Festsetzungen eut- 
sprechenden Ausdrucke, so ergeben sich die gewiinschten Beziehungen: 



wobei in der unter (IV.) stehenden Gleichung das positive oder negative Zeichen zu 
nehmen ist, je nachdem die Schnitte c, bei einem negativen Umlauf um S', in 
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der Eeihenfolge Cj, •• •, c^, l,.^ oder in tier lieihenfolge c^, •••, c^, iiberschritten 

werden. 


Nach den im A^orhergehenden Artikel gemachten Ausfiilirungen gelten die Fonneln 
(I.) — (YI.) ftir irgend zwei Punkte 7 / 1 , 7/0 der Flilclie T'; nur miissen diese Punkte 7 ^ 1 , rj,, 
wenn sie beide der Begreuzung von T' angehoren, als Punkte der Flilclie T betracbtet 
getrennt liegen. Fur die Fonneln (L), (11.), (HI.) kommt in der Flacbe T’ nur ein einziger, 
den der positiven Seite von Cj, und der negativen Seite von Cj gemeinsain angeborigen 
Punkt mit dem Punkte tji verbindender Scbnitt in Betracbt; fiir die Fonneln (lY.), 
(Y.), (YI.) dagegen muB der genannte Punkt sowoH mit deni Punkte 7/1 durch einen 
Scbnitt wie mit dem Punkte rj.^ durcb einen Scbnitt verbunden sein. 

Die Formeln (1.) — (YI.) stellen Beziebungen dar zwiscben den zu irgend einer 


gewobnlicben Cbarakteristik geborigen Fimktionen P und den zur reziproken Cha- 


rakteristik 


fA\ 

\bJ 


geborigen Funktionen P, und es geben demnacb, da aucb umgelcebrt 

zu reziprok ist, aus den Fonneln (I.) — (YI.) ricbtige Formeln bervor, wenn 
man darin durcbweg die Zeicben P, P vertauscbt. 

Mit Hilfe der gewonnenen Formeln soil zuniicbst den die Funktionen P 
fill- das Gebiet des Punktes tjj darstellenden Gleicbungen: 


Vi 

, p 

Vi 


’ 7/1 

z 


P 

0 


z 

= In + 

[P 

Lo 

Vi 


II 

+ 

” V 

I’?i 

z 

J. 

'jm 



?i = 1 
72=00 


^11; ]) o ^% 


und ebenso den die genannten Funktionen ftir das Gebiet des Punktes 7 ]., darstellenden 
Gleicbungen : 

0 S /o 


P 

0 


= p 
0 


Vi 




P 


^ ’V A (Al z" 


eine neue, fill* die spilteren Untersucbnngen nOtige Gestalt dadurcb gegeben werden, 
daB man bei den bier an erster Stelle aufgestellten Gleicbungen die Koeffizienten 
von , 2 ” durcb die ibnen auf Grund der Formeln (11.), (III.) entsprecbenden Ausdrilcke, 
bei den an zweiter Stelle aufgestellten Gleicbungen die Koeffizienten von durcb 
die ibnen auf Grund der Formeln (Y.), (YI.) entsprecbenden Ausdrilcke ersetzt. Es ergeben 


sicb dann zur Darstellung der Funktionen P 
die Gleicbungen: 





z 

’ 7/2 

z 


ftir das Gebiet des Punktes 7]^ 


Die 


emer gewohnliehen Charakteristik gehorigen Funktionen. 
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P 

0 


Vi 

z 



Vi\ 

z 

un ; 

ni 




/o '•» 


( 1 -) 

( 2 .) 

fui cIrS GrObiGt/ (1 g& PunlctGS 7 J 2 d.3j^Gg6Il die Grl6ich.UQ^Gn I 

( 3 .) P ’’1 = P "I* + ”S°- P 

( 4 .) P = p +— b... P 

Dem oben Gesagten entspvechend geben aus deu Gleichungen (l.i — i4.j vier %veitere 
Gleicbuugen bervor, wenn man darin durcbweg die Zeicben P, P vertausebt. 

Nacb dem frilber Bemerkten kann eine jede der drei Fomeln (IV.)— (YI.j un- 
abbiingig voii den beideii anderen auf irgeiid zwei Punkte der Flacbe T' bezugen 
werden. Man verstebe jetzt nnter ri, s irgend zwei Punkte der Flacbe T', verbinde 
dieselben in vorlier angegebener Weise durcb Sebnitte l,^, 1 . mit dem geuieinsamen Aus- 
gangspunkt der Sebnitte c, lasse alsdann bei der Pormel (IV.) an Stelle des Punkte- 
paares 771, das Punktepaar 77, 0, bei der Formel (V.) dagegen an Stelle des Punkte- 
paares 771, 772 das Punktepaar 0, 77 treten und vertausebe endlich nocb in der so aus (V.) 
entstebenden Formel die Zeicben P, P, indem man gleicbzeitig den Buebstaben n durcb 
den Buebstaben m ersetzt. Es ergeben sicb dann die fur irgend zwei Punkte. 7/, 0 der 
Flacbe T' geltenden Gleicbungen: 

( 5 .) 

( 6 .) 


P 


=p 

^1 d: 7 ii, 


0 

1 ^ 

0 

n\ ’ 


P 



1 (<!^ p 

z 

JL 

m 

1 ^ 

(m- 

-1)! Wni 



wobei in der unter ( 5 .) stebenden Gleicbung das positive oder negative Zeicben zu 
nebmen ist, je naebdem die Sebnitte c, I bei einem negativen Umlauf um ibren ge- 
meinsainen Ausgangspunkt 0^0 der Eeibenfolge q, c^, ■ • Cp, I,., I, oder in der Eeiben- 
folge C2, • • Cp,l,,l,j tibersebritten werden. Aus diesen Gleicbungen sollen jetzt 
weitere Scbltisse gezogen werden. 


Die in P 

0 




’f 




vorkommenden Buebstaben 77, 0 bezeiebnen irgend 

zwei Punkte der Flacbe T' und zugleicb die diesen Punkten zukommenden Werte von 
x + yi Man kann daber eine jede dieser vier GroBen niebt nur, wie es bisber aus- 
scblieBlicb gesebehen ist, bei festgebaltenem Punkte 77 als Funktion des in T' beweg- 
licben Punktes 0, sondern aucb bei festgebaltenem Punkte 0 als Funktion des in T' 

P-K, II. ^ 
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bewegliclien Punktes t] anselien. Bei jeder clieser Funktioiien soli die zwischen den 
senkrechten Strichen an der nnteren Stelle stehende QroBe das Argument, die an der 
oberen Stelle stehende GroBe der Parameter der Funktion genannt wei-den. Beachtet 
man nun, dafi eine jede dieser Funktioiien eine Funktion der bei ihr als Argument 
auftretenden komplexen Veranderlichen ist, mid daB P ^ , unter Festhaltuiig des Punktes s 
mid des Sclinittes als Funktion des bewegliclien Punktes rj betraclitet, sich, wie die 
Gleichung (5.) zeigt, von der Funktion P ^ der komplexen Veranderlichen -rj nur um 
eine additive Konstante unterscheidet, wenn nur fftr jede Lage von rj der Anfangspunkt 
des Schnittes I,, auf derselben Seite des Schnittes liegt, so erkennt man zunilchst, 

nicht nur eine Funktion der bei ihr als Argument auftretenden 
lichen sondern auch eine Funktion der bei ihr als Parameter 


daB die Funktion P 


komplexen Verilnder 


als 

als 


auftretenden komplexen Veranderlichen rj ist, und daB die Eigenschaften von P 

Funktion des Parameters ?/ ohne Miihe aus den bekaunten Eigenschaften von P 
Funktion des Argumentes 7; abgeleitet werden kbnnen. 

Man fasse jetzt die Gleichung (G.) ins Auge, drftcke die auf ihrer rechten Seite 


vorkommende GrbBe F 


aiif Griind der aus ( 5 .) nach Ersetzung von 7} durch ^ her- 


vorgehenden Gleichung P 


P 

U 


ni durch die GroBe F 

0 


aus und verbinde die so 


entstehende neue Gleichung mit der Gleichung (G.). Man erhillt daiin die Doppel- 
gleichung: 

( 7 .) P| 


V 

_ 1 p 

z 

\ 1 /d'“ 

p 


z 

(w-i)i \d'i'!f i 

S 

jo” (w-i)i Us;‘ 

J. 

0 

z 


und schlieBlich, iiidem man in bezug auf den Pmikt 77, iiisoferne dieser eiitweder 
ein beliebiger von den Puiikten a, 00 verschiedeiier Pniikt e der Flilche T' oder einer 
der Punkte «,,•••,«,. oder endlich einer der Pniikte ooj , • • •, 00,^ sein kann, drei Fiille 
unterscheidet und die in Art. 3 des ersten Abschnittes gemachteii Festsetz ungen be- 
achtet, die drei Doppelgleichuiigeii : 


( 8 .) 


P 

111 

F 

■m 

F 


d’”-F 


d"‘P 


(»i— 1)! ds" 

1 ( ‘‘"f 




(w- 1 )! ds'' 
1 


1 if"? 


z 

a oa 


(m-l)l \ dSS 


d"'p 

0 

z 



d'"P 


r\ 

0 

Z 



(w-1)! \ dC /«■ 


Dem fvflher Bemerkten eiitsprechend gehen aus den Gleichunge.n (8.) drei weitere 
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Gleichungen hervor, wenn man darin durclnveg die Zeichen J\ /' vertansrlit. Au> der 
ersten der drei Gleicliungen (8.), die fur jeden von den Punkten re, ver.'chiedeiien 
Punkt e der Flache T' gilt, erkennt man nun, daB die Funktion eben>o wie die 


Funktion F 


plexen Veifincl 


, niclit nur eine Funktion der hei ikr ais Argument auftretenden kom- 
erlichen 0 ^ sondern aucli eine Funktion der hei ihi‘ als Paiiuneter aul- 
tretenden komplexen Veranderliclien rj ist, und da6 die Eigenschaften vun J‘ als 

Funktion des Parameters rj aus den bekannten Eigenschaften von /’|^j als Funktion 
des Argumentes i] abgeleitet werden konnen. Die geuaunte Gleidnmg lehrt weiter 


aber auch, da6 man die Elementarfimktionen F 


••• aus der Funktion F 

0 

primarer diirch sukzessives Derivieren nacb dem Parameter rj erhalteii kaiin. 


, V 


als 


6. 


Die Untersuchungen des Art. 4 liaben gezeigt, daB der Ausdruck: 

w(0) = 2 (s^' ^ + • • • + S':;’ f[; ) 

+ T p !“<'!+ I “/ 1 + • • • + s'j’ p I “/ 1) 

+S' + • • • + s>f:^p\7\) - + C', 


bei dem Mi, ■ ■ m„ n„ ■ ■ ■, n„ unbestimmte positive ganze Zahlen, die Buch- 

staben S, ©, C unbestimmte, nur der Bedingung: 


J e., + 2ni(^ ^ Sr*’ = 0 

unterworfene Konstanten bezeichnen, der sick also von dem in Art. 4 fur TF(^) auf- 
gestellten Ausdrucke nur durch die Bezeichnung imterscbeidet, die aUgemeinste zur 
Charakteristik geborige Funktion TF darstellt. Das Verhalten dieser Funktion 
■I>F= W(0) fill- die Punkte s, a, 00 ist von der Art, daB 


far da.s Gebiet j ^ jj.,) ^ 

des Punktes ^ ^ a=i 

m.v das Gebiet J — L_ ^ 

des Punktes \ ^ ^ («— («— 


far das Gebiet 
desPunktescx>„ 


r=I,3, ,i. 


^=1,3, ,r» 


jf s= 1 , 2 , • • • , 5, 


4 ^ 
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ist, wahrend fur das Gebiet eines von den Punkten s, a, oo verschiedenen Punktes s = a 

W {z) = 4 “' + cf\z~a) + df{z—ay H 

ist. Dabei bezeichnen von z unabhangige GroBen. Was dagegen das 

Verbalten der Punktion T'r(^;) langs der Schnitte a, b, c, I betrifft, so ist, dom in Art. 4 
Ansgefuhrten entsprechend, hier 


langs a, { W{zy = A„ W{z)- + §t., , 

langs b,.{ W(zy= B,W(z)- + ^„ ..=1.2,... 

langs c,{W'(^)+= W(z)-+^,, 

langs Z,,{ TP’(.s)’^= W(z)~ ’ ' , 

wobei 


ist, und der Wert der Konstante durch die Gleicbung: 





geliefert wird. 

Man betrachte jetzt die Derivierte der Punktion Tr= kP (z). Um ihre 

Eigenscliaften zu ermitteln, deriviere man die soeben aufgestellten Gleichungen, welclie 
das Verbalten der Punktion W(z) fur die Punkte s^, a^„ 00,,, a und langs der Begrenzung 
von T" charakterisieren, ?t-mal nach z. Man findet auf diese Weise, wenn man noch 
das mit irgend einer GroBe g gebildete Produkt g(g—l) • • • (g—n+ 1 ) von n Paktoren 
zur Abkilrzung durch {g\id} bezeichnet, daB 


fbr das Gebiet des Punktes (*=1,2, •••,;) die Gleicbung: 


d’^W 
clz'‘ '' 




X=Vlr 


= 00 


X=.n 


fur das Gebiet des Punktes a„ (f=i,2,...,r) die Gleicbung: 


d'^W 
de" '' 


2(“f) (-^r 


^ +1 (il*) 


.1=1 


filr das Gebiet des Punktes co„ (v=],2, •••,5) die Gleicbung: 


d’^W 

dz' 


^ ^ ;i=i 


Die zu eber gewShnliehen Oharaktcristik geharigen Funktion-n 

mr da. Gebiet dea voa dea Puaktea ^ verachiecleaeu Pankte . , „ „i,. 01,.id.„„a: 

'^\n\n) + G^:Un+l\n)[z--a) + d^Jn+2\7i)(z^a? 


besteht, unci da8 


lings 4 « 

I. f 


(S.) 


langs c.. 
langs 1,, 


cZ/' — 

tx ^ 

^ dz^^ » 


d^JF- 


dz'* ’ 

dnv-^ 

d^^w- 


dz^^ ’ 


,p. 


^11 


i8t. Die so^gewonnenen ffleiehimgen eeigen, dafi die in der Flache I" einwertige 
Fimktion -jpr erne am- Charakteristik g) gehOrige Fnnktion JFist, und ^ kann daber. 
nach Art. 4, durch Elementarfunktionen dargestellt werden. 

Um diese Darstellung zu erhalten, beachte man zunachst, da6 die Funktion 
wie die fur sie an erster Stelle gewonnenen Gleickungen zeigen, 

fiir den Punkt (t=i, 2 ,-.,o unstetig wird wie die Funktion: 
fill den Punkt (^= 1 , 2 , unstetig wird wie die Funktion: 


Z = T 


2,.,. p| P J>| + «) 4-.> P, 

fill den Punkt oo^ (^= 1 , 2 , . stetig ist oder aber unstetig wird wie die Funktion: 

^ = Px 


/ = Pv , « 


je nachdem p^_ < ni^ + 1 oder ^ + 1 ist, 

endlich fur jeclen von den Punkten s, a, oo verschiedenen Punkt 2 = a stetig ist. Man 


erkennt dann, daB der aus und den Funktionen r=i, 8, W^‘‘^\z), e=i, 2 ,- -.r, 

sowie den etwa zu im eben angegebenen Sinne gehorigen Funktionen gebildete 

Ausdruck: 


d’‘W 


2 

^=1 


Q-l X=i 


bei welckem der an dem letzten Summenzeicken stehende Akzent andeuten soil. 
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geh.t W{d) in P g nber und an Stelle der Entwicklung der Funktion W(g) fur das Ge- 
Met des Punktes (?= 1 , 2 . tritt, den Gleicliungen (3.) und (1.) des Art. 5 gemaB, die 
Entwicklung: 


F 

0 


— ±p 

‘^Qj ’ , X 

;.=o ;. = i,2,3, 


= ^ 4“'’ (•2 — « ) wobei 


wenn der Puukt a von clem Punkte verscbieden ist, dagegen die Entwicklung: 


F 

0 


In — wobei “ T ~ f)^ ’ 


wenn der Punkt sicli mit dein Punkte 1 ] deckt, was flbrigens nur in clem Palle, wo 7 / 
der Punkt a„ ist, vorkommen kann. Untersckeidet man jetzt in bezug auf den Punkt ?/, 
insoferne dieser entwecler der Punkt oder der Punkt a„ ocler der Punkt 00,, sein 
kann, drei Falle und bezielit die Gleichung (D.), indein man zugleich den Buchstaben 
der einen beliebigen von den Punkten aj, >••,«,., oo^, • • •, (X),^ verschiedenen Punkt der 
Flache T” bezeichnet, clurcb e ersetzt, der Eeihe nacb auf die speziellen Funktionen 

= ir(.^) = p|“/|, , so erhalt man 


fur die Derivierte der Funktion P 


(D,.) 


0 Z 


die Darstellmig: 

■ i 




(-i)-(»-i)!p -h V 

I I (> = i ;i = i 




far die Derivierte der Funktion P 

0 « 


(E.-) 


FP 

cc 


0 

z 

_ _ (• 






K 


(n-l)\ P 


X = nf.ta 
+ ^ 


die Darstellung: 
PG . 

S 


pr^ 




+ 2: - 

11 = 1 1 = 1 


— X 

nii^—x 


F 


_L^\ 

/ i, = fta 




.) 


far die Derivierte der Funktion P 


die Darstellung: 


(tr = l,2,...,r) 




FP 


u 

Z 


clz^^ 


Q=zr As=n//p — 1 

.S' 2 

;i = i 




.) 


, p 


(ir=l,2, . .., 2 ). 


Dabei soli der aaf der recliten Seite der Form el (Dg.) an dem Snmmenzeiclien stehende 
Akzent andeuten, daB bei der Summation fur den Index ^ der Wert a auszuschlieBen ist. 


Die zu einer gewohnlielion Charakteristik irelir.rigen F'linktionen. 


3r, 


Man verstehe jetzt unter r/ wiederuni einen der drei Punktt* ej, a„, cc,, nnter m 
im ersten Falle die Zahl im zweiten Falle die Zalil iui dritteu Falle die Zalil^;,. 
und setze in deni mit W{z} bezeiclineten Ausdmcke die GruBe Eins. ulle ftbrigeii 

GroBen 2 sowie die GruBen (iii, S., • • •, C der Null gleich; dann gebt W<Z) in P 'i 

ilber und an Stelle der Entwickluua der Funktiou TFiFi lur das Gebiet des Punktes 

*— . ✓ 

a^, (? = i, 2 . ,r) tritt, den Gleicbungen (4.) und (2.) des Art. 5 gemiiB, die Entwicklung: 


= cP(z - « )''% wobei cP = P 1 , 

wenn der Punkt a,, von dem Punkte ?/ verscliieden ist, dagegen die Entwicklung 
5 + . "'oliei cf-i _ - i])^, 

- — « = « A-1,2,3, ••• e 


wenn der Punkt sicb mit dem Punkte 7] deckt, was bbrigens nur in dem Falle, wo 
7 ] der Punkt ist, vorkommen kann. Uuterscbeidet man jetzt in bezug auf den Punkt j/, 
insoferne dieser entweder der Punkt oder der Punkt a„ oder der Punkt oc> sein kann, 
drei Falle und bezieht die Gleicliung (D.), indem man zugleicb. den Bucbstaben ei, der 
einen beliebigen von den Punkten a^, a,., ooj, •••, oo,^ verschiedenen Punkt der Flacbe T” 

bezeicbnet, durch s ersetzt, der Eeihe nacb auf die speziellen Funktionen TF(^) = 

n‘)-g 


so erbalt man 


(Ds.) 


fur die i?-*® Derivierte der Funktion P 
d”P 


die Darstellung: 


dg’‘ 


= (— wU?) P 


Q = rX = nfj 

i V -v 

—in 


(m — 1)! 


^ = 1 ^ = 1 


(D..) 


agp 

Vi 

Z 

/ m 

7i) P 1“; 

+ ^ 



‘ {in — 




+ 

1 

(m-l)r 




^ = 1 z = 1 


fur die vP Derivierte der Funktion P 


/n^g — X 

1 n 

V 

- (— p 




)th 

die Darstellung: 


^ 1 *), 

'dr r p k«| 

1 

ti lJ,^y X 



\ J 

/dr p Cpi' 


nfLg — X 

\dir, s 1 

hi\z 1 


(cJ — 1, 2, - • r) 


die Darstellung: 


(D.-) 


d^P 

Vi 

Z 

^==r ;. = ?ipp-ll 
i X7 ’V . 

— :: n] 

p 

a 

3 

f) p 


dz^ 


1 

1 


1 

\lox 

z 


— 1,2, • * -jV) 


5 
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(d;.) 


W6im wi < + 1 ist, clagegen die Darstellung: 


cVp\ 

1H 1 

z 

-/'"‘I);) V 


II 

/II 

1 


n) 

/ d"‘ 

p 


] P 


dz 



z 

1 ' 




s 

/o;. 

z 


(r=I, 2 ,- -.V) 


wenn m ^ + 1 ist. 

Dabei soli der auf der rechten Seite der Formel (Do.) an dem Snmmenzeiclien stebende 
Akzeut ancleuten, daB bei der Summation fiir den Index q der Wert a auszuschlieBen 
ist. Was den Bncbstaben m betrifft, so vertritt derselbe bei der Formel (Dg.) die Zahl in^^, 
bei der Formel (Dg.) die Zabl endlich bei den Formeln (D,.), (D/.) die Zahl und 
es Vann daher, insoferne unbestimmte positive ganze Zahlen sind, in den auf- 

gestellten Formeln unter m irgend eine positive ganze Zahl verstanden werden. 

Nachdem so die Derivierten der zur Gharakteristik gehOrigen Elementar- 

funktionen durch Elementarfunktionen dargestellt sind, hlBt sich jetzt die Funktion P * , 
indem man die im vorhergehenden Artikel nnter (8.) ffir sie anfgestellte Gleichung: 


( 8 .) 


pr 

z 



rp 

Z 

1 

u 

E 


(W— 1)! (JgW 


mit den Formeln (Dg.), (Dj.), (D4.) der Eeihe nach verbindet, durch Elementarfunktionen mit 
dem Argumente e darstellen. Um diese Darstellung zu erhalten, beachte man, daB die 
Formel (Dj.) fiir irgend zwei von den Punkten • • •, a,., oo^, • • •, 00,^ verschiedene 
Punkte e, z der Flache T' gilt, wenn nur diese Punkte als Punkte der Flilche T be- 
trachtet getrennt liegen, dafi dagegen die Formeln (Dg.), (D^.) fiir jeden von den Punkten 
• • •, a^, 004, • • •, 00^ verschiedenen Punkt g der Flache 1 " gelten. Ersetzt man darauf- 
hin bei den genannten drei Formeln in neuer Bezeichnung den Buchstaben g durch den 
Buchstaben e und gleichzeitig den, nur bei der Formel (Dg.) vorkommenden, Buch- 
staben £ durch den Buchstaben g, weiter dann den Buchstaben n durch den Buch- 
staben m und vertauscht endlich noch durchweg die Zeichen P, P, so erhalt man zu- 
nachst drei Gleichungen, deren linke Seiten von den GroBen: 


z 

dJ'^P 


d!"‘P 


s 

0 

€ 

0 

1 ^ 


ds^“ ’ ds"‘ ’ ds”' 


beziehungsweise gebildet werden. Fdhrt man nun noch an Stelle dieser GlroBen auf 
Grund der oben aufgestellten Gleichung (84 .) die GrOBen: 


(m-l)!P * 

^ J m Z 


(m — 1 )! P 


(w-l)!P 

\ / m 


beziehungsweise ein, so erhalt man schlieBlich die drei Gleichungen: 


Die zu einer gewShnlielien Charakterisfik geliorigen Fnnktionen. 

m/i^ — 1| 


;>a 


(E.) 


(E.) 


= (-l)“p 

^ 7TL 


+ 


J P = r^ = »j„_il ml 

{vi — 1) ! ^ ^ 


e=i i=i 





Ip 


s 

I A 



a 

_ (-1)’" 

p 

% 

1 



mf(a 

£ 

“T 


— 11 ! 2 
1=1 


(w — 1)! 



( JP 


1 \ p 


? 

1 

1 

\ . 

j* 

& 


f 


. ^ = rA=wi//p- 

\m—r)\2 2 

' ( 1=1 1=1 



> 

\ 




\ ^ 

f/i 

) 

1 

P 


P 



~ 

" Jr 


jr 

X 

£ 


(-7 = 1 , 2 , ■• ,r) 


(Eoo.) 


p " 

wt 00, 


()i=r = 


(m— 1)! 


()=i 1 = 1 


/mfi —X X 






1 




n 

V ^ J 

f 

■ p 


p 


m 11 ^ — X 

muq—X 

00^1 

X 

s 


(r=l,! 


■- 2 ) 


oc^ verschiedene 


von denen die erste ftir irgend zwei von den Punkten a^, a^, oo^, • 

Punkte s, ^ der Flache T' gilt, wenn nur diese Punkte als Punkte der Flache T be- 
trachtet getrennt liegen, die zweite und dritte dagegen fur jeden von den Punkten 
«i; • • •> J verschiedenen Punkt e der Flache T' gilt. Der auf der rechten 

Seite der Formel (E^.) an dem Summenzeichen stehende Akzent soli andeuten, dafi bei 
der Summation ftir den Index q der Wert a auszuschliefien ist. 




P 

VI I 00 _ 


Jetzt ist man auch imstande, das Verhalten der Funktionen P 

r/i 

als Funktionen des Parameters e vollstandig zu charakteidsieren. Zunacbst zeigt- die 
Grleichung (8i.), daB diese Funktionen, als Funktionen des Parameters s betrachtet, zur 

Charakteristik gehorige Funktionen W (s) sind, die nur algehraisch unendlich werden, 
und bei denen bberdies die Konstanten SI, S samtlicb den Wert bTull besitzen. Als 
Funktionen W (e) mOssen sie sicb aber nacb Fruberem durcb zur Charakteristik ge- 
horige Elementarfunktionen mit dem Argumente s dai’stellen lassen, und diese Dar- 
stellungen werden eben durcb die G-leicbungen (E,.), (E^.), (E,,,.) beziebungsweise geliefert. 

Aus der Gleicbung (E^.) erkennt man dann weiter, claB die Funktion p|* als Funktion 
von e unendlich wird wie wenn der in der Flache T' bevregbche Punkt e sicb 

dem festen Punkte z unbegrenzt nahert, und daB diese Funktion im tlbrigen nur dann 
nocb unendlich werden kann, und bei nicbt spezieller Lage des Punktes 3 auch stets 
unendlich wird, wenn der Punkt s sich einem der Punkte otj^, • • •, unbegrenzt nShert. 


Was dagegen die Funktionen P I > P 


betrifit, so kSnnen dieselben, wie die Glei- 


chungen (E„.), (E.,.) zeigen, nur dann unendlich werden, wenn der Punkt e sich einem der 
Punkte unbegrenzt nahert. Beachtet man nun noch, dafi die drei in Rede 
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steheuden Funktioiien sich auf Grand der Gleichung (Sj.) von den nach e genommenen 


m 


Derivierten der drei Funktioiien P 


p 

z 

, P 


, P 


0 

£ 

’ Q 

£ 

’ 0 

£ 


beziehungsweise nur um einen 


Zahlenfaktor unterscheiden, and daB eine jede dieser drei Derivierten gegen Null kon- 
vergiert, wean der Punkt e dem Punkte oo^ unbegrenzt zustrebt, so erkennt ma.n 

endlicb noch, claB die Funktionen P [ , P ' , P I stets gegen Null konvergieren, wenn 
der Punkt s irgend eineni der Punkte ooi, • • •, oo,^ unbegrenzt zustrebt. Das eigent-um- 
liche Verhalten der Funktion P I beim Anrticken des Punktes s gegen einen Punkt a 
Oder einen Punkt oo stelit im Einklange mit der aus den Gleichungen (8.) sich er- 


gebenden Tatsache, daB die Elementarfunktion P 


nicht in die Elementarfunktiouen 


P 


a 

L Pi 

CO 

Z 


Z 


iibergeht, wenn man den Punkt e dem Punkte a beziehungsweise dem 


Punkte oo unbegrenzt zustreben laBt. 


7 . 

Man lasse jetzt in dem zu Anfang des vorhergehenden Artikels aufgestellten 
Ausdrucke an Stelle einer jeden der t -\-r + q Konstanten So und der p Konstanten ^ 
die Null treten. Der dadurch entstehende Ausdruck: 


■ 7 ? = i 


W(0)= 

t = l ^ ^ 

Q — 1 

X = 1 ' ^ 


+ • 

+ ■ 

+ • 


■ + 2s-’£|:i) + 


bei dem •••, nii, n^, ■■ •, n,., qhi " Pg unbestimmte positive gauze Zahlen bezeichnen, 
and die Konstanten S, C keinen Bedingungen unterworfen sind, stelit dann die all- 


gemeinste zur Charakteristik gehorige Funktion W dar, welche in je zwei zu einem 


der Schnitte c, I gehSrigen entsprechenden Punkten denselben Wert besitzt. 

Infolgedessen ist die Funktion W {z) schon in der aus T” durch Aufhebung der 
Schnitte I entstehenden Flache T einwertig, und es darf daher fftr die Untersuchung 
dieser Funktion die Flache I' zu Qrunde gelegt werden. Noch moge fiir das Folgende 
vorausgesetzt werden, daB fiir ^ = 1, 2, •••, r ist; dadurch wird die Allgemein- 

heit der Untersuchung nicht beschrankt, da man von dem Falle, wo n^> also etwa 
% = + 9 isf, zu dem Falle, wo also etwa = /n^ + l — h ist, auch dadurch 
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(ibergehen kann, daB man den Konstanten den Wert Xull 

erteilt. ' ' 

Die definierte Funktion W{z) laBt sich nun auch durch die Derivierte einer zii 
der Charakteristik Q gehorigen Funktion W und p ausgezeichuete Funktionen TfbV. 
der hier hetrachteten Art linear darstellen. Dm diese DarsteUung zu erhalten, setze 
man zunachst voraus, daB keiner der Punkte g, der Begrenzuna von T' an- 

gehore, und verstehe unter a einen im Innern von T' gelegenen, von den Punkten g, a, 
verschiedenen Punkt, bilde alsdann das Produkt: 

dei Funktion und dei zui Cbaiakteristik gehorigen, ebenfalls in T' einwertigen 

Elementarfunktion p|“[ und bestimme den Wert J des in positiver Ricbtung fiber die 
von den beiden Seiten der Schnitte a, I, c gebildete Begrenzung St der Flache T zu 
erstreckenden Integi'als indem man in derselben Weise vorgeht, wie es im 

ersten Teile, in Art. 1 des siebenten Abscbnittes, zu ahnlichem Zwecke gescbeben ist. 
Man erhillt dann fur J zunachst die Dleicbung: 

J=^f<T>(d)d0 = "2 f(^{^Y-<l>(s)-)dz, 

% ’■ = lr+ + +1 


und schlieBlich, indem man beachtet, daB fiir v = \,2,---,p, nacbdem man nocb zur 
Abktirzung 

* = ( i = a = ri = np x = qX=p^ 

r=i 1=1 ^ e=ii=i ^ x=i 1=1 ^ 

gesetzt bat, 


langs a, { W(zy = W{zy + (1 - AJ) , P 
langs &„ { W(0Y = P,. W(z)- + (1 - P,,) , P 


1 


P.P 


-2(1-A) 


dw^laj 

da 


■-2(1-5,)^. 


langs c„[TD(^)+= W{i)~, 


p 

a 

jp ^ 

1 

& 

1 z 


ist, und daB daber die Werte von in je zwei zu einem der Schnitte a, h, c ge- 
hSrigen entsprechenden Punkten S’~ in der Weise verkmlpft sind, daB 


langs a, | •f* [zy = — 2 ( W {zy — W(z) ) P 

langs &„ I = 4>{zy — 2 ^ ~ ^ 


(p 

a 

*-p 

a 


z 

1 

z 

(fl 

a\ 
z 1 

+ 

1 

|a| 
\z 1 


langs c„{ <li{zy = ^{z) 
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ist, die Gleichung; 


J- 


9 "V 

“ ~da 

V = 1 


ilsl f IFWd^ + l's,/ !> 

[4,ov*] ” ' 


dz. 


Das Integral J ist aber anch gleich der Summe der auf die Punkte = Ci, •••,€<; 

+ 

oo^, •••, oo,^; a sich. beziehenden Integrate J‘^(z)dz und kann daber auch 

(>t) 

anf Grand der Gleichung: 


J ^ f 'i>(/)dz + f<i>(z)dz + _^ f<l>(z)dz 

r-iy. p~ltJ 

(fx) ^ i°°y) 


+ 



aiisgewertet werden. Zu dem Ende hat man das Folgende zu beachten. 

1.) Ist e einer. der Punkte ei, Ca, • • •, e<, so gelten fiir das Gebiet dieses Punktes e 
die Entwicklungen (vergl. Art. 6 u. Art. 5): 


W(0) - 2 

A=i 




h-A’4' 

i = 0 


/Ve j 


F 

1 


dP 

0 


da 


r=oo 

+ A 


X'=l 


dp 

s 

V 

a 


da 


4'. 


wobei isk und es tritt daher in der durch Multiplikation dieser Entwicklungen 

sich ergebenden Entwicklung der Funktion fp(z) fur das Gebiet des Punktes e die 
Potenz z~'^ mit dem Koeffizienten : 


dP 


da 


Z = m— 1 

+ ^ 

i=i 


1 ,, dP 
J_ 0(0 ..., .L- 

X ^^+1 da 


auf. Dieses Glied ist wegen dz = dz^ das einzige, welches bei der Auswertung des auf 
den Pnnkt e sich beziehenden Integrals in Betracht kommt, und man erhalt dem- 
entsprechend: 



2ni 


dP 

0 


X = m — 1 i 

^ IfiS'U 


da 


+ 




X = 1 


da 


2.) Ist a einer der Punkte a^, a^, ■ ■ cc^, so gelten fur das Gebiet dieses Punktes a 
die Entwicklungen (vergl. Art. 6 u. Art. 5):- 


^ A — 00 ___ 


Z = 1 a ;i~0 


a 

dP ] 
0 ( 

H 

dP 

CC 

a 

z 

da 

^ ^ Y 

da 


4', 


wobei Za=(z!—ccy' ist, und es tritt daher in der durch Multiplikation dieser Entwick- 
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lungen sich ergebenden EntwicMung der Funktion fur das Gebiet des Puuktes a 
dLe Potenz mit dem Koeffizienten : 


dP 


da 



dP 


cc 

a 


da 


auf. Dieses Glied ist wegen ch = das einzige, welches bei der Auswertung 

des auf den Punkt a sich beziehenden Integrals in Betracht kommt. und man erhalt 
dementsprechend ; 


+ 

/ 

(or) 




dp 

a 

V 

a 


da 


X = n — Jii dP 

4- ^ iL Q('0 

/ = 1 


da 


3.) Ist oo einer der Punkte oo^, oo^, ■ 

Punktes oo die Eirtwickl ungen (vergl. Art. 6 u. Art. 5); 


oo^, so gel ten fiir das Gebiet dieses 


;i = i 2=0 


F 

1 
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a 

2'= oo dP 

^ i . 1 ^ 

DO 

a 

1^1 da 



y- 

*OC 7 


wobei ‘ ist, und es tritt daher in der durch Multiplikation dieser Entwicklungen 

sich ergebenden EntwicMung der Funktion <P>(/) fur das Gebiet des Punktes oo die 
Potenz mit dem Koeffizienten; 



auf. Dieses Glied ist wegen dz ^ das einzige, welches bei der Auswertung 

des auf den Punkt oo sich beziehenden Integrals in Betracht kommt, und man erhalt 
dementsprechend : 


<P>(z)clz 


— 2ni 


dP 


da 


I 


2 = 1 


4- 




da 


X = i^-p 

+ ^ 

2=t+l ^ 




da 


4-) 


Fiir das Gebiet des Punktes a endlich gelten die Entwicklungen: 


W{z) = W{a) + 'Mc[^^zi, 


p ^ 
1 ^ 


2'=0 


wobei z,=^z -a ist, wahrend die c, c von freie Konstanten bezeichnen, und es tritt dalier 
in der "durch Multiplikation dieser Entwicklungen sich ergebenden Entwicklung der 
Funktion cp(z) ftlr das Gebiet des Punktes a die Potenz dem Koeffizienten W{a) 

auf. Dieses Glied ist wegen dz = dz^ das einzige, welches bei der Auswertung des auf 
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den Punkt a sich beziehenclen Integrals in BetracM kommt, nnd man erkalt dem- 
entsprecliend: 

J 4>(d)cls = 27iiW{a). 

' («) 

Unter Benutzung der vier im vorstelienden gewonnenen Resultate erhiilt man jetzt aus 
der oben fur J aufgestellten neuen Grleicbnng die Gleichung: 


f dp 




Cb \ 
n 

■ + 


r = l 

^ = r 
^=1 


dP 



0 

,1 

a 

■ + 


Z — — l 

^ - 

Z = 1 


Z~n^-^/p 

V ll a(“e) 

Z==l ^ 


d'p 


dp 


dp 


/f = 1 ^ / - 1 

+ 27iiW(a). 


+f<e da 


dP 




^ I “ I j_ "V " Is. 0(“«) M . , 

i = /*+i J 


da 


Setzt man nun die beiden fur J erhaltenen Ausdrilcke einander gleicli, laBt bei 
der entstehenden Gleicbung in neuer Bezeicbnung zunacbst an Stelle des Bucbstabens z 
den Buchstaben hierauf an Stelle des Buchstabens a den Bucbstaben z treten und 
lost alsdann die Gleichung nach W(z) auf, so erhiilt man fur die Funktion W(z) die 
fiir jeden von den Punkten s, a, oo vorschiedenen inneren Punkt z der Flache 1" geltende 
Darstellung: 


(1=1 


X = q 

2 

X = 1 


+ 2 




.(“x) 


dP 

0 

^r. 

Z 

dz 


z 

dz 

dP 

^y. 

Z 


1 = 1«^-1 dp 

Z = 1 


dz 


dz 


Z — • Tip — 

+ ^ 

;.=i 

Z-ix 

+ ^ 

;.=i 




dP 


*+/'(> dz 


hL ^ ^ 

I 


dz 


, dP 

Z = ix'\-Z 


dz 


r = 1 


d'lVy I Z 

dz 


T -4- »4.1 r— 1 V 4, ,4,-.' 






Die hierbei aufbretenden Konstanten 0 ^“"^ • • •, sind, wie aus 3.) erhellt, die Koeffi- 

zienten, welche in der Entwicklung der Funktion W{z) fiir das Gebiet des Punktes oo^ 
den Potenzen z^^, • ■ •, z^^ beziehungsweise zukommen. Nach der zu Anfang der 
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Untersuchung gemacliten, auf den tn^ergang von deni der Alileituntr dm- Fonnel 
zu Grande gelegten Palle = zu dem Falle sich beziehenden Be- 

nieikung sind bei dem zu einem bestiinmten Index ^ geboristen Gliede der auf der 
recliten Seite dei voistelienden Gleichung in der zweiten Zeile stelienden Suinme, wenn 
ttf, — ist, alle Teime bis auf den ersten, wenn dagegen ist, alle Terme illier- 

haupt zu unterdriicken, sodafi also fur das ganze Glied in Wegfull koinmt. 

Die auf der I’echten Seite der fflr wjg'j gewonnenen Gleichung vorkomnienden, 
ilber die beiden Seiten der Schnitte a,., h,. zu erstreckenden Integrate sollen jetzt unter 
der, fiir die Herleitung dieser Gleichung gemachten, Voraussetzung, dafi die Punkte 
Su Si sowie der zu Anfang mit a bezeichnete Punkt z im Innem der Plriche T 
liegen, naher untersucht werden. Eine fiir diese Untersuchung notige Hilfsformel niuge 
zunachst abgeleitet werden. 

Man beziehe die fiir jeden Punkt s der Flache T' geltende Formel (E..) des 
vorhergehenden Artikels auf einen Begrenzungspunkt ^ = multipliziere alsdann linke 
und rechte Seite mit cl^ und integriere in positive!* Eichtung liber die beiden Seiten 
der Schnitte a,., h,., indem man beachtet, daB fiir m = l, 2, 3, • • • 



dy 


ist, und daB sich als Wert des hier rechts stehenden Integrals fur w = 1 die der Funk- 


tion Pl 

0 

i 

0 

S 

z 




lilngs zukommende Konstante ©„ = — far m = 2, 3, • • • die der Funktion 
liings c,, zukommende Konstante (5„ = 0 ergibt, daB also der Wert des links 


stehenden Integrals fur w = 1, 2, 3, • • • durch - ^ dargestellt werden kann, wenn 

man unter eine GrdBe versteht, die fur m = l den Wert 1, fur >» = 2, 3, ••• den 
Wert 0 besitzt. Man erhalt dann die erwahnte, fur jeden von den Punkten a, oo 
verschiedenen inneren Punkt e der Flache T' geltende Hilfsformel: 


(H.) 


fl 




^ =r I 


— 1( f p >Urtp 


Was nun das an orstcr Stell© zu untersucliende, nur von den Punkten • • •, Si 
abhangige, Integral (v-i, 2 ,*. .,p) betrifft, so erhalt man filr dasselbe, wenn man 

die darin vorkommende GrdBe TF(^) auf Grund der zu Anfang dieses Artikels auf- 

P-E, II. - . 6 
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den Punkt a sich beziehenclen Integrals in Betracht kommt, nnd man erhalt dem- 
entsprechend : 


J (p(/)cU -= 2 ni W{a ) . 
{«) 


Unter Benutzung der vier ira vorstelienden gewonnenen Resultate erhalt man jetzt aus 
der ohen fur J anfgestellten neuen Gleichnng die Gloichung: 


1? = 1 


dP 



0 

-J 

Cl 

■ + 


X = wi- -- 1 


, , dP 




dp 



0 

,7 

Cl 

■ + 


y. = (j 


dp 

n i 


(J 

.7 

a 1 

■ + 


;i = i 

X — 91^ ~ ft ^ 

;.=i 
X~ ly 


4- y ' ^ o(“f) 


da 

) 


a 

\ 

dJP 



X 

a 

i 

da j 


00 . 


dP 

y. 


1 

.1 

a 

+ 




dP 


“ 'x da I ^ da x^+i ^ 

+ 2 niW(a). 

Setzt man nun die beiden fiir J erhaltenen Ausdrucke einander gleich, lafit bei 
der entstehenden Qleichung in neuer Bezeichnung zunachst an Stelle des Buchstabens 0 
den Buchstaben hiei-auf an Stelle des Buchstabens a den Buchstaben 0 treten und 
lost alsdann die Gleichnng nach W(0) auf, so erhalt man fur die Punktion W(0) die 
fur jeden von den Punlcten s, a, 00 verschiedenen inneren Pindct 0 der Plilche T' geltende 
Darstellung: 


W( 0 )- 


r.=.t [ 


(,=1 


>i = q 

X = 1 




dP 

0 

z 

dz 

dP 

0 

z 

dz 

dP 

0 

Z 


X = vif- — 1 

- ^ ■ 
;i=:l 


i{^t) 




x^i 

X-ly 


dz 


+ 2 


dP 

1 


d. 

z 

dP 

1 

z 

dz 

^f\ 

^y 

Z 


X^l 


dz 


^^=^ix^Px , , • dJP 

Ofoo^j) A 






X dz 


- s I ^Jnm + s.l s.,/ lisK- 






Die hierbei auftretenden Konstanten 4”*’, • • •, sind, wie aus 3.) erhellt, die Koeffi- 

zienten, welche in der Entwicklung der Punktion Tr(^) fdr das Gebiet des Punktes 00^ 
den Potenzen 0^^, 0^^, - • •, 0^^ beziehungsweise zukommen. Nach der zu Anfang der 
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UutGrsuch.'o.ug geinaclitGii, auf cIbii CljGi'gaBg von dGiu dtr Aldoitung dt'r Fornitd 
zu Grunde gelegten Falle n ^> (? = i. 2 ,...,r) zu dem Falle sicli bezielienden Be- 

nierkuiig sind bei dem zu einem bestimmten Index q gehorigeu Gliede der auf der 
recbten Seite der vorstelieudeii Gleicbuug in der zweiten Zeile isteheiideu Suiiim*', Avenii 
alle Terme bis auf deu ersteu, weuu dagegeu ist, alle Terme iilter- 

haupt zu unterdrucken, sodaB also fiir das gauze Glied in Wegfall kcjinmt. 

Die auf der recbten Seite der ftir wld) gewonnenen Gleicbung vorkoiuiuenden, 
liber die beiden • Seiten der Scbnitte a,., zu erstreckenden Integrale sollen jetzt unter 
der, flir die Herleitung dieser Gleicbung gemacbten, Yoraussetzung, daB die Pnnkte 
Si, ■■■, Si sowie der zu Anfang mit a bezeicbnete Punkt e ini Inneni der Flaclie T 
liegen, naber untersucht werden. Fine fftr diese Untersucbung notige Hilfsfurmel niOge 
zuniicbst abgeleitet werden. 

Man beziebe die far jeden Punkt z der Flache T' geltende Formel (E..) des 
vorbergehendeu Artikels auf eineu Begrenzungspunkt z = multipliziere alsdann linke 
und recbte Seite mit cl^ und integriere in positiver Eicbtuug uber die beiden Seiten 
der Scbnitte a,,, h,., indem man beacbtet, daB fur m = 1, 2, 3, ■ • • 


+ 




dy 


ist, und daB sicb als Wert des bier recbts stehenden Integrals fur m = 1 die der Funk- 


tion P 

0 


langs c„ zukommende Konstante S,, 


- far m = 2, 3, 

P 


die der Funktion 




bangs c,, zukommende Konstante (S,. = 0 ergibt, dafi also der Wert des links 
stebenden Integrals far w = 1, 2, 3, • • • durcb - ^ dargestellt werden kann, wenn 

man unter d'.ni eine GrOfie versteht, die far m = l den Wert 1, far «} = 2, 3, den 
Wert 0 besitzt. Man erbalt dann die erwahnte, far jeden von den Punkten a, oo 
verscbiedenen inneren Punkt s der Flbche T geltende Hilfsformel: 


(H.) 


+ 

F 

in 


+ 

J 






(m 


1 = 1 


“) 




mfi 


Was nun das an erster Stelle zu untersucbende, nur von den Punkten Ci, • • •, e, 
abbangige, Integral (-= 1 . 2 , ■■ -.p) betrifft, so erbalt man ftir dasselbe, wenn man 

die darin vorkommende GrdBe auf Grand der zu Anfang dieses Artikels auf 

P-H, II. 
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gestellten, die Fuuktion W(s) fur jeden Pimkt s der Flache T' definiereiiden Gleichung 
durcia den ihr entsprechenden Ausdrnck ersetzt, zunachst die Gleichung: 


( 1 .) rkF(?)dc=i 


<t; = t w = 




^ = r = ^ 






y.zsiqm -p-ic 

At ^2, 2^1 

y, = l = 1 


'‘frl 


dt 


und schlieBlich, wenn man das auf der rechten Seite an erster Stelle steheiicle Integral 
auf Grund der Hilfsformel (H.) durcli Elementarfunktionen mit dem Argumente dar- 
stellt, die Gleichung: 


(2.) 

wobei zur Abkttrzung 


f TF(S)d^=A> 






(3.) 


•£ = t m = ^ = r 2= //iiitf, 1 /g 

. ^ ^ ^ ^ 

r~l ?n= I (j= 1 Z = 1 


(m — 1) 


V — J( f p ylciAp 

— X \tJ mftfi-X s| / ;. 


+ 


-h 


cj .7'=^ 0 = rrA = 7l(, , y.=n m=Px r* 

^ V p]^ dt+2 2 fi 

r = l </ = l 7(1 = 1 ,'4. 4 ,,'^ )! = 1 m = l r + ,+i 


s 






dt 


gesetzt ist. 

Das an zweiter Stelle zu nntersuchende, nur von dem Punkte s abbangige, 
+• 

Integral frl . laJBt sicli durcb Elementarfunktionen init dem Argumente 4? 

darstellen. Um diese Darstellung zu erhalten, lasse man in der Hilfsformel (H.) an 
Stelle des Punktes s den Punkt z, an Stelle des Buchstaben v den Bucbstaben a treten, 
setze alsdann m = 1 und vertausche endlich durcbweg die Zeichen P, P. Man gewinnt 
auf diese Weise die Gleichung: 


K-'-D 


(!•) 

wobei zur Abktlrzung 

Tr<-(.) - i + a, I 




gesetzt ist. Die durch die letzte Gleichung fftr jeden Punkt e der Flache T definierte 
Funktion W^"\z) ist eine zur Charakteristik gehdrige Funktion W(z) von der in 
diesem Artikel betrachteten Art, die nur fflr die Punkte a^, • ■ - , unstetig und zwar 
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algebiaisch unendlich wircl, und deren. Werte in je zwei zu eini'in der Sflmittc a, h, c 
gehorigen entsprechenden Punkten ip- in der Weise wrkuiipft sind. daC 


langs a4 + (l-.4,jrtirk 

(3'.) langs \{ W^''\zy = B^W^yzr + (1-5,,)^;'”, 

langs c,{ TF('’)(«)+ = W^^zr, 
ist, wobei ziir Abkurzung 




_1 

7 



2 2^ P. 

(» = 1 = 1 ^ ” '• 




d-; 




gesetzt ist. Das in der letzten Zeile steliende Integral kann aiisgewertet werclen, 
inclem man die zwischen den geschweiften Klammern steheude GroBe auf Grand der 
Formel: 


dio^,\^\ __ 1 

dt ” 2 


(5 = r^=//p~l _ 

^ 2 P 


=1 i=i 


Pp-J. 



durch die Grofie — 2 ersetzt und alsdann die Integration ausfulirt; man erhalt so 
far das Integral den Wert — 2(1— und erkennt nun sclilieBlich, daB 


( 4 '-) 




ist, daB also nur dann einen von Null verschiedenen Wert und zwar den Wert 1 
besitzt, wenn r = a ist. Die soeben aufgestellte, bei der Auswertung des Integrals 
benutzte Formel geht aus der Formel (D^.) des Art. 6 hervor, indem man bei dieser 
an Stelle der Zeichen w, P die Zeiclien w, P treten lafit, alsdann «=1, r=v, 
^ setzt und endlich noch an Stelle des Summationsbucbstabens A einen neuen Sum- 
mationsbucbstaben A' vermittels der Gleichnng — A' einfQhrt'. 

Mit Hilfe der Gleichungen (2.) und (1'.) kann man jetzt der vorher fur W(z) 
gewonnenen Gleichung die Gestalt: 

(D.) Wy) = 

v — 1 

geben, wobei durch die Gleichung: 
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). — 771^ 1 . 

+ A’ fafe’./" 

?. = 1 ^ ^■ 



. r = p 


’iVAS\ 


— bei der die uBter ( 3 .) definierte (IrdBe bezeicbnet -- W^''\s) (i =i, 

die Gleichung: 





?) 


F 

X 


endlich (>’=i, 2, • ••,?>) durch die schon frxilier aufgestellte Gleichung: 





+ G 


• .rt durch 


bestimmt ist. Trotzdem die Gleichung (D.), zur Vereinfachung der Untersuchung, nur 
fiir den Fall abgeleitet worden ist, daB die Punkte s^, • • •, sowie der Punkt z ini 
Innern der Plache T' liegen, gilt sie auch noch, wenn die genannten Punkte teilweise 
Oder shmtlich der Begrenzung von T' angehoren. Unter der, die Allgemeinheit der 
Untersuchung nur scheinbar beschrankenden, Voraussetzung, daB die unbestimmten Kon- 
stanten (r=i,2, durch eine Lagenanderung der Punkte Ci, £2, • • •, nicht beein- 
fluBt werden, andert sich namlich der Wert des Ausdruckes: 


V = 1 

bei dem W(0) die zu Anfang dieses Artikels aufgestellte lineare Verbindung von 
Elementarfunktionen vertritt, als Funktion der i + 1 in T' frei beweglichen Punkte 
s-^, • ‘ Si, z betrachtet, stetig, wenn einer dieser Punkte durch stetige Bewegung in einen 
Punkt der Begrenzung von T' tlbergeht, und es kann daher der in Rede stehende 
Ausdruck, da er der Gleichung (D.) gemaB immer den Wert Null besitzt, wenn die 
genannten Punkte im Innern der Plache T' liegen, nicht einen von Null verschiedenen 
Wert hahen, wenn diese Punkte teilweise oder samtlich der Begrenzung von T' an- 
gehoren. 


Die zu einor gewrjhnliclien L'ha.rakteristik gehurigen Fiinktioiu-n. 

Aus der so fur jede Lage der Punkte ^ als richtig liewiesenen Cllei- 

cliuug (D.) erkeunt man nun schlieBlich, cla6 die allgemeinste ziir Charakteristik 

gehorige Funktion TF(^), welche in je zwei zu eiiiem der Sehnitte e, / gehurigen eiit- 
s^Dreckenden Punkten cP~ denselben Wert besitzt, sich, entsprediend der zu Anfang 

des Artikels aufgestellten Behauptung, durch die Derivierte einer zu derselben Cha- 
rakteristik gehorigen Punktiou TTC ebeii der Funktion W*(£}, imd die au.sgezeichnpten. 
init der Funktion W(z) gleichartigen Funktionen Tr^'Y^j, • • •, Tr'^Vfi linear durst ellen laBt. 
Dabei ist noch besonders hervorzuheben, daB diese j; ausgezeichneten Funktionen 
• • ■’ durchaiis selbstandige, von der darzustellenden Funktion W\z) unab- 

hangige Gebilde sind, wahrend andererseits die Funktion Tr*(^) in engster Beziehung 
zu der Funldion W{s) steht. 

Lafit man in der zu Anfang dieses Artikels aufgestellten, die Funktion W(/i 
definierenden Gleichung^und dementsprecbend aucb in der Gleichung fD.j die GrOBen 2 
samtlich mit der Null zusammenfallen und setzt zudem noch C'=l, so wird TFi/) = 1 
und zugleich reduziert sich die Gleichung (D.) auf die Gleichung: 


1 = 


A 

dz 




+ 2 


Zum Schlusse dieses Artikels sollen jetzt noch kurz diejenigen speziellen zur 
Charakteristik gehorigen Funktionen W betrachtet werden, deren Werte in je zwei 
entsprechenden Punkten cP" der Begrenzung von T" in der Weise verknhpft 

sind, daB 

langs a^[ W'^ = TF“, 

la,ngs a, 

langs Cy { W'^' = W~, 

langs { FT ■*■ = W~, o=i> 2 , 

ist. Fine jede solche Funktion W moge eine zur Charakteristik g) gehorige jP-Funktion 
genannt und mit F{z) bezeichnet werden. Dieser Definition zufolge ist die Gesamtheit 
der zur Charakteristik gehorigen jF- Funktionen identisch mit der Gesamtheit der- 
jenigen Funktionen W(z) von der zu Anfang dieses Artikels definierten Art, bei denen 
die das Verhalten an den Schnitten a, h bestimmenden Konstanten Si, Sj, • • •, Sj, shmt- 
lich den Wert Null besitzen. 
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Zweiter Absohnitt. 


Die Derivierte ^ einer jeden zur Charakteristik gehorigen Funktion W ist, 

wie aus den zn Anfang des Art. 6 angestellteii Untersuchungen hervorgeht, eine zu 
derselben Charakteristik gehorige A’-Funktioai. Dafi aber auch umgekehrt eine jede 

zur Charakteristik gehorige A’- Funktion sich mit der Derivierten einer zu derselben 

Charakteristik gehorigen Funktion W deckt, erkennt man, wenn man beachtet, dafi die 
vorher gewonnene Gleichung (D.) sich fur eine Funktion W(^ii) = F(^) auf die Gleichung 


(D'.) 




reduziert. Die Gesamtheit der zur Charakteristilc gehorigen F-Funktionen ist also 

auch identisch mit der Gesamtheit der Derivierten ^ der zu derselben Charakteristik 
gehorigen Funktionen W. 

Aus dem soeben gewonnenen Resultate folgt nun schliefilich noch, dafi das mit 
einer Funktion F(g) gebildete, von einem Punkte bis zu einein Punkte g liber eine 

ganz im Innern der Flache T” verlaufende Kurve erstreckte Integral F{g)cU eine zur 

Charakteristik gehorige Funktion W ist, und dafi diese Funktion W, nachdem man 

F{g) durch Elementarfunktionen ausgedriickt und zu dem so erhaltenen Ausdrucke W(g) 
von der zu Anfang dieses Artikels definierten Art den ihm entsprechenden Ausdruck 
gebildet hat, durch die Gleichung: 


(D"-) J F{g) dg = W^^(g) - W-'Xgo) 

■^0 

geliefert wird. 

Auf die Theorie der zur Charakteristik gehorigen jF- F unktionen soil aus- 
ftihrlicher erst im sechsten Abschnitt eiugegangen werden. 


8 . 

Der zu Anfang des Art. 6 aufgestellte Ausdruck: 


w{g) == 5 ' p p 

7^=1 \ 0 * 1 

X = ] ' 0 ® I 1 


+ 

+ 

+ 




Die zu einer gewuhnlichen Charakteristik g'^hurigen FunktLfiien. 4t 

bei dem • • •, mt, unbestiiiimte positive gauze Zahleii, die Buch- 

staben S, unbestimnite, nur cler Bediugmig; 

+ 27ri C 2 -f d 

^'=1 \ t =1 /; = ! y. = l / 

unterworfene Konstanten bezeichnen, stellt die allgemeiiiste zur (.'haraktt'ristik ge- 

borige Funlvtiou W dar. Auf Grund des ini vorhergelienden Artikel gewoniieneu 
Eesultats ist man jetzt imstande, das mit dieser Puuktiou Wiz, gebildete. von einem 
Punkte Sq bis zu einem Punkte g liber eine ganz iiu Iniiem der Flache T" verlaufende 

Kurve erstreckte Integral J’ W(g)dg durcb das Produkt ^ und Elementarfunktiouen 

■^0 

linear darzustellen. Man braucht dazu nur auf das Integral das Yerfaliren der teil- 
weisen Integration anzuwenden und in der so sich erge])enden Gleichung: 


z z 

J W{g)dg^g W{s) - ^0 Tr(^o) 

Zq -o 

das recbtsstehende, auf die zur Charakteristik gehdrige P’-Funktion z sich 

beziehende Integral mit Hilfe der Formel (D”.) des vorhergehenden Artikels durch 
Elementarfunktionen auszudrucken. 

Nach den zu Anfang des Art. 6 augestellten Untersuchungen besteht 

1 .) fill' das Gebiet des Punktes e* (1=1,2, •••,() die Gleichung: 


dWjz) 

dz 




+ jf 

X = 1 


T T 1 T ■ dW{^ dWiz) 

und damit auch, da ^ - — 7— = ^ 


_ -l_ ist, die Gleichung: 


z 


dz 


Z = <x) 

V " 

1 = 1 1 = 0 


wobei 




= _ (X-l)6rStK - ASH ^ = 2.S,-,«, + l. 


ist, wenn man noch unter SHi Null versteht, 

2 .) ftir das Gebiet des Punktes (e=i.2,- -.r) die Gleichung: 


dW( 0 ) S‘o“f> 1 — I J_ V A cH (z-a,T^ ^ , 
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und damit auch, da s 


dW{z) 

dz 


dW(z) 


■? ds 


dW{s) 

dg 


ist, die Gleichung: 


^ = 1 . (g-ocft 


wobei 

ist, wenn man nocb jede GroBe deren Index x ibcbt der Eeihe 0,1,2,'--, an- 
gehort, als mit der Null identiscli ansiebt; 

3.) fur das Gebiet des Punktes oo,, {;<=i,2,- •,») die Gleichung: 

dTr(«)_sr>c) , 1 1 


dz 


'x x = i * 


und damit aucli die Gleichung: 


dW{g) :h . 


dz 


A = 1 A — 0 /jf 


wobei 




ist; 


;.=i, 2 , 

;i = i, 2 , 3 , •• • 


4.) fhr das Gebiet des von den Punkten s, a, oo verschiedenen Punktes ^ = « die 
Gleichung : 

= cf’ + 2ct'‘^ {is~a) + 34“^ (£'—«)"+ • • • •, 
und damit auch, da ^ Gleichung: 

(g-a) + 4'“’ {e-df -\ , 

wobei = (A+l)flf4“].i + A4“4 ^■=o,i,s,..-, ist. 

Aus dem so ermittelten Verhalten der zur Charakteristik gehdrigen iAFunktion 

^ " ' li" ergibt sich nun zunachst, daB 
dW(,g) 




z- 


dz 


r.=^l 

Q=:r 

2 

^ = 1 

X=Q 

y.-l 


z 

+ p 

2 


+ 

. _L Ci'(®T) 
r + l 

P 

+ 1 

1 

z 1 

(X 

z 

+ p 

“ 2 

1 ^ 

+ ■ 


P 

Wp H- ^<p 

z 

Z 

+ p 

2 

Z 

+ • ■ 

■ ■ + sr 

P 

Px 

Z 


Die zu einer gewuhnlielien Charakteristik geb.irigen Funktionen. 
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ist, unci weitei- dann, da d« jetzt ftn- puvouuene Auadmck von dorselkon Art 

1 st, wie der den Untersuclmngen des vorliercrehenden Arfikels zu Lli-unde ■-r,,|e„te Vus- 
druck, dtae J-Funktion zieh dei- Qleiclinug ,D'.) des gena.mten Artikels genial! in die 
ioim biingen liiBt, wobei dann W''''(z) durch die Oileicliunir : 


W*{z) 


x = t 

■2 

-r = l 


a ('r) p , V _L (a'('r) P 

' x = l 








1. 


y, = q 




+ 2k p p 1. 

- ^2 


v=l 


bestimmt ist. Die hier aiiftretende Konstante wird der Pormel (3.) des Art. 7 

gemaB durch die Grleichung; 

■T=:t m = 7nj. + l Q = r Z-mun — l i / /t 

2 2 2 2 ^ M r P 

r = l m-1 (> = l ?, = i D- nilL —?. \J k / < 


+ 


-f 2 s?'> +2 2 2;r’ I ib du ^ a:<-) fph- dt 


geliefert, wahtend die Konstanten fi', c aus den oben imter 1.), 2.), 3.) aufgestellten 
Gleichungen: 


■^r) 


= go 




= -(A-l) e, 2h’d -A2H z=2.s,....„.+i 

21 '“^’ = — (A -fl^) 2 fi,,^ — A 21 “*’, = 1 , 2 , • ■ -.Uf zip +/i, 

^ SI”*’, -i = 1 , 2, . . . . p. 


sich ergeben, wenn man dabei die GrdBe 2^'’+i, und jede Grbfie 2^*’, dereu Index 
nicht der Eeihe 0, 1, 2, •••, «^ angehOrt, als mit der Null identiscb ansieht. 

Nachdem so die der Funktion entsj)rechende, mit ilir durch die Gleichung 

^ verknilpfte Funktion IF* durch Elementarfunktionen dargestellt ist, 

gehe man auf die zu Anfang des Artikels aufgestellte Gleichung; 

p-R, n. 


7 
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J' W{z) dz = ^ W{z) - Zq W{zo) -J 

zuruck, ersetze in dem auf ihrer rechten Seite stehenden Integrale die Funktion 
durcli und fuhre die vorgeschriebeue Integration aus. Man erhalt dann schliefi- 

lick die Gleicliung: 

J W{z)dz ^zW(z) - z,W{z,) - Tr='(^) + TT''='(^o) 

“0 

und damit auch, wenn man nock an Stelle der Funktion IF* (^) den ihr entsprechenden, 
vorher aufgestellten Ausdruck einfubrt, die gewiinscbte Darstellung des Integrals 

z 

J' W {z)dz durch das Produkt zW{z) und Elementarfunktionen. 


Dritter Absclinitt. 

Uiitersucliung der zii einer geniiscliten Charakteristik geliorigen Fanktionen. 


1 . 

( ^4 • • • -4 \ 

■ ■ ii'gend. eiue gemischte, also aus eigentlichen unci un- 
eigentlichen Faktoi’enpaaren zusammengesetzte, Charakteristik. Die eigentlichen Faktoren- 
paare seien • • •; A,,^, die uneigentlichen • • C 

bedeutet :j 3 eiiie Zahl aus der Reihe 1,2, ■ ■ ■, p A., • • •, Ap eine den Bedingnngen 

Ai < As < • • • < Ap, Ap^i < Ap+s < • • • < Ap geniigende Pennutation der Zahlen 1, 2, • • ■, p. 
Fill’ die folgenden Dntersuchungen moge nun, ausschlieBlich der einfacheren Schreibweise 
wegen, der spezielle Fall, wo Ai = l, A^ = 2, • • •, Ap ist, zu Grunde gelegt warden; 
es empfiehlt sich dieses um so mehr, als man, wie am Schlusse dieses Abschnittes 
ausgefuhrt werden soil, von den fur diesen speziellen Fall erhaltenen Resultaten ohne 
Miihe zu den dem allgemeinen. Falle entsprecbenden flbergehen kann. 

Der eben gemachten Festsetzung gemafi soil also in diesem Abschnitte uhter 

( A. A 1 • • • 1 \ 

i - i)’ der ^ 1 , j5i; •••; A,^, B^ irgend welche eigentliche 

Faktorenpaare sind, unter die zu ihr reziproke Charakteristik ver- 

standen werden. Der im ersteu Teile gewonnene Fundamentalsatz liefert dann die 
samtlichen zu den Charakteristiken beziehungsweise gehSrigen Funktionen W, W, 

wenn man — unter Beibehaltiing der im ersten Teile, in Art. 1 des siebenten AI 5 - 
schnittes, angewandten Bezeichnungsweise fhr die zu zwei allgemeinen Funktionen TF, 
W gehdi’igen Konstanten — das eine Mai an Stelle des Systems der s -P + • • • + m, 
Konstanten £, der p Konstanten ®i, • • •, (5p und der p>~P Konstanten^Stp+i, • • •, Stp, 
das andere Mai an Stelle des Systems der s-f«h + '--+3 Konstanten S, der p Kon- 

Stp ein jedes die Gleichungen 


•?+ij 


stanten • • •, (5p und der p — \) Konstanten % 

2" = 0, 5 S„= 0 nicht verletzende System von s + + • • - + m,+p 
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Werten treten liifit und zu jeder so erhalteuen Funktion nock eine willktivliche Konstante 
addiert. Die Konstanten + •••, 1$^ + ,, fallen kier, da fur jedes v aus der 

Reike 13 + 1, p sowokl A,., B,. wie 2,, R,, ein uneigentlickes Faktorenpaar ist, samt- 
lick mit der Null zusaimnen. 

Die nackste Aufgabe bestekt nun dariu, aus den zu den Ckarakteristiken 
beziehungsweise gekorigen Funktionen gewisse einfachste Funktioneu, aus denen die 
allgemeinsten Funktionen TF, IF sick linear zusaminensetzen lassen, und die daker als 
Elementarfunktionen anzuseken sind, kerauszugreifen und die zwiscken iknen be- 
stekenden Beziehungen mit Hilfe der in Art. 2 des ersten Abscknittes aufgestellten 
Fundamentalformel (F.) zu ermitteln. Da im vorliegenden Falle Aj = 1, _^p = p, 

;^p+i = !• + 1> • • •> ist, so tritt, wenn man nock die GroUen i8,., 2t,., 93,. fur 
in die durck die Gleickungen: 

91., = + (1 - A,) t,. , = ^ £. + (1 - 

33^ = .f (1 - B,) + (1 - 


bestimmte Form bringt — wobei zur Abkitrzung 

a,- ^ + (i-x) 








R, = 2 - - R„ R, = 2 - A, - R„ 

gesetzt ist — an Stelle der allgemeinen Fundamentalformel (P.) kier die Formel: 

= - 1 + • • • + ^v) 

% r = l 1- = 1 

+ 5'’ 


(p.-) 


v = p+l 


a — s 


+ 4.71^ 2 K (fix. + fi... 1 + • • • + fij - 2^^ ^ S. 


a = l 
a~s 


{'j = l 


(T = s 

^Oti Sflr^cro) '27xi 

= 1 


ff=l 


2. 

Der Fundamentalsatz liefert nun zu den Ckarakteristiken (^, (^, wenn man 
znnackst die Konstanten S, 2 samtlick mit der Null zusammenfallen laBt und dann an 


Die zu einer gcuiiscliten Charakteristik geliiirigf'n Fiuikiion* n. Tii) 

Stelle cles Systems der Konstauten (ii, ■ • •, g(^,: (s,. • • Ci... VL.,, • • X'l, 

irgenrl welche die Gleichungen: 


(S,. = 0, 


r = l 


a. - I t 

1=1 


niclit verletzende Systeme von Werten setzt, Fnhktionen W, iF, welclie i’fir ktdnt'ii 
Puukt dev Flache T” unstetig werden. Solche Funktiouen inOgeii allenthalben endliche 
Funktionen genannt und im folgendeu durcli iv)g| oder durcli ir% W odev noch 

einfachev dixrcli lo, w bezeicknet werden. Gewisse dieser Funktionen v\ w st^llen jetzt 
als Elementarfunktionen aufgestellt und allenthalben endliche Elementarfiinktionen 
genannt werden. 

Man bezeichne zunachst, imter q eiiie Zahl aus der Reihe 1,2, imter 

( 1 = 1 , 2 . •••,})) eine Grofie, die fur v = q den Wert 1, filr den Wert 0 besitzt, 

verstehend, mit zwei spezielle allenthalben endliche, je eine willkurliche, 

spater zu bestimmende, additive Konstante c^, beziehungsweise c^^,, enthaltende Funktionen. 
bei denen die Konstanten (J,., (£„, 1 = 1 , 2 , und ••=t)+i, --,ji, die .speziellen mit 

®^ri ®(ivj ”= 1 . 2 , •■,?, und Stg,,, v=(j+i,- -,p, beziehungsw^eise zu bezeichnenden, dutch 
die Gleichungen: 


- (SV “ ‘'..f) T> 




1,2,. 


r = ^d-l, • • 


bestiminten Werte besitzen, bemerke dazii, da6 ^ filr q = 1, 2, - p den Wert 1, 

r' = 1 

ftlr ^ = :|3 + 1, • • •, j) den Wert 0 hat, und bezeichne dann weiter bei diesen Funktionen 
die an Stelle der Grofi^ %, 35,, •••,)., stehenden_Gr6Ben mit 

95, t,., Sl,,„ 93,., die an Stelle der GroBen 58.., 93..i -t.+Vi., 

stehenden GroBen mit ^,v, v=p+i,--;p, sodaB also filr q = l,% 


Ihngs a„ { = .^^<',1^1 +91,., 

Ian gs +58,., 

kings c. { ^qv-^qvP^ y > 
langsa4w,l^l'^= w,l^l"+(5',.rri, 

langs&„{^£;,|,2;|+= ««,|^|"+^,v, 

langs c. { w^YY = 1 

langs?<,{w,l^|+= w^YY> 


-^i’^^(il^l +91,., 
W^\gY=B,.W^,YY + ^Cy’ 

id^YY= 

w^YY= 


<T = 1, 3 , • • 
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ist und die GroBen 58^,. Stj,.) 33^,., > = 1 , 2 , - .t., mit den Grofien 1 = 1 . 2 , durch 

die Gleichuiigen : 


{ 2 -) 




verkniipft sind. Die Grdfien >= 1 , 2 , hangen von den in w^, bezieliungs- 

weise enthaltenen willlitirliclien additiven Konstanten c^, ab, und zwar in der Weise, 
daB beim Ubergang von in + Ti^ die GroBe in + Ic^, ])eim Ubergang von c„ 
in Cp + Tc^ die GroBe in + \ ilbergebt. Infolgedessen kann man die Werte der 
in beziehungsweise enthaltenen, bis jetzt noch willkfirlichen additiven Kon- 

stanten Cp, Cp iinmer und nnr auf eine Weise so wahlen, daB fflr ^> = 1, 2, 


(3.) 




ist, und es sind dann zugleich, nach dem Fundainentalsatz, die Fuuktionen w^„ also 
auch die zu ihnen gehorigen GroBen v=i, 2 , --.p, vollstkndig bestimmt. 

Die so geivonnenen vollstcmdig bestimmten allentlialhen endliclten FunMionemVj^\s\,---,iVj,\s\‘, 
sollen die zu den CharaMeristiken (^, bezieJmngsiveise gehorigen allent- 
halben endlichen FlementarfunJctionen genannt tverden. 

Die Summe der Funktionen w,, uk, ■ ■ u)^ besitzt, ebenso wie die Summe der 
13 Funktionen w^, w^, ■ ■ - , w^, fur jeden Punkt z der Flache T" den Wert Null. Zum Be- 
weise dieser Bebauptung beachte man, daB die den allenthalben endlichen Funktionen: 


^< 3=^1 + 10.^ -| W = W^-\ + 

zukommenden charakteristischen Konstanten 9t„, 95,,, 95^, 6^,., 1 = 1 , 2 , auf Grund 

der Beziehungen (1.) und (2.) durch die Gleichungen: 


31^ = 5' 

§=1 Q =1 

^ = 1 \ t '=1 / ^ 


Sl„=^ = 0> 

5 = 1 
e=3> 

93,,=^ 

$=i 

ev=o. 


(;3 = 1 ^> = 1 

= ^ S„^ni== 0, 

^ = 1 


Die zu einer gemiseliten Chavakteristik qeburigea Funfcti.,ii.-n. .i'* 

bestimmtsmd. Aus (5.,= 0, ©,.= 0, uncl9(. = 0. fl,-...,, erpM sieh 

uuu zunachst, nach dem am Schlusse des Fundamentalsatzes Bemerkteu. dacVir alle 
Punkte der Placlie T" sowohl die Funktion denselben, mit C' zu bezeichiieiiden. al< 
aucli die Funktion %’^denselbeu, mit C zu bezeiclmenden, "Wei-t liesitzt. Uiii die Werte 
der Konstauten (7, C zu bestimmeu, beacbte man, da6 aus 11 = C, n- ^ C die fur 
y = 1, 2, ■ ■ ■, gelteudeu Beziebuugen: 

folgeu, uud vergleicbe die so fdr erlialteueu Ausdriicke mit 

deu obeu fur diese GroBen gewonueueu. Man erhalt dauu: 


C- 


V ^ 

^ oVpj., 


c- 


Q = V — 

Q^i ' 




uud scblieBlich, indem man sowolil die aus der ersten, wie die p der zweiteu 
Gleichung fiir v = 1, 2, • • •, p liervorgeheuden spezielleu Gleicliuugen zu eiuander addiert 
uud die Gleicliungeu (3.) berflcksicbtigt, 


i’=p p=p 
V = 1 ^ = 1 



!F) 


<5'9,.'==0, 

y=i 


V = p^ = |3_ 


V=:l0 = l 0 = 1* “ V^=l 


Damit ist aber bewiesen, daB fur jeden Puukt 0 der Fliiche T", wie obeu beliauptet 
wurde, die Beziebungeu: 


besteben. 

Es soli jetzt uutersucbt werden, ob vou den beideu soebeu erhaltenen Be- 
zieliuugen die erste die einzige zwiscbeu deu Elementarfuuktiouen ii\, ■ ■ •, die zweite 
die einzige zwiscbeu den Elementarfunktionen w^, ■ ■ liestebende liueare Beziehung 
ist. Zu dem Eude bilde man, uuter c„, c,, v=o,i, 2 ,--,p, unbestimmte Konstauten ver- 
stebend, die allenthalben endlicbeu Fuuktionen: 


W = Co+ d b C^Wp, W = Co + Ciil\ d h CplVp 

uud stelle sicb die Aufgabe, die Konstauten c, c in allgemeinster Weise so zu be- 
stimmen, daB filr jeden Puukt 0 der Fldcbe T" die Gleicbungen tt> = 0, tv = 0 besteben. 
Sollen aber die Funktionen w, w fur jeden Puukt 3 der Flacbe T" den Wert Null be- 
sitzen, so mtissen vor allem die ibnen zukommenden, durcb die Gleicbungen: 
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bestimmten Ivonstanten K,., S,., 2 , saintlich den Wert Null besitzen, oder, was 

dasselbe, es mtissen die GroBen Cj, •••, c^, Ci, •••, den 2p Gleichungen: 



Oder den dainit aquivalenten Gleichungen: 


o = p 

V c — 


1)G = 


J- = 1 , 2 , 


• aP, 


Cj — C2 — ' ’ ■ — — C 5 — Co — • * • — Cp — c 5 

bei denen c, c unbestimmte Konstanten bezeichnen, genugen; es mtissen weiter aber 
auch die den Funktionen w, id zukommenden, durch die Gleichungen: 


ij=P ^ ^ 

St,, = = c,.ni, r = p + i. ..,p, 

Q — 1 (J = 1 

bestimmten Konstanten St,., St,,, samtlich den Wert Null besitzen, oder, was 

dasselbe, es muB 


^p + l tl, + 2 t), ' ' Cp 0, + l — tl, ^^-1-2 — t), * * *, Cp — 0 

sein. Last man dementsprechend in den die Funktionen w, id definierenden Gleichungen 
an Stelle einer jeden der GroBen Cj, ■ • Cp die Konstante c, an Stelle einer jeden der 
GroBen c^, ■ • Cp die Konstante c, endlich an Stelle einer jeden der GroBen • • •, c^, 

S+i’ ■ ■ ■> Null treten, so wire! ^v = Cp+c(w^+. — hWp), w = Cp-{-c(w.i^-\ \-w^, und 

man erkennt unter Beachtung der Gleichungen (4.) schlieBlich, claB die Funktionen 10 , id 
dann, aber auch nur dann, fur jeden Punkt ^ der Flache T", wie verlangt wurcle, den 
Wert Null erhalten, wenn 


Co= 0, C2== . . . = Cp, Co= 0, Ci= C2= • • • = c^, 

Cp ^ = 0 , Cp o ti , * * *, Cp 0 , Cp ^ ^ 0 , Cp ^ 2 = 0 , ' * *, Cp = 0 

gesetzt wird. Damit ist aber gezeigt, daB von den beiden unter (4.) aufgestellten 
Beziehungen die erste die einzige zwischen den Fimktionen Wi, • • •, Wp, die zweite die 
einzige zwischen den Funktionen ■■■, id p bestehende lineare Beziehung ist, und es ist 
damit zugleich bewiesen, daB je p — 1 der Funktionen w^, • • ■, Wp zusammen mit den 
Funktionen Wp^i, • • •, % 0 p und ebenso je p — 1 der Funktionen w-i_, ■ ■ ■,Wp zusammen mit 
den Funktionen icp+i, • • •, Wp ein System vony? — 1 linear unabhangigen Funktionen bilden. 

Die allgemeinsten allenthalben endlichen Funktionen io\s\, w\z\ werden, wenn 
man unter (5^„, K,,, r=i, 2 , den Bedingungen: 

i' = p r = p 

(5.) ^(^.,= 0 
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geniigende imbestimmte, miter (7, C, %, keiu.m unt.^rw .ri'.-ne 

Konstauten verstelit, clurch die Gleicliuuifen; 


1 ?=v 


(0.) „\i\-g~x-2%,w,\!\+X 5' 


iFLd = e--.''V(£, /T x'l 


dargestellt. Die Riclitigkeit dieser Behauptimg erkennt man auf Grimd Fumla- 
mentalsatzes, wonn man beachtet, daB die durch diese Gleichimgen deHni.-rten alleiit- 
halben endlicben Funktionen w, w, wie aus den Relatioiien: 


'jti 


^ = 1 


i''=D 


<■*’) F - - a S’ s, (S’ T - 

/ 0-1 \»'=1 J ’ 


H (.> = P — _ 


~i ^ 9Dc? ,Fii = x>t,. 

1 = 1 : -r U . JA 



+ 
j 

V\l 

II 

+ 

+ 

J 

II 

*•- 1, P, 

z'^ = iv z + 3f,, = ic -i- 3t, , 



'iti — ^ •’ 

folgt, so beschaffen sind, daB 


ist, und dafi diese Funktionen zudem die willkurlichen additiven Konstanten G, C ent- 
halten. Die Gleichungen (6.) kann man aber anch, unter S), 2) zwei weitere unbestiminte 
Konstanten verstekend, mit Hilfe der Gleichungen (4.) in die Gleichimgen: 

. . 1 
(7.) 'iv\z\ " 


S' VJ+ “14 




. Q=P 

— ^ H 

="%=p+l ' '' 


^ = 1 (J = t )+1 (^ = 1 

hberfiihren, und die bei diesen Gleichungen als Koeffizienten auftretenden GroBen S,,— 

?=i.2. ". p, reprasentieren dann, da die GroBen S, (S nur den Gleichungen (o.i 
zu gentlgen haben, Iceinen Bediugungen unterworfene Konstanten. Setzt man, unter x 
eine Zahl aus der Reihe 1, 2, •••, verstehend, in den Gleichungen (7.) speziell S) = g,,, 
^ so liefert die erste derselben die Darstellung der unter (6.) definierten all- 

genieinsten Funktion w durch die jp — 1 linear unabhangigen Funktionen ii\, • • w^-t, 

•••, w^, •••, w^, und entsprecheud die zweite die Darstellung der unter (6.) 

definierten allgeineinsten Funktion w durch die jj — 1 linear unabhangigen Funktionen 

Die Konstanten ^,v=i,u, ■■■,]>, des Funktionensystems n'i|^|, • • •, sind mit 


den ji" Konstanten 9 ,»=i, 2 . des Funktionensystems ic^\z\, • ■ ii'j\z\ durch ein- 
fache Beziehungen verknftpft. Um dieselben zu erhalten, beziehe man die am Ende 
von Art. 1 aufgestellte, auf irgend zwei allgemeine zu den Charakteristiken (g) 
gehorige Funktionen W, W sich beziehende, Fundamentalformel (F^.), unter o iigend 

P-E, II. ^ 


property of 
mmi IHSTITyTE of lECBIiOUISt 
UBRADY 
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zwei Zahlen aus der Eeihe p verstehend, auf die Elemeiifcarfunktionen 

ersetze also in der Eormel (Fo.) die daiin vorkomnienden Konstauten der 
Funktioneii W, W dnrcli die entspreclienden Konstauten der Fnnktionen Man 

erhiilt so zunachst die Gleicliung: 


^ 5" "t ^ ^(Tl) 

»< = 1 ' “ ' ' >■=! ' 


i' = p + l 


0 , 


und weiter danii, indem man an Stelle der Konstauten S, ^ ihre durcli die Gleicliungen: 




v'=!f 




\v'= 1 


7 ’ 


v = l, 2, • . 


bestimmten Werte treten la6t, den alien Oliedern geineinsamen Faktor ni entfernt und 
die Summationen nach v unter Beaclitnng der Gleicbungen ( 3 .), der Bedeutung der Zeichen 

r=p . y=p 

>’=1.2. und insbesondere der llelation l-d‘<,,,) = (p— cf+I)^ 

ausfuhrt, die Gleichung: 


^P( 7 + + 




+#«+■■■+ f.,) SV,,, - 1 ,., 2’’ f2’ •!. 


v‘— 1 


v'=\i 

'-'a 

v'=l 


f=0. 


Unterscheidet man jetzt in bezug auf die Zablen a, q die 3 Falle 0 = 9, o < q, 
a '> q und beachtet, da6 der auf der linken Seite der letzten Gleicbung zwischen den 
eckigen Klammern stebende Ausdruck fur 0 = ^ den Wert 0, ftir a<q den Wert 

fbi’ <y> q den Wert — besitzt, so erbalt man scblieB- 

lich die gewiinscbten Gleichungen: 

(8.) y, je nacbdein 0^9 

^ = 1, 2, •• •, CT = 1, 2, * --jP, (/={=(), 


das darin vorkommende Produkt d,,,,.^ bat nur dann einen von Null ver- 

scbiedenen Wert und zwar den Wert 1, wenn q und a beide der Zablenreibe 
1, 2 , • • ^ angehoren. Diese Gleichungen liefern die Werte der Konstauten sobald 

man die Werte der Konstauten ^ als bekannt voraussetzt, wie umgekehrt. 

In dem besonderen Falle, wo die Cbarakteristik zu sicb selbst reziprok ist, 
also die Gleicbung ^ bestebt, und demgemaB fur cr = 1, 2 , • • •, jp Wa=w„, 


Die zu einer gemischten Charakteristik geh'"Tigr-n Fiinkti.-.n.-r;. 

ist, rsduzieiBH sicb. dio p" urit6r 18.1 uut'iii'Stfdltdi kTlf'icliuimc'ii 
- ^ ~ Gleichungen: 



oi' 

auf die 



-f. 


sodaB also die Clleichungen (8.) filr jedes Fuuktiouensystem u\. • • ny. welches zu einer 
zu sich selbst reziproken Charakteristik gehort, Beziehungen zwischen den jr 

ihm zukommenden Konstanten ^ liefem. 


3. 

Nachdem im vorhergehenden Artikel die zu den Charakteristiken (^!). (J) ge- 
horigen alleiithallDen endlichen Elementarfuuktiouen definiert und untersucht worden 
sind, sollen jetzt weiter ge'vvisse zu den genannten Charakteristiken gehOrige Funk- 
tionen W, W, welche nur filr eiiien der Punkte entweder logarithniisch un- 

endlich oder algebraisch unendlich werden, als Elementarfuiiktioneu aufgestellt und 
logarithmisch unendlich werdende beziehuugsweise algebraisch unendlich wer- 
dende Elementarfunktionen genannt werden. 

Um zunachst die logarithmisch unendlich werdenden Elementarfunktionen zn er- 
halten, verstehe man unter o eine Zahl aus der Eeihe 1,2, s und bezeichne, unter 
Beachtung der in Art. 3 des ersten Abschnittes gemachten Festsetzungen, den ct‘““ der 
s Punkte ooj, cxj,^ a^, •••, a„ s^, mit tj und dementsprechend die zu ihm fiihrende 

Linie l„ jetzt mit Der Fundamentalsatz liefert dann zu den Charakteristiken (g) 
zwei, je eine willktlrliche additive Konstante c beziehuugsweise c enthaltende, Funktionen 
W, W, die in der Flache T" nur fur den Punkt rj unstetig werden wie In 

2 „ = 1, = 

27ci ^27(1 


wenn man 




% = 0, 


2f. = 0, 




setzt, alien ubrigen f-w, — 1 GroBen S sowie alien ilbrigen s + — 1 

GrbBen 2 dagegen den Wert Null zulegt. Die so gewonnenen speziellen Funktionen 
W, W bezeichne man nun, die Bestimmung der additiven Konstanten c, c sich vor- 


behaltend, mit P ^ , P 


die bei ihnen an Stelle der GrSBen St,, SS,, St,, S3,, 


’'=1,2, •••.(), stehenden GrdBen mit die an Stelle der 


GrbBen S3,, >'=i.+i, 


■ stehenden GrOBen mit beziehuugsweise. 

° 8 * 
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Fiir das Gebiet des Punlvtes tj lassen sich dann diese Funktioneu darstellen durcb Glei- 


cbungen von der Form: 


(^0 ■) 1 77, ^’1 ^ ^'/ — ’ 


wobei die c-®* von 0 unaljbangige GroBen bezeicbnen. Zugleich sind die Werte von 
P ^ , P ^ iu je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten cP'^, 7P~ in der Weise ver- 
knupft, daB 


(2o-) 


langs a,, 1 P \ 

1 +_ 

: 

+ 

1 

ST 10 

p ’ 

0 ^ 

w= 

A.P : 

0 ^ 

! > 91$:^ 

langs&..(p; 

) +_ 

: 

r+?'- 

p ’ 

0 ^ 

’> ■^= 
z 

p,p 

0 - 

r+F*, 

langs g{^|! 

■^= 

p ’ 

0 ‘ 

r] — 2 7C i 

? “T"’ 

p ^ 

0 ^ 

ri 

p ’ 

0 • 

r] - 2 i 

kings a,. {pj$ 

1 

p ’ 

0 ^ 

j “ 

f > 

p ’ 

0 ^ 

1 

p ’ 

0 ~ 

J “ 

kings &„(p|; 

} 

p ^ 

0 ^ 


p ^ 

l+_ 

p’* 

0 ^ 

"+f$."*, 

langs c,.[p\l 

'I 

p ’ 

0 ^ 

j “ 

P ' 

0 ^ 

1 

p ’ 

0 5 

? - 
, > 

langs Z„{P ; 

1 

p’ 

0 1- 

] + 2ni, 

p’ 

0 ^ 

7 

p’ 

0 ^ 

* -|-27ri, 


r= 1 ,*>, • . .,p, 


r = !p + l,.-.,p, 


kings einer jeden der s — 1 tibrigen Linien I dagegen P 

Dabei sind die GroBen 21$,’'*, 23$,*'*, i'=i,3, - .v, mit c 

0 0 0 0 

durcli die Gleich ungen: 



II 

+ 

V 

", p” 

"■= pi 

V 

0 

1 0 1 

z 

’ 0 « 

_ 0 

z 


ist. 


en GroBen ^$,''*, i'= 1,2, •••,)), 




(*•■) 




2 uti 

T 

2 at i 

7 






verkniipft, und es sollen jetzt. schlieBlich die Werte der nocb unbestimmten additiven 
Konstanten c, c so gewahlt werden, daB 


(^0-) 

ist. 


1^1 « 


5’’i^$,’'> = 0 


, P 
0 


sollen die su den CharaMe- 


Bie jetgt vollstiindig hestimmten Funhtionen Pj 
ristilien gehorigen, auf den Punht 7 ] sich hegiehenden, logarithnisch unendlich iveixlen- 

den Elemcntarfunldionen genannt werden. 
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Die bei diesen Elementarfunktionen auftreteiiden Konstaiit^^n SI. l\ ^-irh 

durch die Werte, welche die 2p Elementarfunktionen »•. ir fftr den Pankt r l-e.itzen 
ausdriicken. Urn diese Ausdrucke zu erhalten, bezieke man die FundanientaUbnnel 

auf die Elementarfunktionen P|_^|, lasse also in cler Formel F,,'., nachdein man 

bei ilir den Summationsbuchstaben o, um Yerwecbslungen mit der zu Anfan-r flieses 
Aitikels eingefuhiten festen Zahl a Amrzul;)eugen, durch r ersetzt und ziir Durstelluntr 
der Funktion w^\s\ far das Gebiet desPunktes ?/ die Gleicbuug = 
bei del speziell c„o — ist, aufgestellt hat, an Stelle der daiin vorkommenden Kon- 
stanten der Funktionen TF, W die entsprechenden Koustauten der Funktionen P 
treten. Man erhalt so zunachst die Gleichuna: 

— ^ ~ 2niCgg 




und weiter dann, indem man die Summationen nach v unter Beachtung der in 
diesem Artikel unter (4o.) an erster Stelle sowie der im vorhergehenden Artikel 
unter (3.) an zweiter Stelle stehenden Gleichung und insbesondere der Relation 

v-p r'=:p 

1 + d k = (l> — ? + 1) ^ (J'pv' ansfuhrt, auch c„a , der schon oben aufgestellt en 

V = 1 v'-l 

Gleichung c„o = wJtjI gemafi, durch w^,\rj\ ersetzt, die fiir ^ = 1, 2, • • •, geltende Beziehung; 

— ni — 2ni j7;| = 0 . 

Beachtet man nun noch, daB die Charakteristiken (^, gleichberechtigt sind, und dafi 
bei der Vertanschung von mit in ^ %\v\ flbergeht, so erhalt man, 

wenn man noch den Buchstaben q in neuer Bezeichnung durch v ersetzt, schliefilich 
die Gleicliungen: 

(5o.) = - 21<;.|7?1, |t’'> = -2M;,|7/l, 

Es sollen jetzt die zu den Charakteristiken (^), (|) gehorigen algebraisch un- 

endlich werdenden Elementarfunktionen aufgestellt werden. Man verstehe zu dem Ende 
unter o wieder eine Zahl aus der Eeihe 1, 2, • ■ s, unter m eine Zahl aus der Reihe 
1, 2, • • •, und bezeichne den der s Punkte 00 ^, • • •, oo,, a^, ■ ■ •, a^, e^, anch 
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hier wieder niit rj. Der Fundamentalsatz liefert daun zai den Charakteristiken 
zwei, je eine willkurliclie additive Konstante c beziekungsweise c enthaltende, Funk- 

tionen W, W, die in der Flache T” nuv fiir den Punkt tj unstetig werden wie ~ , wenn 
man 

P = 1 2=1 

*^OVl ^ J '*^0771 '*• ? 

=0, (s;, ==o, 1=1,2, 

=0, 81,. =0, .•=))+i,--,p. 


setzt, alien iibrigen s + -| h nt, — 1 Grofien £ sowie alien iibrigen s -i- H h m, — 1 

GroBen £ dagegen den Wert Null znlegt. Die so gewonnenen speziellen Funktionen 
W, W bezeicbne man nun, die Bestimmung der additiven Konstanten c, c sick vor- 

bekaltend, liiit pj^ > ^ iknen an Stelle der GroBen 81,,, S9„, 2t„, 58,., 

11 = 1 , 2 , stekendeu GroBen mit 581''^, 211''', 831''^, >■= die an Stelle der 

GroBen 58, „ 83„, •■=i)+i,- ••,?>, stekenden GrOBen mit >'=t>+ii beziekungsweise. 

Fiir das Gebiet des Punktes rj lassen sick dann diese Funktionen darstellen durck 
Gleickungen von der Form: 


(!>«•) i! 




= ^ + + 


wobei die von 2 unabkangige GroBen bezeicknen. Zugleick sind die Werte von 

, phi in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten in der Weise ver- 


P 


knkpft, daB 


(Sin-) 


langs a„jp| 
langs &,jp| 
langs c,jp| 

kings a„jp| 
langs h,\p\ 
langs C,{P| 


h 

+ 

II 

V 

\z 

z 

'n 

^ 7 a 

V 

z 

z 

n 

II 

V 

z 

7)1 1 

z 

V 

II 

+ 

V 

z 

7)1 

z 

V 

II 

+ 

V 

z 

7 n • 

z 

Vi 

II 

+ 

V 

z 

m 

z 

V 

+ 

It 

V 

z 

7/1 j 

z 


> sih, 

•m 

+ 58t">, 


■+ ih, 


P 

7)1 

P 

7)1 

P\ 

771 

P 

7)1 

P 


'=A^P 


''=B,.P 


P 

771 


P 

7)1 


F ^ 

771 Z 


P 

771 

P 


■+r, 

■+ Sh, 




r = 1, 2, 






Die lu eieer genischteo Chaiakterislik geterigen F.inliioaen. i!3 

ist Dabei Sind die GrOBen *« f* iM |w ^ 

durch die Gleichungen: 


( 3 -) 


sf“ - (1 - x)|<'>, aj.) _ fi _ j i s _ 

veikii'u.pft, und es sollen jetzt scMiefilich die Werte der nocli UEbestimuiteu ii<lditi\'en 
Konstanten c, c so gewahlt werden, da6 


(4.-) 

ist. 


V — 1 


v— p 

vt ’ 

V = 1 


Die jetzt vollstandig hestimmten FunUionen F 

— in 

{ A\ /^\ „„ 7 . j:...* C - 7 ... Tn. ._ 7 . . *7 7 



, p" 

- 

’ r/i Z 


soUeu die zu den Chandde- 
hn, von der Ordnung m ulgthraiscli 

unendlicli loerdenden Flementarfmildionen genannt werden. 

Die bei diesen Elementarfunktionen auftretenden Konstanten ft lassen sicli 
durch die Wei’te, welche die nach genommenen Derivierten der 2j) Eleinentar- 
funktionen w, w fttr den Punkt ri besitzen, ansdrticken. Urn diese Ausdnlcke zu er- 

halten, beziehe man die Fundamentalformel (Fa.) auf die Elementarfunktionen F 

lasse also in der Formel (Fa.), nachdem man bei ihr den Summationsbuchstaben <r, um 
Verwechslungen mit der oben eingefuhrten festen Zahl a vorzubeugen, durch r ersetzt 
und zur Darstellung der Funktion fur das Gebiet des Punktes rj die Gleichung 

^ 9 l^i = c<70+c<7i^,,+ c„ 2 ^^ + ----, bei der = ist, auf- 

gestellt hat, an Stelle der darin vorkommenden Konstanten der Funktionen TF, TT^ die 


entsprechenden Konstanten der Funktionen F 

J- m 

die Gleichung: 


w,\z\ treten. Man erhalt so zunachst 


r = l i \r'=l J “ ] v = p-kl 

und weiter dann, indem man die Summationen nach v unter Beachtung der unter (d„,. i 
an erster Stelle stehenden Gleichung ausfiihrt, auch c„„, durch den ihm auf Grund der 
soeben fur aufgestellten Gleichung entsprechenden Wert ersetzt, die fur (> = 1, 2, •••, p 
geltende Beziehung: 

^ /flf, w; iri\ 

= 0. 






Beachtet man nun noch, daB die Charakteristiken gleichberechtigt sind, und 
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daB bei cler Vertaiischung vou mit in iv,\z\ in ubergebt, so erhalt 

man, wenn man noch den Bucbstaben q in ueuer Bezeichnung durcb v ersetzt, die 
Gileicliungen: 






(m-l)! 


\ lo 



_2_ 

df!; jo’ 


V = 1 , *2 




und schlieBlich, indem man nnter Beaclitung der m Art. 3 des ersten Absclmittes ge- 
machten Pestsetzungen in bezng auf den Punkt rj, insoferne dieser entweder einer der 
Punkte «i, • • •, £( Oder einer der Punkte •••, oder endlicb einer der Punkte ooj, •••, oo,^ 
sein kann, drei Falle unterscheidet, die Gleicbungen: 




= 

■m 

//i * 




(»»-!)! V dC jo’ 
2 (d”‘w^tZ‘\ 


(m-l)! dC A’ 


= 

m ^ 

i'“>= 

■lit 


2 


(w— 1)! 1 

II 

(M 

1 


(m-l)! ^ 


2 


(m — 1)! 1 

1 jo‘ 




4 , 

Es soli jetzt gezeigt werden, daB die allgemeinste zu der angenommenen 
Gharalcteristik geliorige Punktion W von der im Pundamentalsatze beschriebenen 

Art sich. aus den in den beiden vorbergehenden Artikeln definierten Elementarfunktionen 
linear znsammensetzen laBt. Zu deni Ende bezeicbne man die s Punkte cxi^, • • •, cxj,^, 
«i, • • •, Cl, •••,«( in der vorliegenden Reihenfolge mit %, • • •, 7 j„ die zu ibnen be- 
ziebungsweise geborigen GroBen 0^, ■ ■ ■, 0^, der in Art. 3 des ersten Abscbnittes ge- 
macbten Pestsetzung entsprechend, mit 0,^^, • ■ 0,^^, bilde alsdann mit Hilfe voiijj + s 

1' = ;p (j = s 

der Bedingung = 0 genilgenden Konstanten Si, • • •, S^, %+i, • ‘ 

r = l 

Si) • • •> der ^iH \- 7 n, beliebigen Konstanten Soi, • • •, 0=1,2, ■■•.■s, sowie der 

willkbrlichen Konstante C die Punktion: 


und untersucbe, wie diese Punktion W(0) sicb in der Pbicbe T" verhalt. 

Enter Beacbtung des Verbaltens der in dem Ausdrucke fur W{0) vorkommenden 
Elementarfunktionen erkennt man nun, claB T'F(,e!) eine in der Plilcbe T” einwertige 
Punktion der komplexen Verandeiiichen 0 ist, die fur jeden von den Punkten rji, • • •,% 






+i-, 2 %w,\0\+g 

/I = 1 4 - 1 


Di, 20 ,i»e,. gemisohten Chrakterislik gASrigen Fnnktion™. 

verschiedenen Punkt ^ der Fliche T" stetig ist, tor den Pnnkt „ 
in derselben Weise unstetig wire! wie die Punktion: 


(S.) 


ist, wobei fur v = 1,2, 


r = 1, i', • 


^ ' 

sodaB also die Differenz TF(.) J for den Punkt stetig bleibt, utul deren Werte 
in je zwei entspreebenden Begrenzungspunkten in der Weise verknupft sind, daB 

langs a, { kF(^)+ = A,. TF(^)- + 
langs kF( 0 )+ = i?J'F(«)-+ S3,,, 
langs c„{ir( 2 )+= W{z)-+{i,., 

langs a , { W( 0 y = W{ 0 )- + 

langs 6, { W{ey = W [z)- + 

langs c„{ br(^)+= W{z)-, 

langs iyW{zf= W{z)-A‘^niS}>„, 

r- 

ist, und der Wert der Konstante for v==l,2, •••, p durcli die Gleicbuiig: 






ff-l \ Q 1 ^nia 


ASXss-.+J-. T scs.,+ ol'd„- 


^ = 1 


Q^p-hl 




geliefert wird. Die Punktion T'P(^) stellt daber eiiie zu der angenommenen Charakte- 
ristik gebdrige Punktion W von der im Pundamentalsatze besebriebenen Art dar, und 

zwar die allgemeinste derartige Punktion W, da die ibr zukommenden 

in den Punktionen und den Gleichungen (S.) auftretenden Konstanten Si, • • •, 

1/=s|j <7 = « 

2t),+i, • • •, Stj, 2 nnbestimmte, nur der Bedingung ^S, + 27ii^2fl=0 unterworfene 

v=l cr=l 

Grdfien sind, und sie aufierdem nocb die willkurlicbe additive Konstante G entbalt. 
Damit ist aber bewiesen, daB jede zu der angenommenen Cbarakteristik gebdrige 

Punktion W von der iin Pundamentalsatze besebriebenen Art sicb aus den definierten 
Elementarfunktionen linear zusammensetzen laBt, oder, was dasselbe, daB man aus dem 
Ausdrucke: 

p-R, n. a 


66 


Dritter Absehnitt. 


(7 = 1 ^ ^ 1 


no 


+ ■ 




^hj 


r=l v~p+l 


die samtliclieii zu der angenomioeiieu Cliaraktei'istik gehorigeu Funktionen TF er- 

halt, iind zwar jede nur eiumal, wenn man darin an Stelle des von den Konstanten 
S, S, SC und der Konstante C gebildeten Systems von + Wj + • • • + + s + 1 Kon- 

V = ^) { J = 5 

stanten ein jedes die Gleichung ^^,.+ 2ni ^£^ = 0 nicht verletzende System von 

r = 1 cr = 1 

p +■ iHi H + JH, + s + 1 Werten treten laBt. 

In derselben Weise, wie es in Art. 4 des vorhergehenden Abschnittes an der 
entsprechendeu Stelle gescbeben ist, kann man jetzt bier imter wortlicher Wieder- 
bolung des dort Gesagten den Begriff der Eleinentarfunktion von den ihm noch an- 
liaftenden Bescbranknngen befreien und damit den Begriff der allgemeinsten zu der 

angenommenen Cbarakteristik geliorigen Funktion TF in der Weise erweitern, dafi 

man in dem soeben fiir TF gewonnenen Ausdrucke T'F(^;), bei dem th, • ■ rj, die 
s = q + r + t Punkte ooj, • • •, oo^, • • •, a,., s^, St beziehungsweise vertreten, t, my, • • •, m-. 


unbestimmte positive ganze Zahlen bezeicbnen und die Konstanten £, St, C nur der 

v = ^3 a = s 

Gleichung ^ (S„+ 2a:* ^ 0 zu genhgen baben, unter Sj, •••, e, t von den Punkten oo, a 

v=l a=l 

verschiedene beliebige Punkte der Flacbe T' verstebt, die also teilweise oder aucb alle 
an der Begrenzung der Flacbe T' liegen konnen, weun nur diese Punkte als Punkte 
der Flacbe T betracbtet getrennt liegen. Zugleicb kommen, wenn es sicb um die 
Funktion W{e) allein bandelt, nur so viele Linien l,^ in Betracht, als es unter den 
GroBen • • •, von Null verschiedene gibt, oder, was dasselbe, nur so viele Linien l,^, 

als in dem Ausdrucke fiir TF(-s) Funktionen P ^ wirklich vorkommen, und es sind 
diese Linien I,,, die zu den einzelnen Funktionen F 1 im Rabmen der in Art. 4 des 

vorhergehenden Abschnittes genannten Bedingung willkurlicb gezogen werden kbnnen, 
wenn sie bei der Funktion W(s) zusammen auftreten, nur noch der Bedingung zu unter- 
werfen, daB sie getrennt verlaufen. Die aus der Fbicbe T' durcb Einfubrung der fiir 
die Funktion TF(^;) in Betracht kominenden Linien I entstandene Flacbe, in der die 
Funktion TF(.s) einwertig ist, soil wieder T" genannt werden, und- es kann dann der 
fur die friibere Flkche P" mit Riicksicbt auf die Darstellung der Funktion W(s) durcb 
Potenzreiben aufgestellte Begriff des Gebietes eines Punktes sofort auf diese neue 
Flacbe T” iibertragen werden. 

Die im vorstebenden angestellten Betracbtungen und gemachten Festsetzungen 
bezieben sicb auf die zu irgend einer gemiscbten Cbarakteristik ( 5 ) = (s' . . . 1 ... 1 ) 


Die zti einer gemisehteii Charakteri.rik 


Fimkti* 


?,l 4 


gehorigeu Punktionen W(z) unci gelten daher aucli fiir die zii der iv/.iprukeu <;h:.rakt.n-i>rik 
(s) = U • • • sj 1 • • • i) gehorigeu Fimktioneii Tf iVi. Werden aher zwei auf da>>.di.e Pnukr- 
system • • •, sich beziehende Funktioneu T1 zu^aiumen lietruchtet. :S() luuli 

fur beide eine uud dieselbe Flache T" zu Grunde gelegt werden uin.l zwur eine solche, 
welche aus T' dadurch hervorgeht, daB man zu jedeni Puiikte fiir den wenigsten.s 


eine der beiden Funktioneu P 


P 

0 


in TF 


1 * 1 . 


TFi*! wirklich vorkotnmt, eine 


Linie zieht. 

SchlieBlich kaun man auch noch die am Schlussc* von Art. 4 des vcnTiergebenden 
Abschuittes in bezug auf die Fundamentalforinel (Pi.i angestellteu Detracht ungen wort- 
lich auf die Fuudamentalformel (F,.) iiliertragen, also zeigen, daC die Fuudainental- 
formel (F3.) auch d^n gilt, wemi unter deu Punkten j]^, ■■■, %. auf welche sich die 
Funktioneu TT^(^), W(P) beziehen, Punkte der Begi’enzung von T' vorkommen; nur 
rniissen diese Punkte als Punkte der Flache T betrachtet getrennt liegeu. 


5. 

Es handelt sich jetzt darum, ftlr die zu deu gemischten Charakteristikeu 

(b) = (a • • • 5I 1 • • • 1) ’ is) = (t ■ • • 1 • • • 1) gehorigeu Elementarfunktionen P, I\ P, P die- 

selben Untersuchungen anzustellen, wie sie in Art. 5 des vorhergehenden Abschnitte.s 

fftr die zu den gewdhnlichen Charakteristikeu gehorigeu Elementarfunktionen 

P, P, P, P durchgefiihrt wordeu sind. Zu dem Ende bezeichne man wieder, unter a^, a. 

irgend zwei voneinander verschiedene Zahlen aus der Reihe 1, 2, - • s verstehend, den 

der s Punkte oo^^, - • oo^, ctj, • • •, ct,., s^, ■ ■ ■, Si mit 7]^, den Us™ mit beachte, daB 

die Gleichungen, welche die auf diese Puukte ri^, % sich beziehenden Elementarfunktionen 

P, P, P, P fur die Gebiete eben dieser Punkte darstellen, genau dieselbe Form haben 
0 ^ 0 

wie die zu Anfang des genannten Artikels aufgestellten Gleichungen, und lasse dann 
an Stelle des in der Fundamentalformel (F.,.) vorkommenden allgemeinen Funktionen- 
paares W, W die den seeks ebendort gewahlten speziellen Funktionenpaaren bier ent- 
sprechenden Punktionenpaare treten. Man erhalt dann Eelationen zwischen den GroBen c, I 
von genau derselben Form, wie die im genannten Artikel erhaltenen sie besitzeu, und 
erkennt so zunachst, daB die Gleichungen (I.)— (VI.) in Art. 5 des vorhergehenden Ab- 

schnitts auch ftlr die zu den gemischten Charakteristikeu (^) , (|) gehorigeu Elementar- 
fuuktionen P, P, P, P gelten. Beachtet man dann noch, daB die Gleichungen (I.)— (VI.) 
die einzige Grundlage ftir alle weiteren in dem genannten Artikel angestellten Unter- 
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siichungen bilden, so erkennt man schlieBlich, flafi die samtliclien dort erhaltenen 
Resultate, vor allem die Gleichungen (1.) — (8.), aucli fur die zu den gemischten Cliarakte- 

ristiken J J), ;■ J) gehorigen Elementarfuuktionen P, P, P, P 

gel ten. 


6 . 


Die Untersuchungen des Art. 4 haben gezeigt, dafi der Ausdruck: 


II 


+ 2^^ P 
1 

Sr 

Z 

+ --- + a<s>p 

Sr 

Z 

+ 5’ -p 

()=i ' ^ 

Z 

+ 2^ P 

^ 1 


^9 

z 

+ 5' p 

X=1 ^ ^ 

z 

+ 2^’ P 

Z 

+ -.- + awp 

00 ' 

1 » 

z , 


+ h -f st-x-.W + o, 

0—1 ' ■ " 


o~p 




bei dem i%, ■ • •, • • ■, n„ ■ ■ •, p,^ unbestiinmte positive ganze Zahlen, die Buch- 

staben S, (£, 51, C unbestimmte, nur der Bedingung: 


2 *’ -b + ”2 = 

X = 1 / 


K=1 


0 




uiiterworfene Konstanten bezeicbnen, der sich also von dem in Art. 4 fiir W( 0 ) auf- 
gestellten Ausdrucke nur durch die Bezeicbnung unterscbeidet, die allgemeinste zu der 

angenommenen Charakteristik ^ gehorige Funktion W darstellt. Das 

Verbal ten dieser Funktion W=W(z) fur die Punkte s, a, 00 ist von der Art, dafi 


fiir das Gebiet f ^rr/ v oftn 1 , 1 , v 


r— 1 , 2 , • • • , 






X — oo 




(z — cc^Ti 


(0 — 


ftir das Gebiet(TTr/\ i ^ 

desPunktesoc',|’^«-«S'’‘’>" +i^. 


+ A' 4 




y=zl,2j 


X = 0 


ist, wahrend f(lr das Gebiet eines von den PunMen e, «, ex verschiedenen Punktes 

W(d) = c^o'> + di\s—a) + -I 



Die zu einer gemischten Charakteristik gehorig-n 

W Dabei be^eichaen c<". rf-., c'-, von v nnabtongige OroBen. Wa. .laavn..,. ,1a* 
Verhalten der PanHion TFfe) tengs der Schnitte «. h, c, I betrim, .so ist. d„n. in V,-, 4 
Ausgefahi-ten entsprecheud, Her 

langs a,. [ W(sf = J.. Wfzf + . j 

langs K { Wisp = B^W(z)- -f 33., 
langs c. { W(z)+ = W(zf + S, . J 

langs a. { T7’'(X)+ = W(if + St. , 1 

langs { W(zy^ = W(zf + <S'. , [ 

langs c. { W{zY = Trf^)-, 

langs {]r(^)+= W(zy + 27 tiQ^^ 


? ^ 1 ,2 




? = p-f 1 , ■ ■ >r, 


wobei far v = 1, 2, 


Tjss iti, . • ■, 


ist, und dsr Wert der Konstante fiir y = 1, 2, durcb. die Gleicliung: 




’t = t X — tUt 

2 2 

«=i ;i=o 


Si '*’ ^ i '*’ + '2 2' sr ^’ + 2 ''2 

q^IX^Q ^ 




i^x 

JVy 


cr= 1 


(i=!P 


a=p + l 


F = p 

V'=:l 


geliefert wird. 

Aus dem Vorstehenden. erkennt man nun, daB das Verhalten der Deri\uerten 


cU'W 


dz‘ 


der Fimktion W-=W{z) far die Gtebiete der Punkte e., a^, co„, a und langs der 


Begrenzung von T" dui'ch Gleichungen charakterisiert wird, welche genau dieselbe 
Form haben wie die in Art. 6 des vorhergehenden Abschnittes an der entsprechenden 
Stelle aufgestellten, trotzdem die GrbBen Bp+i; • • •; A^, bier samtbcb den Wert 1 

besitzen. Daraus folgt aber zunacbst, daB die in der Flache T" einwertige Funktion 

dz 

eine zur Charakteristik gehorige Funktion W ist, und weiter dann — da die in 

dem genannten Artikel an der entsprechenden Stelle gemachten Schltlsse sich mit ge- 
ringen, durch die bier vorkommenden uneigentlichen Faktorenpaare A^^^, jBp+i;---; s, 
bedingten, Modifikationen auf den vorliegenden Fall ubertragen lassen — daB die dort 
erhaltene Gleichung: 


D litter Absclinitt. 


70 


(rW(z) 


^ ( 7 . — //<j. \ 

^ (-i).(„_i)! sfjp •• + ^ {-;|k)SS-> p •; 

'? = ! I « * 7^ + /. ^ J 


«.«(. ^ \ / «Pp + /| ^ I] 


^ = 1 I 2 = 1 ^ ^ ^ ^• 

5« = (? f ^•=Px / 1 I \ 

+^' ff 77)sr“>p 7 L 

welche die Darstellung der Derivierten der zu einer gewohnlicheii Charakteristik 
gehorigen Funktion W(e) durch Elementarfunktiouen enthalt, auch im vorliegenden 
Falle, wo W(b) zu der gemischten Charakteristik (^) = i^ . .i) gehdrt, die Bar- 

durch Elementarfunktiouen liefert. Beachtet man nun noch, daB 


stellung von 


d''W(s ) 

dz'^ 


die den Elementarfunktiouen s , F 


p 

£ 

, P 


, P 


, P 

£ 

, P 


, p 


0 

Z \ 

0 

Z 

0 1 

Z 

7/i 

0 

’ m 

z 


Z 


heziehungsweise 

zukommenden GrroBen c™ sich hier genau so ansdrilcken lassen wie in Art. 6 des vor- 
hergehenden Abschnittes, so erkennt man schliefilich, dafi die dort abgeleiteten Glei- 
chungen (Di.) — (D^'.) und damit zugleich die auf Grund dieser Gleichungen ebendort ab- 
geleiteten Gleichungen (E,.), (E„.), (E„.) sowie die im Anscblusse an diese letzteren 

Gleichungen gemachten Bemerkungen auch im vorliegenden Falle, wo . . .b* i A i) > 

(5) = (s;A5j I'.’a) ist, gelten. 

Man lasse jetzt in dem zu Anfang des vorbergebenden Artikels aufgestellten 
Ausdrucke an Stelle einer jeden der t + r + q Konstanten Sg, der ^ Konstanten S und 
der i? — |) Konstanten 31 die Null treten. Der dadurcb entstebende Ausdruck: 


w{z)^ 

'r = l ^ ^ 

z 


+S'(2r'^p| 

z 

+ '" + 2?A 


z 

+ --- + £<:>>p 


bei dem n^, ■ • Pi, ■ ■ ‘,Pq unbestimmte positive ganze Zahlen bezeichnen, 

und die Konstanten S, G keinen Bedingungen unterworfen sind, stellt dann die all- 

geineinste zur Charakteristik = . iA. 1 ) gehdrige Funktion TK dar, welche in 

je zwei zu einem der Scbnitte q, • • •, c^, oder der + Scbnitte I 


Die zu einer gemischten Charakteristik g-.-iinrigt-n Funkti.,:u-i!. Tl 

gehorigen entspreclienden Punkten i?- denselhen Wevt l.>e>itzt. IniV.lurdp-rn i^t 
diB Funktioii TJ («) sclioii in der aus T durcli AuiliBliuiiix d<'r I oiit- 

steheiiden Flache T einwBrtig, uud es darf daber ffir die Unter.suchung die.-^er Funktiuii 
die Flache T zu Grunde gelegt werden. Xoch niOge fur das Folgen.le vuvausgoetzt 
werden, da6 fClr ^ = 1,2, •••, ?• > «.„ ist; dadurch wird die Allgeiueinheit der Unter- 

suchung nicbt beschrankt, da man vou dem Falle, wo ftwa /f ist. 

zu dem Falle, wo etwa = + l — /; i^jf, aucb dadurch iibergebeii kanu, dafi 

man den Konstanten •••, den Wert Null eiieilt. 

Die definierte Funktion W(d) laBt sicb nun aucb durch die Derivierte einer zu 
der Cbarakteristik gebdrigen Funktion W und }) ausgezeicbnete Fimktionen IF k, 

der bier betracbteten Art linear darstellen. Um diese Darstellung zu erhalten. .setze 
man zunacbst voraus, daB keiner der Punkte e^, ■■■, s. der Begrenzung von I" angebore, 
und verstehe unter a einen im Iimern vou T' gelegenen, von den Pimkteu t, a. oc 
verschiedenen Punkt, bilde alsdann das Produkt: 


cp(^) ^W(3)Ph 

der Funktion TF (si) und der zur Cbarakteristik geborigen, ebenfalls in T einwertigen 
Elementarfunktion F “ und bestimme den Wert J des m positiver Ricbtung liber die 
von den beiden Seiten der Scbnitte a, b, c gebildete Begrenzung der Flacbe T' zu 
erstreckenden Integrals y’ <F(z)dz, indent man in derselben Weise vorgebt, wie es ini 
ersten Teile, in Art. 1 des siebenten Abscbnittes, zu abnlicbem Zwecke gescbeben ist. 
Man erbalt dann fur J zunacbst die Gleicbung: 


J= f i>(0) f (z)-) ds, 

und scblieBlicb, indem man beacbtet, daB bier, nacbdem man nocb fur v = 1,2, 
zur Abkurzung 

Z=:ini Q = rX = n(> y.-qX~p^ 

2 + 22 SP + 22 Si”*’ +G 2 

1^1 ' ^ ^=1 ;=i x=it=i e=i 

gesetzt bat, 


langs a„| T'F(^)-^= M.,IF(^)' + F 

langs h ,. ( W{z)^=B„ TF(^;)-+ (1- J?.) f 

langs c,| TF(^!)'^= W(z)'', B 


'^A,.F 




P 

1 


2(1 - A) ^ 


2(1 -A) 


da 


> V — 1, 2, • • 
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langs a,.{ TF(^)+== W(sy, 

laugs T'F'(^)+= W'(^y-i- 

langs c„{ TF(^)'^= W(sy, 

ist, und daB daher die Werte voii 
horigen entsprechenden Punkten aP~ 


p 

a 

p 

a 

- 

1 

z 

1 



p 

a 

"= p 

a 

- f> dw^\a\ 

1 

\z 

1 

z 

da ’ 

p 

a 

p 

a 

- 

1 


1 

z 

'' 


in je zwei zu einem der Schnitte a, b, c ge- 
in der Weise verkntipffc sipd, daB 


langs a,. | fp (^)+ = <P (sy — 2 ^ 

langs <P(zy == ‘#’(5')“ — 2 
langs c.,[ ^{zy = 


(Tl^W+-TyW-) + S,{i>|,“' 





= 1,2, 


+ _^ 2 ^ ^ 


langs a,,{ •p{zy = ^{^y, 
langs { <P {zy = ^ {z)- - 2 W(zy + P 
langs c,,|'^(i!)+= ^{sy , 
ist, die Gileichung: 

J^==-2 5'’^^ C W{z)dz-2 r 'W{z)dz 

feel 


p + l 

+ 


+sVp|:i<*^+ Js./p|: 


6^^!. 


te.ej 


»'=))+i,--.,p. 


Das Integral J ist aber auch gleich der Sumine der auf die Punkte r\ = e,; 

+ 

«!, • ••, a/, ooj, •• •, oo,^; a sich beziebenden Integrale J‘<P{z)dz und kann daher auch auf 
Grund der Gleichung: 


"f" ■)“ d* "P 

J = ^ f ^{z)dz + ^^ f €>(z)dz+ '^ f <P(z)dz+ f <P(z)dz 

d 


ausgewertet werden. Man erhalt dann, wie ein Blick auf die in Art. 7 des vorhergehenden 
Abschnittes an der entsprechenden Stelle durchgefiihrten Untersuchungen zeigt, fUr J, 
genau so wie in dein genannten Artikel, die Gleichung: 


Die 


ZU emer gemischten Charakteristik gehr-rigeii Fi;nktioiu-n. 

J= Si''’- 


1^=1 

o = r I 

i2\ 


27Z^■ T { ^ c!“«> . 


dp 



0 

a 

1 

da 

- 

dP 

% 


1 « 

d 

1 

da 

' -r 

dP 



0 

a 

1 


'- — mf — 1 

2 - 

X^l > 


f y ui 



dP 

fr 


X 

a 

-f 1 

da 


dP 


Q(“fi 

X 

d 


f f/ rt 




;. = i 


dP\ 


X 

“ 4-' 


f/a 


+ 27i«'PF’(a). 


'jf , 


X _ f jj 1 


dF 

A a 
d fi 


Setzt man nun die beiden far J erhaltenen Ausdrflcke eiiiauder gleich, lafit l..ei 
der entstehenden Gleicbung in neiier Bezeichnung zunachst an Stelle des Buchstabens 
den Buchstaben hierauf an Stelle des Buchstabens a den Bucbstaben treten un,l lost 
alsdann die Gleichung nach TF(^) auf, so erhalt man far die Funktion TF.V, die fur 

jeden von den Punkten e, a, oo verschiedenen inneren Punkt ^ der Flache T geltende 
Darstellung: 


kF(^) = - J 


dF 

gw » 


dz 


l — dP 

+ f2W. 


Z=:l 


dz 





dP 


[ -i- 

0 




X-np— 


2 

1=1 




m QPf) 
2 . 


‘‘f 




dz 



J- 

Tti dz 




1_ 

Tti 


2 


v = p+l 


du\\z\ 

dz 



+ 




Die hierbei auftretenden Konstanten cf*>, •••, sind die Koeffizieuteu, welche in 
der Entwicklung der Funktion W(z) fur das Gebiet des Punktes c»^ den Potenzen 
beziebungsweise zukonamen. Nach der zu Anfang der Untersuchung 
gemachten, auf den Ubergang von dem der Ahleitung der Formel zu Grunde ge- 
legten Falle n^> (^= 1 , 2 , zu dem Falle sich beziehenden Bemerkung sind 

bei dem zu einem bestimmten Index q gehdrigen Gliede der auf der rechten Seite der 
p-K, II, 10 
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vorsteheuclen Gleicliung in der zweiten Zeile stehenclen Smnme, wenn ist, alle 

Terme bis auf den ersten, wenn dagegen ist, alle Terme tibevbanpt zu unter- 

drucken, sodaB also fiir das ganze Glied in Wegfall kommt. 

Die anf der rechten Seite der filr W{s) gewonnenen Gleichung vorkommenden 
Integrale sollen jetzt unter der, fiir die Herleitung dieser Gleicbung gemacbten, Vorans- 
setzung, daB die Punkte s^, sowie der zu Anfang mit a bezeichnete Punkt z im 

Innern der Fliicbe T liegen, naber untersucbt werden. Zwei fiir diese Untersucbung 
notige Hilfsformeln mdgen zunilchst abgeleitet werden. 

Man beziebe die nacb Art. 6 aucb im vorliegenden Falle fur jeden Punkt z der 
Flache T' geltende Formel (E..) des Art. 6 des vorhergebenden Abscbnittes auf euien Be- 
grenzungspuukt z = 'Q, multipliziere linke nnd rechte Seite init d'Q und integriere das eine 
Mai, unter y eine Zabl aus der Eeibe 1, 2, ••-, p verstehend, in positiver Kichtung tiber 
die beiden Seiten der Schnitte a,., 5„, das andere Mai, unter v eine Zabl aus der Eeibe 
+ 1, • • •, verstebend, in positiver Eichtung ilber die positive Seite des Scbnittes 
Beacbtet man nun, daB im ersten Falle fiir w = l, 2, 3, ••• 



Kb*'?] 


(di - 



4- cZ“P 

£ 

1 

, r “ 





df 


d'C 




ist, und daB sich als Wert des bier recbts stebenden Integrals fiir m = 1 die der Funk- 


tion F 

0 


langs c„ zukommende Konstante (£,. = — fiir m = 2, 3, 


die der Funktion 


ipn-ip 

s 

0 





lilngs c,, zukommende Konstante (£,, = 0 ergibt, daB also der Wert des links 


stebenden Integrals fiir m = 1, 2, 3, • • • durcb — ^ dargestellt werden kann, wenn 

Tnn,n unter eine GroBe verstebt, die fiir m = l den Wert 1, fiir m = 2, 3, • • • den 
Wert 0 besitzt, so erbalt man die fiir jeden von den Punkten a, oo verscbiedenen. 
inneren Punkt e der Flache T' geltende liilfsformel: 




(H..) A' 

Db^^l ■■ 


— X 




mil. 


[4,K1 


(j=i /.=i 

Beacbtet man dann welter, daB im zweiten Falle fiir m = l, 2, 3, 


6+ 


/"P 

£ 

0 



dt 


dK 




Die zn einer gemisfliten Charakteristik gebririL'en Furik 


ist, unci claB cler Wert cles hier recbts 


(£,. — 21,. cler cler Fuiiktion F ' 

0 -3 


langs c,,, 


siteheinlen Inreirrak fui’ m - 1 * 
a,, lieziehungsufi^ie ziikonimiuuh*! 


©,. = 0, 21,. = 0, ftir )»=2, 3, der Differenz der der Funktiou 


Irr I HilWivir/. 
i K«ai-tauti'n 

- la!i,ir> r. , 


beziehungsweise zukommendeu Koustanten S,. = 0, = o gleicdi ist. daC also da- liiik^ 

stebende Integral fiir hc = 1, 2, 3, • • • den Wert D besitzt, so erhiilt man die fur jeden 
von den Punkten cc, oo verschiedenen inneren Puukt s der Flacbe T geltende Ililfsformel: 


(H.-) 




£ -J 




on X 

=r Wtj . Z 

S' V A -Jl L I I J> 


e=i 


= 1 


( f 


d':)F\ 


* 

i 1 




I c-', 

i 




Was nun die an enster Stelle zu untersucheuden, nur von den Punkten % e. 

+ 4* 

abhangigen, Integrate (''= 1 . 2 , fW(C)d'C c*=))+i, •••,?) betrifft, so erbillt man, 

[»*»?] k 

wenn man die darin vorkommende GirdBe TF(S) auf Grand der zu Anfang dieses Artikels 
aufgestellten , die Funktion W(s) fQr jeden Punkt z der Flacbe T' definierenden Glei- 
cbung durcb den ibr entsprecbenden Ausdruck ersetzt, fur das erste Integral die 
Gleicbung: 


(ir) / nod 


Tr = i rn — m^ 
t~l 7n = l 


f- 


P| 





fur das zweite Integral die Gleicbung: 


J r = 3 7 n = l J I ^=.1 m = l d ' ^^ = 1 m=l ' * 

6+ ht 


(r = ^ + l, 


und scblieBlicb, 'wenn man bei jeder dieser beiden Gleicbungen das auf ibrer recbten 
Seite an erster Stelle stebende Integral auf Gruncl der Hilfsformeln fHi.), (H,.) be- 
ziebungsweise durcb Elementarfunktionen mit dem Argument darstellt, die Gleicbungen. 


(2,.) J 


(22.) 






(v = l,2, •••♦« 
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wobei zur Abkurzung filr y = 1, 2, ■ • p 


■t Q = r — l 






( J 


(3x.) 


TT =: 1 7 « =: 1 = 1 / = 1 

, X — t 


(?/i— 1)! — l 


(1.1.171“^) f 


[<>*'?] 


+ 


2 -Tti 


^ ^ Si? /p ? (11^2 2 Si?> / P dl, 

T=1 0 = 1 m=l It ‘ )!=1>« = 1 '/ ” J ^ 

[<.*>*] 


fur y = p + 1 , • • •, dagegen 


• (Sg.) 


Tr = ^ m = ^ = r A = 7n^<f — 1 / 

kih,-,h)^^ ^ 2 2 '' 

ir=zi7?2 = l ^-1 A = 1 


g (" '7 / r P 

— Z \e/ inf.tn — 7 . 


(?« — 1) ! m ft 






/» I }C~qm=Px /» f f 

A-5..-i A?. 

gesetzt ist. 

Die an zweiter Stelle zu untersuchenden , nur von dem Punkte z abhangigen, 

4- + 

Integrale Jf (<j= 1 , 2 , •••,))), f?\ l\dt ((r=»)+i, -.p) lassen sick durch Elementarfunktionen 

mit dem Argumente z darstellen. Um diese Darstellungen zu erbalten, lasse man 
in den Hilfsformeln (Hi.), (Hj.) an Stelle des Punktes e den Punkt z, an Stelle des 
Buclistabens v den Bucbstaben a treten, setze alsdann m = 1 und vertausche endlicb 
durch weg die Zeichen P, P. Man gewinnt auf diese Weise die Grleichungen: 


( 11 -) 


— Ip 

1 S 

(tT = l, 2 , ■•.,})) 


d'c^W("^(z), 


(i;-) 






wobei zur Abkurzung 


(2^) (2;o 


^= 7 ’ 




{o- = l,2, •••,« 


((7=)) + l, 


,p) 


gesetzt ist. Die durch die Gleichung (2[.) zu a = 1, 2, • • •, :|3, durch die Grleichung { 2 '. 2 .) 
zu o = p P 1, • ■ p fur jeden Punkt z der Flhche T' definierte Punktion ist eine 

zur Charakteristik gehorige Funktion W(z) von der in diesem Artikel betrachteten 
Art, die nur fiir die Punkte a^, • • •, unstetig und zwar algebraisch unendlich wird. 


Die zu einer gemischten Charakterisfik 


Funkti- ‘r.*-::. 


i t 


und deren Werte in je zwei zu eineni der Schnitte 
in der Weise verkntipft sind, da6 


it.h.c ,ueliori;:^en *'Ut.spiv'’!iPn<ie!i PuMktf'ii 


(3'.) 


langs a,,{ - : l _ J., , a;., 

langs K{ T7W(^)+ = 

langs c„{ w^"Hzy = w^'’Hzr, 


K2, .r. 


langs (i,{ w^‘’\zy = 
langs &,.{ = 

langs c,.[ W^'’^(zy = 
ist, wobei zur Abktlrzung 


J^zf i- 

TF'^'’dV)-, 


IP r I , • ■ r, 


+ ^ t( / Pb 


far o = 1, 2, • • p: 

(J =S r 






n"=i 


^ = r ;.=//p-l 




dt 

v = l,2 


far a = p -f 1 , 

q~r = 1 


(X. 


‘{1 = 1 A = 1 • p ■ t,/ /<(-/> I » 

«■? 

±/p = ri=<,,-l 

=i / U ^ p. 


r)s>,-- 


rC 


gesetzt ist. Die in der letzten Zeile stehenden Integrale konnen ausgewertet werden, 
indem man bei jedem von ibnen die zwischen den gescbweiften Klammem stehende 
GroBe auf Grund der Formel: 


dn\\i\ 

di 


p = r;.=,i<p-l 
■1 xrr 1 


^ = 1 ;. = i ^ 


durch die Grdfie 


! ersetzt und alsdann die Integration ausfulirt; man erhalt so 
far das links stehende Integral den Wert — 2^^ d,,,— far das rechts stehende 

den Wert 2S^g7ti und erkennt nun schliefilich, daB fur o = 1, 2, • • •, j); v = 1, 2, ■ • j)- 


(4'.) 




ist, daB also nur dann einen von Null verschiedenen Wert und zwar den Wert 1 
besitzt, wenn v = o ist. Die soeben aufgestellte, bei der Auswertung der Integrale 
benutzte Formel geht aus der nach Art. 6 auch im vorliegenden Falle geltenden 
Formel (D^.) des Art. 6 des vorhergehenden Abschnittes hervor, indem man bei dieser 
an Stelle der Zeichen ie, P die Zeichen w, P treten lafit, alsdann w = l, T = y, z = ^ 


78 


Lritter Abschnitt. 


setzt und endlicli nocli an Stelle des Summationsbuchstabens A einen neuen Summations- 
buchstaben X vermittels der Gleichnng A = A' einfubrt. 

Mit Hilfe der Gleichungen (2^.), ( 23 .) und (!'.), (l^.) kann man jetzt der vorher 
fur W(X) erhaltenen Gleichnng die Gestalt: 


(D-) 


w(,) = 


d2 


+ 2 


v = l 


geben, wobei W'^'{z) durch die Gleichnng: 

* = 1 I <> X = 1 '■ >■ 






(; = 1 
y.=^q 


?,= i 




+1 


1 


wAz\ 


r = l 


— bei der fQr r = 1, 2, ■ ■ ■, p die nnter (3i.), fur ?/ = p + 1 , ■ ■•,p die nnter (83.) 

definierte GrbBe bezeichnet — fiir v=l,2,---,p durch die erste, filr v = p+l,---,p 

durch die zweite der Gleichungen: 


Tr«(^)=i+ 





endlich (i'=i, 2 , -.,p) durch die schon fraher aufgestellte Gleichnng: 


’t—tX — m.j: q^7' Xz=n^ ;/ = (2 A = v'= 

■t = l X = 1 ^ 9 = 1 A = 1 ^ y. = l X = 1 ^ ,/=l 

bestimmt ist. Trotzdem die Gleichnng (D.), zur Vereinfachung der Untersucluing, nur 
fur den Fall abgeleitet worden ist, daB die Punlcte e^, ■ ■ ■, Si sowie der Punkt z im 
Innern der Flfiche T’ liegen, gilt sie auch noch, wenn die genannten Punkte teilweise 
Oder samtlich der Begrenzung von T' angehoren. Unter der, die Allgemeinheit der 
Untersuchung nur scheinbar beschrankenden, Voraussetzung, daB die unbestimmten 
Konstanten (r=i, s, •••, 0 durch eine Lagenanderung der Punkte e^, s^, • • Bi nicht be- 
einfiuBt werden, andert sich namlich der Wert des Ausdruckes: 


W{z)- 


dW*{s) 

dz 


r = 1 
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bei clem TF( 0 ) die zu A-nfang dieses Artikels angescliriebeue linoave Verbinduiiir vi»!i 
Elemeutarfunktioneu vertiitt, als Fuuktiou der f -^1 in T’ irei Piinkre 

■ ■ ■) ^ betiacbtet, stetig, wenn einer dieser Punkte durch stetiLre Beweiiunix in 

einen Punkt der Begrenzuug von T ubergebt, uud es kann daher der in ib-d,- stelien.le 
Ausdruck, da er der Gleichung (D.) gemaB immer deu Wert Null besitzt. w.-nn die m- 
nannten Punkte im Innern der Flaehe T liegen, iiicbt einen von Null versclii.Mlenen 
Wert baben, wenu diese Punkte teihveise oder samtlicb der Begrenzuug von T' an- 
gehbren. 

Aus der so ftir jede Lage der Punkte e^, • ■ •, s., z als richtig bewiesenen ( lleichung D. 
erkennt man nun scblieBlicb, claB die allgemeinste zur Cbarakteristik (',!) icebOriue 
Funktion TF"(^), welcbe in je zwei zu einem der Scbnitte Cj, •••, Cp. oder 

der t -\-r + q Scbnitte I geborigen entsprecbenden Punkten cP~ deusen)en "Wert be- 
sitzt, sicb, entsprechend der zu Anfang des Artikels aufgestellten Bebauptuug, durcb 
die Derivierte einer zu derselben Cbarakteristik geborigen Funktion TP, eben der 
Funktion W*(0), und die qo ausgezeicbneten, mit der Funktion gleicbartigen 

Funktionen • • •, linear darstellen laBt. Dabei ist nocb besonders bervor- 

zubeben, daB diese p ausgezeicbneten Funktionen W'-(z), •••, TF'^(V) durcbaus selb- 
standige, von der darzustellenden Funktion Tr(>) nnabbangige Gebilde sind, wabrend 
andererseits die Funktion W*(s) in engster Beziebung zu der Funktion iriVi stebt. 

LaBt man in der zu Anfang dieses Artikels aufgestellten, die Funktion irt^'j 
definierenden Gleichung und dementsprecbend aucb in der Gleicbung (D.j die GroBen S 
samtlicb mit der Null zusammenfallen und setzt zudem nocb C'=l, so wird TriFi = l 
und zugleicb reduziert sicb die Gleicbuug (D.) auf die Gleicbung: 


i = ±\’'yp 


) r = l 


Zum Scblusse dieses Artikels sollen jetzt nocb kurz diejenigen speziellen zur 
Cbarakteristik geborigen Funktionen TF betracbtet werden, deren 

Werte in je zwei entsprecbenden Punkten der Begrenzung von T" in der Weise 

verkniipft sind, daB 

langs a,[ TF'*' = 
langs ly { TF'*' = J5„ TF", 
langs Cy{ W'*'= TF", 

langs Z„{TF-'-= TF", 


1 
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ist. Eine jede solche Pimktioii W moge eine zur Charakteristik gehorige -F-Funktion 
genamit und niit F( 0 ) bezeichnet werden. Dieser Definition zufolge ist die Gresamtheit 
der zur Charakteristik gehdrigen JF-Fiinktioiien identisch mit der Gesamtheit der- 

jenigen Punktionen W(z) von der zu Anfang dieses Avtikels definierten Art, bei denen 
die das Verhalten an den Sclmitten bestimmenden Eon- 

stanten • • •, • • •, samtlich den Wert Null besitzen. 

Die Derivierte einer jeden zur Charakteristik gehorigen Funktion TF ist, 
wie aus dem zu Anfang des Art. 6 Bemerkten hervorgeht, eine zu derselben Charakte- 
ristik gehorige Funktion. Dafi aber auch umgekehrt eine jede zur Charakteristik 

gehOrige A’- Funktion sich mit der Derivierten einer zu derselben Charakteristik ge- 
horigen Funktion TF deckt, erkennt man, wenn man beachtet, daB die vorher gewonnene 
Gleichung (D.) sich fiir eine Funktion W{z) = F{z) auf die Gleichung: 

(D-.) Fif) - 

reduziert. Die Gesamtheit der zur Charakteristik gehorigen A’-Funktionen ist also 

auch identisch mit der Gesamtheit der Derivierten ^ der zu derselben Charakteristik 
gehorigen Punktionen W. 

Aus dem soeben gewonnenen Eesultate folgt nun sehlieBlich noch, dafi das mit 
einer Funktion F{s) gebildete, von einem Pimkte bis zu einem Punkte z tlber eine 

ganz im Innern der Plache T" verlaufende Kurve erstreckte Integral F{s)ds eine zur 

Charakteristik gehorige Funktion TF ist, und daB diese Funktion TF, nachdem man 

F(z) durch Elementarfunktionen ausgedrilckt und zu dem so erhaltenen Ausdrucke TF(-s) 
von der zu Anfang dieses Artikels definierten Art den ihm entsprechenden Ausdruck 
W*(z) gebildet hat, durch die Gleichung; 


(D''.) J F{z) clz = W^\s) - TF*(^o) 

geliefert wird, 

Auf die Theorie der zur Charakteristik gehorigen A’- Punktionen soli aus- 
ffihiiicher erst im sechsten Abschnitt eingegangen werden. 


Die zu eiuer gemischten Charakteristik geliurigen Fiiiikti.jn. n. 


8 . 


Der zu Aufang des Art. G aufgestellte Ausdruck: 
T'F (z) = ^ P + S'/r) p I 

r = l ' O' ‘ 1 I ; 

+ '2 f i + 

0=1 \ 0 2 1 


Q 

y.^q 


Q p 

a P 

‘ sp r 




+ ^ te”*’ p 


+ S^' P 


— 2 /*' ph-' 


^r = p 




ff = p + l 


bei dem m^, ■ ■ ■, «i,, n^, ■ ■ ■, n„ p^, • • ■, 2 \ unbestiuimte positive gauze Zahlen, die Buch- 
staben S, (£, St, G unbe.stimmte, uur der Bedingung: 


"2 < 5 ,. H- 2 ni C2 + ^2 S^• + ’‘2 Sd"*’ ) = '■> 

\r=l K = 1 / 

unterworfeue Konstanten bezeicbuen, stellt die allgemeinste zu der angeiiomnienen 

sj = 1 . . . ij gebdrige Fimktion W dar. Auf Gruud des iin vor- 

bergehenden Artikel gewonnenen Eesultats ist man jetzt imstande, das mit dieser 
Funktion W(^) gebildete, von einem Punkte 0^ bis zu eiuem Puiikte 0 fiber eine ganz 

im Innern der Flacbe T” verlanfende Kurve erstreckte Integi-al f TFizjdz durcb das 

* 

Produkt 0fV(0) und Elementarfunktionen linear darzustellen. Man braucbt dazu nur 
auf das Integral das Verfahren der teilweisen Integration anzuwenden und in der so 
sich ergebenden Gleicbung: 

W(0)d0 ^0W(0) - 0oW(0o) -J 

Zq 2 q 

das recbtsstebende, auf die zur Charakteristik geborige P- Funktion sich be- 

ziebende Integral mit Hilfe der Formel (D''.) des vorbergehenden Artikels durcb Elementar- 
funktionen auszudrucken. 

In derselben Weise scblieBend, wie es in Art. 8 des vorbergehenden Abscbnittes 
an der entsprechenden Stelle gescbehen ist, gelangt man bier unter wSrtlicber Wieder- 
bolung des dort Gesagten zu der die erwahnte Darstellung lieferndeu Gleicbung: 


z 

J W{0)d0 = 0W{0) - + TP 




p-R, ir. 
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In dieser Gleichung vertritt clen Ausdruck: 

A = ^ 


Q^r I 

_ 'V J » p 


_L X’ -Jl- P' (*f) P 




/. = 1 

/ = «p 

+ A i “ '■ " ' I & “ '■ ‘ I ‘ I i.-tti ‘ ■ ‘ 

" ''Vbl. 

^ = 1 

bei dem zur Abkilrzung fur r =- 1, 2, ■ ■ ■, p 


>i = <« + P« 


/7^ 


— 1 


V -=j- V ..}^1( f p > crdp 

?ei 1^1 («-!)! mu-i Vj™,<-e-^- f Va 


m I 

__Zl 




.7r = i o = rwi = «p4-//p /i , y,=:<jm=p^ ^ . 

+ ^ S'.'"' + ^ ^ ST" /t > ^ 2’ s:i-> / p ? ii. 

V T=1 ^ = 1 m = l fA.4.-,' z = ln. = l r'A.±n' 


[<."?] 




Mr y = ^ + 1, • • -, i? dagegen 


m~m 

X'{h,--;h)^ V V 'S' >■■ 

r-f'i .T^i 


rs r m — 11^ + (ifp 


> c?np “? 

S ’/ J Sr 


pniL^ — l \ ^ 

\e/ niUu—). 

bt 

= ?’ n<=«p + (ifp ^ , y.-q m=p^ X . 

ST" f P > <iS + J' A s:,!-' / p "" <ic 

= 1 m=:l t/ 1^ >« = lm=l ^ ‘ 


gesetzt ist, wilbrend die Konstanten S', c' aus den Gleichungen: 

£;(*r)=_e^2(Sr)_ £;(Sr)__(^_l)e^ J =2, 8 , • ■ •, «,,+ 1 


p.s;™— «,sr"-A.,s™, 


. GM 




I'K) =_Ac<“'^), 


';i ? 




/ = ], 2 , /;c 


sicli ergeben, wenu man dabei die GroBe S^^+i nnd jede GroBe deren Index j' 
nicht der Eeibe 0, 1, 2, •••, w„ angebbrt, als mit der Null identisch ansielit nnd unter 


Die zu einer gemischten Charakteristik Jiehuriuen Fonkti<>n<^'n. 

r: * • ^ 

c^’, dT’’\ ■ ■ ■, 4^* die Koeffizienten versteht. welche in dt-r Eutwioklimir -l.-r FiuikTiou W - 
fiir das Oebiet des Puuktes co^ deii Poteuzeii hezieliiiniiswei.-^e zuk<iiiinie!!. 

Damit ist die Theorie der zu der gemischten Charakteristik ’i) = { }]' I'. '.'. \ ) 
gehSrigen Punktioneu soweit entwickelt, wie es im voi-hergeheuden A!*s<:hnitte fur die 
zu einer gewohnlichen Charakteristik gehOrigen Funktionen geschehen i.-t. Die in 

cliesem Ahschnitte angestellten tJntersuchuugen und erhaltenen Kesiiltate iasseii sich 
nun unmittelbar auf den Fall tlbertrageu, wo statt der gemischten (.'harakteristik 

- I' -i) gemischte Charakteristik bei der B, \ A, . B,. 

eigentliche, • ■ •; Af^= 1, B^^ = 1 uiieigentliche Faktorenpaare sind. vor- 

liegt. Man braucht zu dem Ende nur an alien denjenigen Stellen. wo aus der Zahlen- 
reihe 1, 2, • • •, jJ die Zahlenreihe 1, 2, • • •, p oder die Zahlenreihe p -r 1. p -r 2, ■■■,{> 
herausgegriffen wird, die Zahlenreihe 1,2, •••,p durch die Zahlenreihe /j, • • x,, 
die Zahlenreihe p + 1, p + 2, • • •, durch die Zahlenreihe zu ersetzen. 


Vierter Abschnitt 

Untersuclnmg der zii der ausgezeicliiieten Cliarakteristik geliorigeii Funktionen. 


1 . 

Die ausgezeichnete, nach friilierer Definition nur aus uneigentlichen Paktoren- 
paaren zusammengesetzte, Charakteristik . . (i • i) reziproken 

Charakteristik ^ ) identisch, also eine zu sick selbst reziproke Gharakte- 

\jDj^ • • • • 1/ 

ristik. Auf Grand des im ersten Teile gewonnenen Fundainentalsatzes erhalt man die 
samtlichen znr Charakteristik (J ^ ^ ’ J) gehorigen Funktionen W, wenn man an Stelle des 
Systems der s + H [- m, Koiistanten S und der p Konstanten Sti, • • •, 31^, ein jedes 

die Gleichung = 0*) nicht verletzende System von s + vi^ -f • ■ • + -\-p Werten 

G — X 

treten laBt und zu jeder so erhaltenen Funktion noch eine willktirliche Konstante G 
addiert. Die Konstanten ©i, • • fallen hier, da fiir jedes v aus der Keihe 1, 2, • • -,^9 
ein uneigentliches Paktorenpaar ist, samtlich mit der Null zusammen. 

Zunachst sollen nun, um auch im vorliegenden Palle ein System von Elementar- 

funktionen zu erhalten, aus den zur Charakteristik (JAi) gehdi'igen Funktionen W 

gewisse spezielle Funktionen herausgegriffen und, unter Beihehaltung der im ersten Teile, 
in Art. 1 des siebenten Abschnittes, angewandten Bezeichnungsweise, mit Hilfe der in 
Art. 2 des ersten Abschnittes aufgestellten Fundamentalformel (F.) untersucht werden. 
Da im vorliegenden Falle ein jedes Faktorenpaar A,„ ein uneigentiiches, also p = 0 
und dementsprechend Ai==l, As = 2, • • •, ist, so tritt an Stelle der allgemeinen 

Fundamentalformel (P.) hier die Formel: 

*') Riemakn, B., Theorie der Abelschen Funktionen. I, Art. 3. (Gesammelte Werke, 2. Anfl., S. 88 — 144; 
S. 104, 106.) 




!• — 1 

+ 4n“ VQ ( Q J_Q 

^ ^ . .. _ - - 
^ - i •••; = I 

- "Ini^ 2, -- 2.1/ jy ^ ^ = n . 


c? 


->-r-Vo Q 

— - t _ - »w'-- 


u « = 1 


Wegen ^ — 0, ^ 2 ^ — •< hat die Summe (2;, — 2 , — ••• — 2 , (. wenn man 


die dabei auftretenden GroBen 2. ,2. durch die Oileicliunceu 2, = 2, . 2, = 2. 


r + Sf' "a-fi? 


definiert, fiir to = 1, 2, 3, . . . denselbeu Wert wie die Summe ’>'2, (2, +2, -2'b 

^er -r 1 ‘ ' • 

G~1 ' 

and man kann daher bei der vorstehendeu Formel die Komplexion x^, x,, •••, x, durch 
eine ihrer zyklischeu Permutationen ersetzen. 


2 . 

Der Fundamentalsatz liefert nun zur Gharakteristik V i) > wenn man zunachst 

die Konstanten 2 samtlich mit der Kull zusammenfallen laBt uud dann an Stelle des 
Systems der p Konstanten Sti, • • •, 91^, irgend welche Systeme von p Werten setzt, Funk- 
tionen W, welche fttr keinen Punkt der Flache T" unstetig werden. Solche Funktionen 
mogen allenthalben endliche Funktionen genannt nnd im folgenden durch u\z\ oder 
durch Oder noch einfacher durch u bezeichnet werden. Gewisse dieser Funktionen u 
sollen jetzt als Elementarfunktionen aufgestellt und allenthalben endliche Elementar- 
funktionen genannt werden. 

Man bezel chne zunkchst, unter q eine Zahl aus der Reihe 1, 2, ■■■,p, unter 
dy,, (r=i, 2 , .,p) eine GroBe, die fur v = q den Wert 1, fur V + ? den Wert 0 besitzt, ver- 
stehend, mit u^,\z\ eine spezielle allenthalben endliche, eine willkilrliche, spater zu be- 
stimmende, additive Konstante enthaltende Funktion, bei der die Konstanten 91„ >=i,s, •••,?, 
die speziellen, mit 91^,, v=\a--;p, zu bezeichnenden , durch die Gleichungen = 
v=i,‘i,--;p, bestimmten Werte besitzen, und bezeichne bei dieser Funktion die an Stelle 
der GroBen 93,, ^=h%--;p, stehenden GroBen mit a^,,, v=i,%--;p, sodaB also fur ^ = 1, 2, • • •, p; 

langs a„ [u^\zY = 
langs &, 

laiigs = 

langs 


a = 1,2, 
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ist. Wahlt man nun nocli den Wert der in enthaltenen willkiniichen additiven 
Konstante so, daB fiir q = 1, 2, ■ ■ ■, p\ 


( 2 -) 


‘A = q 

>f=l 


ist, so ist damit zugleich, nacli dem Pundamentalsatz, die Funktion vollstandig 
bestimmt. 

Die so gewonnenen voUstandig hestimmten cdlenthalben endlichen Funktioieii 
soUen die stir Charakteristik (J ^ ^ gehorigen allenthalben endlichen Elementarfimktionen 
genannt iverden/'^') 

Die p Elementarfunktionen u^, sind linear unabhangig. Zum Beweise 

dieser Behauptung bilde man aus ihnen und den unbestimmten Konstanten c^, 

die allenthalben endliche Funktion ?< = c,, + d \- c^Up und stelle sich die Aufgabe, 

die Konstanten c in allgemeinster Weise so zu bestimmen, daB fiir jeden Punkt 0 der 
Flache T” die Gleichnng « = 0 besteht. Soli aber die Funktion u fiir jeden Punkt g 
der Fhicbe T' den Wert Null besitzen, so konnen, da dann die ihr zukommenden, 

(i=p 

durch die Gleichungen 2t,, = = c„7ii, 1 = 1 , 2 , bestimmten Konstanten •••,21^ 

= 1 

silmtlich mit der Null zusammenfallen milssen, die GroBen Ci,---, nicht von Null 
verschieden sein, und es kann weiter auch Cq nicht von Null verschieden sein, da fiir 
= ■ . ■ = Cp = 0 der mit u bezeichnete Ausdruck sich auf c„ reduziert. Damit ist be- 

wiesen, daB eine Gleichnng von der Form 0 = Cq + H -f- CpUp nur dann fiir jeden 

Punkt ^ der Flache T" bestehen kann, wenn die Konstanten Cq, c^, Cp samtlich den 
Wert Null besitzen, oder, was dasselbe, daB die Funktionen ^l^,^^^,Up linear unabhangig sind. 

Die allgemeinste allenthalben endliche Funktion u\s\ wircl, wenn man unter 
G, Sfi, keinen Bedingungen unterworfene Konstanten versteht, durch die Gleichnng: 

(3.) u\^\-O^DM\.np\ 

(' = 1 

clargestellt. Die Richtigkeit dieser Behauptung erkennt man auf Grand des Funda- 
mentalsatzes, wenn man beachtet, daB die durch diese Gleichung definierte allenthalben 

endliche Funktion u, wie aus der Eelation ^ ^ 21^(5 '^ „ 71 * = folgt, so beschaflfen ist, 

daB langs a„ {^(|^!|■'■ = + 2C,„ ist, und daB diese Funktion zudem die will- 

kiliiiche additive Konstante 0 enthillt.**) 


*) Riemann, B., Tbeorie der Abeiscbcn Fnnktionen. I, Art. 4; H, Art. 18 . (Gesammelte Werke, 2. Anfl., 
S. 88—144; S. lO.''); S. 129.) 

*’“) Riemann, B., Theorie der Abelecben Funktionen. I, Art. 4. (Gesamraelte Werke, 2. Aufl., S. 88 — 144; 
S. 106, 106.) 


Die 


der aiisgezei^dineten Lharaktf-ri.stik 


Zwischeu clen p' Koustanteu a,,^. «.■ = 
bestehen die Beziehungen: 

(4-) 


des FuiikTioJien:'V~tp!ii> z 


a.:. 


Uni dieselben zu erbalteii, beziebe man die am Ende \on Ai’t. 1 autgestellte, auf 
irgend zwei allgemeiue zur Charaktevi^tik (| |) gehOrige Fimktioneii TU. W sich 

beziebende, Fundanieutalfoniiel (P3.), imter q, a irgmid zwei Zahleii avis tl*-r I*eihe 
verstehend, auf die Elemeiitarfunktionen «, U|, ersetze also in dei* 

Pormel (Fg.) die darin vorkonimenden Koustanteu der Fnnktionen TFi iF durcdi die ent- 
spi’ecbenden Konstauten der Punktionen ii^. iMan erbiilt so zunficbst die tileiclumg: 

V = f 


mid weiter dami, iudem man die Suinmatiou nach v aiisfillirt, die fur (>. a = I. 2. • • •. 
geltende Grleicliung 

Die durch die Gleicbung (3.) definierte allgemeinste allentbalben endlicbe Funktion: 


w = <? + I; 

0=1 


ist so beschaffen, daB fur i/ = l,2, ■ • p: 

langs [u'^ = u~ + 3(,,, 
ist, wobei durch die Gleichung: 


langs J,. { ir = ii -i- iS,. 


^=1 


Q ^(JV 


dargestellt wird. Entsprechend der im ersten Teile am Schlusse von Art. (1 des sechsten 
Absclinitts gewonnenen Gleichung besteht daher hier, wenn man den reellen Teil der 
Funktion u mit den lateralen Teil mit und die zu iB, konjugierten Grbfieii 
mit beziehungsweise bezeichnet, die Gleichung: 



Das auf der linken Seite dieser Gleichung stehende Integral kann nur dann den Wert 
Null annehmen, wenn u sich auf eine Konstante reduzieit, oder, was dasselbe, wenn 
die in dem Ausdrnck fur u vorkomnienden unbestimmten Konstauten 5Ii, St., • ■ St, 
samtlich der Null gleichgesetzt werden. Sind die GrOfien Stj, SL, •••, 3t^ nicht samtlich 


*) Riemank, B., Theorie der Abelschen Funktionen. II, Art. 20. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 88 — 144; 
S. 130, 131.) 
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der Null gleich, so sind auch die ihnen entspreclienden GrroBen SSi, 3 S 2 , • • uicht 
samtlicli dei* Null gleich, da im anderen Falle die auf der rechten Seite der letzten 
Gleichung steheiide Summe und dainit aucli das Integral den Wert Null haben wiirde, 
ohiie da6 die GroBen 21 samtlich verschwinden. Das System der p Gleichungen 

0 = ^2I^,a^,„ 1 = 1 , 2 , hat daher nur die eine Losung 2li = 0, 2(<. = 0, • • •, 2t„ = 0, oder 

was dasselbe, die Determinante «ii «22 • • • der p- GroBen p,i'=i, 2 ,...,p, besitzt 
einen von Null verschiedenen Wert. 


Man setze jetzt, unter irgend p reelle GroBen versteheud, 2(,, = x^.i, 1 = 1 , 2 , • • -, 5 ; 


dann wird %,^ — x,.i, 23, = — 25, 


(1=1 


wobei 

Q = 1 


die zu + a'J. 


konjugierte GroBe a' , — d'J bezeichnet, und es geht clementsprechend die letzte auBer- 
halb des Textes stehende Gleichung, wenn man noch ihre linke und rechte Seite init 

~ multipliziert, tlber in die Gleichung: 


“ T I \-jr) + (~) + (nr) + \~w) r ^ 


^ = I 1« = 1 


x^x,. 


Das auf der linken Seite dieser Gleichung stehende Integral ist niemals negativ und 
kann nach vorher Bemerktem nur dann den Wert Null annehmen, wenn die GrOBen 
ooi, x^, ■ ■ ■, Xj, saintlich der Null gleich gesetzt werden, Infolgedessen hat der auf ihrer 
rechten Seite stehende Ausdruck nur fflr %=0, 0:2 = 0, • • •, *^ = 0 den Wert Null, fur 
jedes von 0, 0, •••,0 verschiedene Wertesystem x^, %, •••, x^, dagegen einen negativen 
Wert. Daraus ergibt sich nun schlieBlich, daB die mit den reellen Teilen der 
jr GrdBen p,i’=i, 2 ,-.-,ji, gebildete Determinante ^ ± d^^d^, ■ ■ ■ d^^, deren Elemente 
wegen durch die Beziehungen a',= a'.p, ^,v=i, 2 ,- ;p, verknupft sind, 

einen von Null verschiedenen Wert besitzt, und daB die Form ^ ^ a^vX^x, eine ne- 

^ = 1 r=::l 

gative quadratische Form ist.*) 

Infolge des Nichtverschwindens der Determinante ^±^11 *22 ■ ■ • %p sich ein 
System [e) = ei\e^\- ■ ■\ep von jp GroBen immer und nur auf eine Weise mit Hilfe von 
2p reellen GroBen x, 2 in die durch die Gleichungen: 


1'=J0 V=:p v—p 

ei = ^3c,ai,+ AiJzA = ^ x^a^„+ XiTii, • ■ 6^,= ^ 

r=l r = l r = l 

bestimmte Gestalt bringen. Zum Beweise dieser Behauptung hat man nur zu beachten, 
daB ftlr reelle x, X das aufgestellte System von p Gleichungen, wenn man noch den 


*) Riemann, B., Theorie der Abelschen Punktionen. II, Art. 21. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 88 — 144; 
S. 131, 132.) 


reelleu Teil von 
Sjsteme der 2^; 


Die zu (ler ausge/.eiehiu-t.-M Cijaraktf-risTik Fuak? 

dnrch t-;. den lateralen durch O 

Gleicliungen : 




Dozfidinot. 


.Sjl 

iilit ileia 


r = l 


= 2 . 


*, e. 


r =r 1 


// 'xn 

e, =. V y 


y\ — ^ ^r^^iv+ Ai?r, 


v= 1 


s = I 


aqm valent ist, und dafi diese letzteren Gleichungen fur jede der 2^) Unl>ekannten 
z,, Y..2, • ■ Xp, Aj, Aj, • • •, Xp einen bestimmten, reellen Wert liefern.^j 

Zwei GroBensysteme (>) = e,|cq|. • -je^, 0 = die in soldier Beziehung 

zueinander stehen, daB die dem ersten zukominenden GrOfien x, A sicli von den deni 
zweiten zukommenden entsprechenden GroBen x, A nur urn ganze Zahlen unterscheiden, 
Oder, was dasselbe, deren Elemente durcb^i Gleidiungen von der Form — e„ -f ^ 7, a, ^ — h i i. 

$=i.2> bei denen die Buchstaben g, h ganze Zablen bezeicbnen. verkmlpft sind, sollen 
nach Kiemann kongrnente Systeme genannt werden. Sind zwei Systeme fc:. it- 
kongruent, so soli diese Beziehung durdi = Oder kOrzer durcb 

angedeutet werden. 


3 . 

NacMem im vorhergebenden Artikel die zur Charakteristik (J "J) gehOrigen 
allentbalben endlidien Fnnktionen TF definiert und untersudit worden sind, sollen jetzt 
znnadist solche znr Charakteristik (J ' ^ . J) gehorige Fnnktionen TT' betrachtet werden, 
welche zwar unendlich, aber nur logarithmisch unendlich werden. Auf Grund des 
Fundanientalsatzes erhalt man die samtlichen zur Charakteristik ([ J) gehurigen, 

nur logarithmisch unendlich werdenden Funktionen TF, und zwar jede nur einmal, wenn 

man die [-m, Konstanten ^=1.8, •••,», samtlich mit der Null zu- 

sammenfallen laBt, weiter dann an Stelle des Systems der s Konstanten Sj, • • •, ein 

a = « 

jedes von 0 , • • •, 0 verschiedene, die Gleichung ^ 2 a =0 nicht verletzende System von 

ff =5 1 

s Werten und unabhangig davon an Stelle des Systems der Konstanten 3 ti, • • •, ein 
jedes System von Werten treten IhBt, endlicli noch zu jeder so erhaltenen Funktion 

eine willkurliche Konstante C addiert. TJnter den zur Charakteristik (| F 1) geborigen 
Funktionen W gibt es also keine, welche nur ftir einen der Punkte c?,? • • •» <F logarith- 

*) Eiemann, B., Theorie der Abelschen Funktionen. I, Art. 15. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 88 — 144; 
S. 125, 126.) 

P-H, II. 
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misch unendlich wird; wohl aber gibt es solcbe, die fiir zwei dieser Punkte logaritbmiscb 
unendlicb werden *) Die einfachste derartige Funktion soli jetzt aufgestellt und naher 
untersucht werden. 

Man verstebe unter a, a irgend zwei Zahlen aus cler Reihe 1,2, •••, s und be- 
zeichne, unter BeacMung der in Art. 3 des ersten Abscbnittes gemachten Festsetzungen, 
den a‘°“ der s Punkte oo,, ■ • •, oo,^, a^, ■ ■ -, a„ s^, •••,«< mit 7], den u'*™ niit ij und dem- 
entsprechend die zu den Punkten t], rj ftlhrenden Linien l^, jetzt mit l,^, Z,,. beziehungs- 

weise. Der Fundamentalsatz liefert dami zur Cbarakteristik ^ ^ J) eine, die willkilr- 
licbe additive Konstante c enthaltende, Funktion W, die in der Flache T" nur fQr die 
Punkte 7], 7 ] unstetig wird, und zwar fflr den Punkt wie la-^, fur den Punkt ?/ wie 
— In—, wenn man S,= l, — 1 setzt, alien tlbrigen 1-%— 2 GroBen S 

Z7f 

dagegen sowie den p GroBen den Wert Null zulegt. Die so gewonnene 

spezielle Funktion W bezeichne man nun, die Bestimmung der additiven Konstante c 

/ 

sich vorbehaltend, mit , die bei ibr an Stelle der GroBe 58,, stebende GroBe mit 

Fiir das Gebiet des Punktes t] laBt sicb dann diese Funktion durcb eine Gleicbung 
von der Form: 


( 1 -) 




Z 


IiIT" + <^a0 + + ^a2^l + 


fur das Gebiet des Punktes r/ dagegen durcb eine Gleicbung von der Form; 


(!'•) 


n 


nn 

z 


= — 111 ^ + Cfl'O + + 


darstellen, wobei die c von e unabbangige GroBen bezeicbuen. Zugleicb sind die Werte 


der Funktion n 
Weise verkntlpft, daB 


vv 

z 


in je zwei entsprecbenden Begrenzungspunkten cP'*', S' in der 


( 2 -) 


langs 

^=77 

nn ~ 

z 

langs 

■"=77 

1 

langs 

|"=7I 

nn “ 

Z 

langs 

^=77 

1 

langs 

"=77 

1 

S=* 


■+ 331 ''-"'’, 

j 

“f" ^Txi, 
— 2ni, 


= 1 , 2 , 


langs einer jeden cler s — 2 tibrigen Linien I dagegen il 


riri 




nn 

z 


ist Von den in den 


Riemann, B., Theorie der Abelachen Funktionen. I, Art. 4. (Gesamnielte Werke, 2. Aufl., S. 88-— 144; S. 106.) 


Dio /.\i lior aiHirfjzficlinfto!) flinrakion^tik ce}:"r:ir.r: F!!T;kn-r!-:;, 

Gleichuiigeii (l.j, 'l-j-. i~-j vorkoininondeii Konsiaiiti*!! .--iiiil <li»' K<i!i>T;uitt?n c 


'T’O 


dir 




enthalteuen willkfirliclien iidfiitiven Koiistaute t 
Jbergaug vftn c hi r - J: die GrDEe in c.^-k. dit 


einzigen, welciie von der in // 
abhangen, und zwar gelit beim 

CrioBe Cg’Q in c^'o + Z iiber. Infnlgedesseii kaun man den ^^evt der in //j'"''' j enthaltenen 
bis jetzt nocli ■vvillkurlicben additiven Konstante c iinuier und iiur aid 
wahlen, daB 

(3.) 


eine Wei; 


se S( » 


^nO — d 

ist, und es ist dami zugleicb die Funktion II 

zwei Punkte aus der Eeihe ccj, • • •, cx:,^, a^. ■ 
vevstehen mas. 




vollstiindig be.stiinmt. einerlei weiehe 
a„ £i, ■ • e. man aucdi imter 77 , 77 ' 


Die 2 ^ bei der Funktion II 


r,ri 


auftretenden Konstanten 33^5’ * = 2 .= 


>p, lassen 


t, 


be- 


sicb durcb die Werte, welche die Elementarfimktionen fur die Piinkte 
sitzen, ausdrucken. Um diese Ausdrucke zu erhalten, beziebe man die Fimdamental- 


formel (Fg.) auf die Funktiouen 11 ’'J' , lasse also in der Formel (Fg.j, nachdeiu 

man bei ihr den Summationsbucbstal)en cr, um Yerweclillungen mit den zu Anfang 
dieses Artikels eingeffthrten festen Zablen o, a vorzubeugeii, durcb r ersetzt und zur 
Darstellung der Funktion fur die Gebiete der Punkte 77 , 7/ die Gleicbungen 

+ + 5 = + + ’ denen speziell c„u = 7<,,|77j, 

C(,'o = «plV| isi’j aufgestellt hat, an Stelle der darin vorkommenden Konstanten der 

Funktionen TF, W die entsprecbenden Konstanten der Funktiouen 77 , u,^z\ treten. 

Man erbalt so zunacbst die Gleicbung: 


2 (— .7ii) - 2jiic<,0+ 2.Ttjc„.o= d 

t=i 

und weiter dann, indem man die Summation nacb ausfilbrt und Cg.^, den scbon 
oben aufgestellten Gleicbungen c„(,= c„'o=Wpl'/l gemaB, durcb Mg| 7 /| be- 

ziebungsweise ersetzt, die fiir ^ = 1,2, •••,71 geltende Beziehung: 

— — 27iiu^\7i\ + 2mu^\ri \ = 0 . 

Ersetzt man nun noch den Buchstaben ^ in neuer Bezeicbnung durcb v, so erbalt man 
scblieBlicb die Gleicbungen: 

(4.) 0;^’’''^= — 2(7t,,]77| — r=i,3,-;p. 

Man verstebe jetzt unter cTs, Ug irgend drei Zablen aus der Reibe 1, 2, •••, a 

und bezeicbne den CTf“ der $ Punkte oog, • • •, 00^, a^, • • •, a^, e^, •••,«, mit den 

12* 
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mit 7 j.,, den < 73 “' mit 7 / 3 . Die zu cliesen drei Punkten rj fuhrenden Linien mogen 

bei einem negativen Umlanf um den gemeinsamen Mundungspunkt cler Schnitte c, I 
in der durch die Permutation r,, Tj der Zahlen a,, cbarakterisierten Eeihenfolge 
uberschritten werden. Bildet man dann die zu den Punktepaaren 7 ;., 

gehorigen Funktionen 77 , 77 und beziebt die in Art. 1 aufgestellte Funda- 

mentalformel (F3.) auf diese beiden Funktionen, lafit also in "der Formel (F3.) an Stelle 
der darin vorkommenden Konstanten der Funktionen W, W die entsprecheuden Kon- 

treten, so erlialt man unter Beacbtung des am 


stanten der Funktionen 77 
Schlusse von Art. 1 Berner' 


niv-i 

Z 


, n 




tten zunachst die Gleichung; 

+ Sr, + SrJ + Sr, (Sr, + Sr,) + Sr, SrJ — 27T-[S„,Sff, + S^^S^, + S<,,SJ| 


27zi 0 d~ Sfl-, Sg-, 


I 


0, 


wobei 


s..= 

1, 

s.,= -l, 

II 

0 

0 

0 

II 

0 

CffjO — 

Vs r 

s„,= 

1 , 

s.,= 0, 


0 ~ 0 7 

^<7,0 ^ ^ 

Vi Vs 

Vs ’ 


ist, und scblieBlicb nacb einfachen Uberlegungen die Gleichung: 
(5.) 


77 


ni Vi 
% 


= 77 


Vi ns 
Vs 


+ 71%, 


bei der auf der rechten Seite das negative oder positive Zeicben zu nebmen ist, je 
nacbdem die Schnitte Ig^, l„^, l„^ bei einem negativen Umlauf um den gemeinsamen 
Mundungspunkt der Schnitte c, I in der Reibenfolge l„^, l„^ oder in der Reihen- 
folge Ig^, l„^, uberschritten werden. 


Bei der Definition der Funktion 77 


wurde unter rj der unter if der 0 


/te 


der Punkte c»j^, • • •, 00 ^, • • •, a^, • • •, e, verstanden. Beachtet man nun, dafi in dem 

Fundamentalsatze t eine unbestimmte positive gauze Zahl bedeutet, und dafi die Punkte 
S( t beliebig im Innern von T angenommene, von den Punkten oo^, •••, 00 ,^, a^, 
verschiedene Punkte sind, so erkennt man, daB man bei Zugrundelegung der ursprtlng- 
lichen Flache T’ zu je zwei im Innern von T gelegenen Punkten iq, if eine Funktion 

77 in der frtiher angegebenen Weise definieren kann, sobald man nur in die Flache T' 

zwei durch keinen der Punkte 00 , « hindurchgehende Schnitte Z,,- eingefuhrt hat, 
welche den der positiven Seite von Cp und der negativen Seite von gemeinsam an- 
gehorigen Punkt mit den Punkten rj, if verbinden. 


Die zii der aii>gez*deli!K't-n « diarakltiisrik u-lad'ij-a F:;!,k!i- li:» 

Welter kaim man dann cliirch Betraclitungen. die den in Art. 4 des zweiteii Al>- 
schnittes fiii die Funktinii P ^ ange.stellten ganz ftlinlicli sind. zei;r<‘n. daC r-iiie Fniiktitfii 
n mit den obeu angegebenen charakteristischen Eigt-iiscbafren au< h in dem Falle exi- 
stiert, wo einer der Puiikte rj, der Begrenzung von 1" angehurt. und ancli noeli in deni 
Falle, ^^o die Punkte ij, ij ^ beide der Begi'enzung von 1' angehuren. weiin iiur diese 
beiden Punkte als Punkte der Flacbe T lietrachtet getrennt liegen. 

SchlieBlicli laBt sicli durch die am Ende von Art. 4 de.> zweiteii .Vb.schnitte?^ an- 
gewandte Schlufiweise auch noch zeigen, dafi die soel)en al.geleitete Formel A. uhne 
weiteres auf den Pall ubertrageu werden kann, wo die Punkte t„. teilwei.se oder 

saintlich der Begrenzung von T' angelioren, wenn nur diese Punkte als Punkte der 
Flacbe T betracbtet getrennt begen. Die von der Formel lo.) sicb nur durch die Be- 
zeichnung imterscheideude Formel: 


( 5 .) 


n 


nt 


n 


7tl 


— bei der auf der rechten Seite das negative oder positive Zeiclien zu nelimen ist, 
je naclidem die Schnitte h, 1. bei einera iiegativen Uiiilauf mn den gemeinsamen 
Miindungspunkt der Schnitte c, Z in der lleihenfolge ?,,, 1:, L oder in der Keihen- 
folge l,j, l„ 1; uberschi’itten werden — gilt dementsprechend fur irgend drei Punkte jj, s 
der Plache T', wenn nur diese Punkte als Punkte der Flacbe T betracbtet getrennt liegen. 

Aus der Formel (5.) erkenut man nun, dafi die Fuiiktion 77 nicbt nur liei festgebaltenem 

Punktepaare rj, t eine Funktion der komplexen Yerauderlicben g, sondem auch bei fest- 
gebaltenem Punktepaare ?/, g eine Funktion der komplexen Veranderlicben 'Z ist, und 


dafi die Eigenschaften von 77 


als Funktion von t obne Mube aus den bekannten 


Eigenschaften von IJ 


als Funktion von t abgeleitet Averden konnen. 


4 . 

Von der im vorbergebenden Artikel definierten Funktion 77 ausgebend kann 
man jetzt in folgender Weise eine Funktion bilden, die nur fur einen Punkt der 
Plache T' logaritbmiscb unendlicb wird. 

Man verstehe (s. Pig. 1) unter rj irgend einen im Innern der Plache T gelegenen, 
unter ^ einen der positiven Seite &+ des Scbnittes angehorigen Punkt, 

bezeichne mit denjenigen Teil des Scbnittes dessen positive Seite sicb von tj bis % 
erstreckt, mit &" den noch ilbrigen Teil des Scbnittes h^, dessen positive Seite sicb also 
von X, bis erstreckt, ziebe nacb den Punkten ij, X von dem der positiven Seite von 
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und cler negativen Seite von Cj gemeinsam an- 
gehdrigen Punkte aus zwei Schnitte Z,,, L in der 
Weise, da6 die Schnitte c, I bei einem negativen 
Umlauf um ihren gemeinsamen Mundungspunkt 
in der Reihenfolge Ci, Co, • • •, c^, tiberschritten 
'werden, und denke §ich alsdann nach Anleitung 
des vorhergehenden Artikels die zu dem Punkte- 

paare r], X> gehorige Funktion 77 gebildet. Da 

der Pnnkt t, dei’ Begrenzung von T' angebort, 
wird dnrch den Scbnitt \ die den Schnitt ent- 
haltende, einfach. zusammenhangende Flache T 
in zwei einfach zusammenhangende Flachensthcke 
zerlegt, von denen das eine, mit I[ zu bezeich- 
nencle, dui'ch die positive Seite von die beiden 
; &(,_!, c^_i, die negative Seite von und die positive 

von Z)g, das andere, init zu bezeichnende, dagegen dnrch die negative Seite von die 
positive von die negativen Seiten von a^, b^, die positiven von a^, und die beiden 

1,1 begrenzt ist. Zu der die Schnitte 

t ^ ?-l 

dadurch, dafi 



Seiten der Schnitte a^, c^; 


Seiten der Schnitte 




l,j, \ enthaltenden Flache T' definiere man jetzt eine neue Funktion 77 
man 


( 1 -) 


fur jeden Punkt s von 1 77 


fill' jeden Punkt 3 von T/ |77 



= 77K 

1 ^ 

1 ^ 


= 771’’^ 

s 

I ^ 


+ “ini, 


setzt. Da diese Funktion n von z in irgend zwei zum Schnitte \ gehdrigen ent- 

sprechenden Punkten cP~ denselben Wert besitzt, so ist sie auch noch in der nur 
den Schnitt l,^ enthaltenden Flache T' einwertig, und es soil daher bei der Betrachtung 
dieser Funktion der Schnitt als aberflflssig weggelassen werden. Bezogen auf die 
von den beiden Seiten der Schnitte a, b, c und des Schnittes 1,^ begrenzte, mit T" 

zu bezeichnende, Flache besitzt nun die Funktion 77 die folgenden Eigenschaften. 

Fftr jeden Punkt ^ der Flache T", der eine solche Lage hat,' da6 die Punkte 2 , rj, ^ als 
Punkte der ursprflnglichen Flache T betrachtet getrennt liegen, ist sie einwertig und 
stetig, far den Punkt rj wird sie unstetig wie In — , fur den Punkt J dagegen unstetig 


wie 


In 


zudem sind ihre, allgemein mit 77 


77 


zu bezeichnenden, Werte 


z-S’ . . ^ j 

in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten in der Weise verknhpft, da6 


Dio zu dor aii.>Lro>:fdcluiet*''n CharaktfTi'^tik 


irmss (L. i n 

I u 


(2-) 


laiigs 1 71 




Ul' 


F.*!:krl 


^ 1,2, 




77 


laHg3 7v( /?!';]■ =^! 
iangsc..(n|';j" = /r 
langs = f 


1 \ j. 


~ -I'iC; 

~ 2 ' — iC, 
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r 1,2, • • 


- nr^ , 
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ist. 


Die DunWion 77 
« 

dem Argumente t darste’ 


laBt sicli in einheitlicher Weise durcli eiiie Fuuktion U uiit 
len. Zn dem Elide brauclit man niir bei einer jeden der 


beiden zur Definition von 77 
kommende Funktion U 


aiifgestellten Gleicliuugen die auf der rechten Seite vor- 


^,‘‘1 nack Hinzunahme eines dritten Schnittes I, niit Hilfe der 
Formel (5.) durch die Fuuktion 77 Y auszudnlcken. Die Formel (5.) liefei't nun, wenn 


s ein Puukt von ist, die Gleichung 77 


77 


— ni, da in diesem Falle die drei 
unkt S'o unter alien Unistanden 


Schnitte I bei einem negativen Umlauf um den 
in der Eeikenfolge l,^, A, 1. ubersckritten werden; sie liefert andererseits, wenn z ein 
Punkt von Tt' ist und der Schnitt 1. von dein der positiven Seite von und der 
negativen Seite von Z- gemeinsam angekdrigen Punkte aus gezogen wird, die Glei- 

+ Tii, da in diesem Falle die drei Schnitte I bei einem negativen Um- 
b cPa in der Eeihenfolge Z,, Z^, h tiberschritten werden. Eliminiert man jetzt 


chung 77 


= 77 


lauf um den Punk 


mit Hilfe dieser Gleichungen die Grofie 77|y| aus den geuannten Definitionsgleicliungen, 
so erkennt man, dafi fiir jede Lage des Punktes z die Gleichung: 


(3.) 


77 

v 


= 77 


“I” Txi 


besteht, wenn nur der Schnitt I, so gezogen ist, dafi bei einem negativen Umlauf um 
den Punkt die Schnitte c, Z in der Eeihenfolge c^, c,. 


Cj,, Z,,, I, aberschritten 
werden. Daraus folgt aber das fur die weitere Untersuchung im Auge zu behaltende 


Resultat,' dafi die Funktion 77 




fur jeden Punkt 'Q von mit der Funktion 77 


TiZ 
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der komplexen Verancleiiiclieii 'C ubereiiistimmt und dementspreclaeud*) in der vorlier 
eingefuhrten, von den beiden Seiten der Sclinitte a, h, c und des Scbnittes begrenzten 
Flache T" eine stetige Fnnktion des Punktepaares z ist, wenn nur die Punkte 'C, z 
als Punkte der Flache T betrachtet getrennt liegen, und der Punkt z von dein Punkte rj 
verschieden ist. 

Es soil jetzt das tiber die positive Seite des Scbnittes in positiver Eichtung 


zu erstreckende Integral 



betrachtet werclen. 


Man erkennt znnachst, 


daB dieses Integral fiir dasjenige Pnnlvtgebiet 0, welches alle Punkte z der Flache T" 
mit Ausnahme der am Sclinitte gelegenen Punkte und des Punktes umfaBt, eine 
Funktion: 


+ 



der komplexen Veranderlichen z liefert, welche fiir jeden von -tj verschiedenen Punkt z 


von Gr einwertig und stetig ist, fiir den Punkt tj dagegen unstetig wird wie In — , 
— In — fiir z ^ rj stetig bleibt und — —.J^du^^^l ist, und es ist daher jetzt 


da n 

(! 


nur noch zu untersuchen, was das Integral fiir die nicht dem Gebiet Q angehorigen 
Punkte z von T" darstellt. 

Es moge unter z ein auf der positiven oder negativen Seite des Scbnittes 
gelegener, aber von den Punkten verschiedener Punkt verstanden und um 

ihn als Mittelpunkt eine Kreisflache abgegrenzt werden von so kleinein Eadius d, daB 
diese Flache weder einen Windungspunkt a noch den Punkt tj enthalt, und ihre 
Peripherie, ebenso wie die Peripherie jeder kleineren konzentrischen Kreisflache, mit 
dem Schnitte 6^ nur zwei Punkte m^,, gemeinsam hat, dagegen durch keinen Punkt 
eines der ubrigen Schnitte a, h, c, hindurchgeht. Dabei soil die Bezeichnung so 
gewahlt sein, daB ein den Punkt z: in positivem Sinne umkreisender Punkt an der 
Stelle tiip von 6^ nach ilbertritt. Beim Schnitte filhre man nun an Stelle 

des Stilckes m^rtg denjenigen Kreisbogen IT^^, welcher vom Punkte z durch das Schnitt- 
sthck getrennt ist, als neues Schnittstilck ein, bezeichne den so geanderten 

Schnitt 1)^ mit die durch diese Schnittanderung ans T" hervorgehende neue Flache 


Vgl. I-Lvrtogs, F., Zur Tbeorie der analytisclien Funktionen mebrerer nnabbangiger Veranderlicben, iiis- 
besondere liber die Darstellung derselben durcb Eeiben, -vyelcbo nacb Potenzen einer Verandeilicben forts cbreiten. 
Matbemafciscbe Annalen 62 (1006), S. 1 — 88; S. 12. ■ 


07 


Die 7Ai der aasg^'Z^'ielineteu (.liarakt^’-ri-tik Fsiiikt’aaier:. 


init T” luid verstelie untor G dasjenige PuiiktgflHeT. wflclip,- a!lo PuDkre tk-r Flaflu* J" 
mit Ausnahme der am Sclmitte h„ selei^eiieii Punkte und dc.s Pimkt«‘S C' umfaCr. Das 


mit der zu T" ffelioritren Funktiou 77 


‘.'■(ddldete Intt-irral 




iJh' lit/tt.-rf- dajiU 


filr das Gebiet G- eiue Fuuktion d(n’ ktimplexeii VeifiDderlirhen webdie fur jt'den 
von Tj verschiedeneu Punkt z von G einweitiir und stetiur ist. Da dieses Integral uber, 
^Yie die Gleicbung io.) zeigt, filr jeden Punkt ^ des Punktgebietes G, der niclit zugltneh 
dem durcli das Schnittstuck m„H„ und das Ivreisbogtmschnittstuck inTix,; begrenzteii 


Placbensttlcke angehort, deuselben Wert 


besitzt wie das ursprfluglidie ul)er doii 


Sclinitt erstreckte Integral, und jeder solclie Punkt ^ aucb dem Gebiete G augeliGrt, 
so liefevt es zugleich die stetige Fortsetzung von ^ als Funktiou der komplexen 

Yeranderlicben z ilber das Schnittstuck nioii^, hinQ])er bis in jede Xalie des Kreisb»jgen- 
schnittstilckes und speziell ftlr den am Sclmittsttlck in„ii„ gelegenen Punkt z = z' 


den dieser stetigen Fortsetzung entsprechenden Wert J^, 


also Ji 


’I der Funktiou J„ 


sodaB 


durch die Gleicbung: 


J.. 


= - k r r/hf 

TClJ (, \Z 


clici 




bestimmt ist. Scheidet man nun aus dem auf der rechten Seite dieser Gleicbung 
stebenden Integrale denjenigen Teil aus, welcber sicb auf das Ebeisbogenscbnittstuck 
beziebt, und beacbtet, daB dieser ausgescbiedene Teil mit gegen Null konver- 
gierendem d selbst gegen Null konvergiert, so erkennt man, da6 man die Grofie 
aucb durcb die Gleicbung: 


J. 


{ Ulp Vp 

f iihf dui--. f nVj 

mj (j \z ? 

tp "e 


du, 




definieren kann, aber aucb, da jedes der beiden bier auftretenden Integrale fur bin d = U 
unabbangig von dem anderen konvergiert, den in der Tbeorie der bestimmten Integmle 
ilblicben Festsetzungen gemaB, durcb die Gleicbung: 




‘Jt%j ^ \ z 




In abnlicber Weise laBt sicb weiter zeigen, daB das ursjirilnglicbe, uber er- 
streckte Integral aucb in dem Falle, wo z einer der Punkte q^, r^, ist, den der 

p-E, n. 


13 
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stetigen Fortsetzung von 
sprechenden Weid; dieser Fun 


als Funktion der komplexen Yeranderlichen z ent- 
ktion liefert. Man hat dabei nur zu beac.hten, daB die 


als Funktion von 


auf der rechten Seite der Gleicbung (3.) stebende Funktion 77 j 

in je zwei zum Scbnitte oder zum Scbnitte geborigen entsprecbenden Punkten 
denselben Wert besitzt, und daB daber der Wert des in Rede stebenden, auf einen 
Punkt z des Gebietes G bezogenen Integrals dnrcb eine stetige Deformation des Schnitt- 
systems an der gemeinsamen Mbndungsstelle der Scbnitte a„, b^, c„ keine Anderung er- 
leidet, wenn nur bei dieser Deformation keiner dieser Scbnitte bis zum Punkte z vor- 
gescboben oder iiber diesen Punkt bintlbergescboben wird. 

Die bisberigen Untersucbungen baben ergeben, dafi durcb die Gleicbung: 


(!'•) 


J. 


+ 

= --f 

mj 

bt 


n 

V 


dui 


eine in der Flkcbe T" einwertige Funktion der komplexen Veranderlicben z geliefert 
wird, welcbe filr jeden von r] verscbiedenen Punkt z von T" stetig ist, fiir den 

Punkt T] dagegen unstetig wird wie In—. Was nun das Verbalten der Funktion r 

langs der Begrenzung von T" betrifft, so sind, wie sich auf Grund der Gleicbungen (2.) 


in sogieicb anzugebender Weise ergibt, ibre, allgemein init J„ 


7 ] 



3 

^ 1 



zu bezeicbnenden, 


Werte in je zwei entsprecbenden Begrenzungspunkten in der Weise verknPpft, daB 


( 2 '.) 


langs b,\ Jp 
langs Jp 
langs c„( Jp 
langs 


n 

+ 

II 

V 

z 

'^1 

z 

V 


7] 

z 

e 

Z 

V 

II 

V 

z 


z 

V 

+ 

II 

s 

n 

z 


z 

V 


Y} 

z 


Z 


- 2^' - 

— + ni, 

- 

-f- 27ii 




r = l, 2, •.•,^-1,^ + 1, •••,73, 


r = l, 2,- 


ist Yon diesen Gleichungen entsteht die erste, zweite, vierte und funfte, indem man 
die entsprechende unter (2.) stehende Gleichung links und rechts mit — inulti- 

pliziert und alsdann, unter Beacbtung der Gleicbung — j^du^^ = l, iiber in positive!* 
Ricb-tung integriert. Zu der dritten Gleichung dagegen gelangt man auf folgende Weise. 




Die zii der aa?gezei«jlineten CharakU'-ristik 

Zunachst ergibt sich nacli dem vorher liher die Detinition. vcu j I’-J <;e>at;te!i iur die 


DiflFerenz der Werte J„ 


c ! 


J., 


von 'X, I*!! in irgeiid zwei zuin Sehnitte h, aeliuriijen 


entsprechenden Punkteu g- die Gleicluuiir: 


J. 


-J. 


t. 


//j''’ \du 




‘V 


Zu jedGm bei clem ersteii der beideu liier rechts stelieudeii Iiitei^rale in Betracht 
koxnmenden Punkte t hat nun das Punktepaar eine solche La^ire, daB es zu deni 

von C bis Xn sich erstreckenden, im Anfang dieses Artikels mit VI bezeichneteii Teile 
des Schnittes 1 ),^ gehort; zn jedem bei dem zweiten Integrale in Betnicht kommendeii 
Punkte (3 dagegen hat es eine solche Lage, daB es zu dem von t,, bis sich erstrecken- 
den, iin Anfang mit bezeichneten Teile des Schnittes gehort. Infolgedessen kann 


man die Differenz TI 

Q 




n 


nt 


bei dem ersten Integrale, auf Grund der vierten 

unter (2.) stehenden Gleichnng, durch — — bei dem zweiten Integrale, auf Grund 

der dritten unter (2.) stehenden Gleichung, dui'ch 26 /| — + 2rr2’ ersetzen. Man er- 
halt dann, wenn man zugleich noch znr Grenze ubergeht, die Gleichung: 


J. 


J. 


- 

= J [-2i;2f’-«|)-f27r /]<?«’ I 

,+ ’ 


und schliefilicli, indem man die rechts vorgeschriebenen Integrationen ausfQhrt und die 
Relationen w*' = «*' + Tii, = it^”+ beachtet, die gewunschte, das Yerhalten von t 7 „ 
langs des Sclinittes charakterisierende Gleickung: 


J. 


J. 


= — 2 m ’ + 2 m " + Tii. 


Dafi diese Gleickung erkalten bleibt, wenn der Punkt z'^ sick mit dem Punkte t„ oder 
dem Punkte deckt, erkennt man okne Muke. 


In der Funktion 


besitzt man jetzt eine Funktion, die nur for 

einen Punkt der Flacke T” logaritkmisck unendlick wird, und damit eine Funktion von 
der zu Anfang dieses Artikels verlangten Art, bei der jedock, Avie die Gleichungen (2'.) 
zeigen, der Scknitt eine Ausnahmestellung einnimmt. Um diesen Nackteil zu be- 

seitigen, definiere man znr Flacke T" eine neue Funktion, P ^ , durch die Gleichung: 


P 

0 


1 


J. 


i-. V r jj[i dui-^ f uUu- 
ot Y 


IS* 
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indem man beaclitet, daB bei der Funktion J„ ^ r] einen im Inneni der Flache T' ge- 


legenen Punkt bezeiclmet, und daB diese Funktion J„ 


fiir jeden von verschiedenen 


Punkt der Flache T", also insl>e.sondere auch fiir jeden zu eineni Schnitte h gehorigen 
Punkt 2 stetig ist. Die dehnierte Funktion P ist eine in T" einwertige Funktion 
der komplexen Veranderlichen z, welche fur jeden von ?; verschiedenen Punkt z der 
Flache T" stetig ist, fiir den Punkt // dagegeu uustetig wird vde In sodaB P ^ 
sich fiir das Gebiet des Punktes tj darstellen lafit durch eiue Gleichung von der Form: 


(lo.) 


p 

0 


= In -f- 4®' + -I- d^zl H , 


’f 


wobei die c von z unabhangige GrOfien bezeichnen, und deren, allgemein init P 

zu bezeichnenden, Werte in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten cP~ in der 
Weise verkniipft sind, daB 


(2o.) 


V 
0 H 


langs a, I P 
langs 
langs c„{Pp 
langs l„[P\l 


= P 
0 

= P 
0 

■=p 

0 

= p 
0 


■ + —u^-2u'> + 

P P P 

27ci 

F'’ 

+ 27ii 


r = l, 5 




ist. Dabei vertritt 2k^ die durch die Gleichung: 


(2;-) 


2h 


!s’' r -ni- a„ 
^ =1 


(V=l,3,..;p) 


bestimmte GroBe; der Akzent an dem Snmmenzeichen soli andeuten, daB bei der 
Summation der Wert ^ ausgeschlossen ist. Man erkennt schlieBlich aber auch 


noch, unter Beachtung der Relation ^ j d 
Gleichung: 


■pni, daB fiir die Funktion P 


die 


dul = 0 


(S..) 

besteht. 

Pie gewonnene Funktion Pr , die zugleich auch, wie aus dem Fundamentalsatze 
folgt, durch die soeben genannten Figenschaften vollstdndig hestimmt ist, soil die zur Gharakte- 
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Die zii der ansgezeiclineteii CharakTt'riHtik gebungon Furiktion*'-n. 

(jelm-ige, auf (k)i Piinld ij slch Uzirhsudr, lonantlniN.-cl, Hu>n>llich lanh'iide 
Elementarfunlim^^ genaunt iverden. 

Mit Riicksiclit aiif cHg spatereii Untersuchuugeu soli jrtzt nocli gozeiirt werden, 
daB die Gleicliungen (2^^,) und (oq.) sicli so umformen lassen, daB in ilinen niir noeli 
Iiitegrale, deren Integrationswege vollstandig vou den Schiiitteii h. E, • ^ losgelOst 
sind, vorkommen. Zu dem Ende drilcke man die in den genannten iTleicliiingen stehen- 
den, auf die positiven Seiten der Schiiitte h sich l)ezieheu(leii Integrale durcdi Integrale 
aus, welche sicli auf die negativeu Seiten dieser Schnitte bezielien, iiidem man beachtet, 
daB ftir ^> = 1,2, ^ kings b^[u;7 =- ist, und daB die zweite uiiter (2o. ! auf- 

gestellte, auf den Schnitt (v=i,* 2 , - sich beziehende CTleieliung in die Form: 


p 

7 J 

+ 2 ,,4. -j-. 

u\. = P 


0 

z 

i> ’ 0 





2 /:,, 

P 


gebracht werdeii kaun. Die Gleichuugen (2o.), (oq.) gehen dann zunachst uber in die 
Gleichungen : 


2 K=-^’ffur 

() = 1 t-f 


dv!^ 


Q = P 

2^'a„,-7 ii-avv, 
(1 = 1 


(v = 1 , 2 


-iP) 


~ “’I” + ^) = 0. 


Der Integration sweg cles in der ersten dieser beiden Grleichungen vorkommenden 

Integrals uldu^^ {0=1,2, ■ •,r-i,v+i,. .,p) fulirt von einem Punkte auf der negativen Seite 
¥ 

des Scbrdttes zu dem entsprechenden Punkte auf der positiven Seite, wahrend der 


~r 

Integrationsweg des in der zweiten Gleichung vorkommenden Integrals J' 


dul 


(r=i,2,- •,?) von einem Punkte auf der negativen Seite des Schnittes zu dem ent- 
sprechenden Punkte auf der positiven Seite ffihrt. Da aber das Integralelement u^dw^ (9+0 
fur je zwei zum Schnitte gehorige entsprechende Punkte das Integralelement 

P ^ dul fhr je zwei zum Schnitte gehorige entsprechende Punkte z^, z~ denselben 

Wert besitzt, so kommt fur keines der beiden in Eede stehenden Integrale der seinen 
Integrationsweg treffende Schnitt beziehungsweise in Betracht, und es konnen 
daher ihre Integrationswege auch als in sich zurticklaufende angesehen werden. Dem- 
eutsprechend kann juan die Integrationswege der samtlichen in den letzten beiden 
Gleichungen vorkommenden Integrale, ohne daB diese Integrale eine Werthndernng er- 
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leiden, durcli Deformation vollstiindig vou den Schnitten I loslosen, wenn nur allgemein, 
also fur r = l,2, •••.]), die von dem Integrationsu’ege 1)~ und dem neuen Integi’atious- 
wege jSy ])egrenzte Ringflache, von Teilen des Schuittes abgeseben, keinen Teil eines 
der noch ubrigen Schnitte a, h, c, I und aucli niclit den Pmikt r] enthalt. Man gewinnt 
so schlieBlich die mit den Gleicbungen (2o.), (oq.) aquivalenten Gleichungen: 


+ 



wenn man noch bei der Linie /3,, (■■= 1 , 2 . als die positive Eicbtung des Durchlaufens 
diejenige ansieht, welche zu der ins Innere der eben erwalinten Ringflache gerichteten 
IsTormalen so liegt, wie die positive Richtung der Ri-Achse zur positiven Richtung der 
X-Achse. 


5 . 

Es sollen jetzt die einfachsten zur Charakteristik gehdrigen, nur alge- 

braisch iinendlich werdenden Funktionen W aufgestellt und naher untersucht werden. 
Zu dem Ende verstehe man unter g wieder eine Zahl aus der Reihe 1,2, • • •, s, 
unter m eine Zahl aus der Reihe 1, 2, und bezeichne den der s Punkte 

ooj, • • •, 00 ^, a^, ■ ■ ■, a^, s^, • ■ - , Sf auch hier wieder mit t], Der Fundamentalsatz liefert 

dann zu der Charakteristik (J ! ' ' J) eine, die willkurliche additive Konstante c enthaltende, 
Funktion W, die in der Flache T" nur fhr den Punkt tj unstetig wird wie - 4 , wenn 

man = 1 setzt, alien tlbrigen s + H + w, — 1 GrOBen S dagegen sowie den 

p GroBen Slj, •••, den Wert Null zulegt. Die so gewonnene spezielle Funktion W 
bezeichne man nun, die Bestimmung der additiven Konstante c sich vorbehaltend, mit 

P r > die bei ihr an Stelle der GroBe stehende GrdBe mit Fur das Gebiet des 
Punktes ri laBt sich dann diese Funktion darstellen durch eine Gleichung von der Form: 


( 1 «.) 


ph) 

m Z 


■ + + 


wobei die von z unabhangige GrbBen bezeichnen. Zugleich sind die Werte der 
Funktion P in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten in der Weise ver- 

knilpft, daB 


Die zu der ausgezeiclineten Cliarakteristik treh.'irisreQ Funktioi 


laugs a,[p|';|"= 
langs &„(p|^|^= p|^:|>^w 
lang3c..{p|[:|^=pi’;|-, 
langs P|’:r, 


r = l,2,-->p, 




ist. Die in P ^ enthalteiie, bis jetzt noch willkiiiiiche additive Ivonstante c bestimme 
man nun scliliefilich. dadurcli, dafi man fur die Punktion pYA das Besteheu der Gleichung: 




fordert. 

Die so vollstundig hestimmte Funktion P ^ soli die zur GMraJcteristik Q ^ ' J) gehorige, 

auf den Piinkt g sich hezieliende, von der Ordnung m algebraisch wiemlUcJt werdende Ele- 
mentarfmiktion genannf werden.*) 

Durch dasselbe Yerfahren, welches im vorhergehenden Artikel zur Umforiming 
der Grleichungen (2o.), (Sq.) benutzt wurde, laBt sich auch die Grleichung (3„.) so um- 
formen, daB in ihr nur noch Integrale, deren Integrationswege vollstandig von den 
Schnitten h^, h^, losgelost sind, vorkommen. Zu dem Ende gebe man ihr mit 

Hilfe der zweiten unter (2,„.) aufgestellten Gleichung zunachst die Gestalt: 


+ 

y=p /* 
v=l J 


si iK+ni^W-O 

r = l 


und fdhre dann die Integrationswege der in dieser Gleichung vorkommenden Integrale, 
indem man beachtet, daB das Integralelement P ^ du], (k=i. 2, fur je zwei zum Schnitte a„ 

gehbrige entsprechende Punkte a"*", z~ denselben Wert besitzt, durch Deformation in 
Integrationswege /? 2 , •••, von der im vorhergehenden Artikel charakterisierten 
Art uber. Ma.n erhalt so schlieBlich die mit der Gleichung (3„.) kquivalente Gleichung: 

[3..] 5' fpndul + m'M»*-0, 

V = 1 I » v-1 

(^v 

wenn man noch bei der Linie die positive Eichtung des Durchlaufens in 

der am Ende des vorhergehenden Artikels angegebenen Weise definiert. 

*) Ribmann, B., Tbeorie der Abelschen Funktionen. I, Art. 4. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 88—144; S. 106.) 
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Die « bei der Funktioii i' auftretendeu Koiistaiiten 33 '''’, lassen sicb 

Hi I - I Jii 

dui'clx die Werte, welche die nach a,, genommenen ih'"” Derivierten der Elementar- 
funktioueu n fur deu Puukt ;/ besitzen, ausdriickeu. Um diese Ausdriicke zu erbalten, 

beziebe man die Fundamentalformel (F3.) auf die Elemeutarfunktiouen P '' , 

lasse also in der Forniel (Fy.), xiaclidem man bei ibr den Summationsbucbstaben o, um 
Verwechslungen mit der obeu eingefubrten festen Zabl a vorzubeugen, durcb t ersetzt 
und zur Darstellung der Funktion u„\s\ far das Gebiet des Puuktes t] die Gleicbimg 

c„n + + ••••, bei der c„o = ^ (-7^) , ist, aufge- 






'a 0 1 1 

stellt bat, an Stelle der darin vorkommenden Koustanten der Funktionen W, W die ent- 

^l^z\ treten. Man erbalt so zunacbst die 


sprecbenden Koustanten der Funktionen P 

^ in, 

Gleichung: 


2 nimc„„, = 0 


und weiter dann, indem man die Summation nach v ausfabrt und durcb den ibm 
auf Grand der soeben fur c„^ aufgestellten Gleicbung entsprecbenden Wert ersetzt, die 
fur ^ = 1, 2, • • •,_p geltende Beziebung: 

- f W ni - 2 ni 

Ersetzt man nun nocb den Bucbstaben ^ in neuer Bezeicbnung durcb v, so erbalt man 
die Gleicbungen: 

'^v (,,1—1)1 I /o’ • ’ ’ 

und scblieBlicb, indem man unter Beacbtung der in Art. 3 des ersten Abscbnittes ge- 
macbten Festsetzungen in bezug auf den Punkt 1], insoferne dieser entweder einer der 
Punkte • • •, St oder einer der Punkte c^, • • •, oder endlich einer der Punkte 
0^1, • • •, sein kann, drei Falle unterscbeidet, die Gleicbungen: 




2 


{m — 1) ! 

\ df‘ /{=.’ 

2 


“ (m— 1)1 

1 <«C /o’ 

2 


{m — 1) ! 

\ de /o* 


•V =5 1 , 2 , • • • , p. 


Die zu der ausgezeiclmeten Charakteristik geliorigea Funktiunen. 
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6 . 

Es soil jetzt gezeigt werden, daB die allgemeinste zur Charakteristik (J;;;}) 

gehorige Funktion W von der ini Fundamentalsatze beschriebeuen Art sich aus den in 
den vorbergebenden Artikeln definierten Elementarfunktionen linear zusaniniensetzen 
lafit. Zu dem Ende bezeicbne man die s Punkte cc^, • • oc,^, a^, ■ ■ ■, a„ fj, •••,£( in 
der vorliegenden Reibenfolge mit zji,---, die zu ibnen beziebungsweise geborigen 
GroBen 0,, der in Art. 3 des ersten Abscbrdtts geniacbteu Festsetzung entspre- 

<T=.f 

cbend, mit 0,^^, bilde alsdanu mit Hilfe von s der Bedingung y 2 „ = 0 genugenden 

^ 7=1 

Konstanten Si,---, S„ der -i h ?«,, beliebigen Konstauten S„i,---, S,„„„, 0=1,2, der 

p beliebigen Konstanten 2 ti,---, 21 ^, soivie der willkilrlicben Konstante C die Funktion: 




und untersucbe, wie diese Funktion W(0) sicb in der Flacbe T" verbalt. 

Unter Beacbtung des Verhaltens der in dem Ausdrucke fiir W{ 0 ) vorkommenden 
Elementarfunktionen erkennt man nun, daB W{s) eine in der Flacbe T" einvrertige 
Funktion der komplexen Veranderlicben 0 ist, die fttr jeden von den Punkten t/i, 
verscbiedenen Punkt 0 der Flacbe T” stetig ist, fflr den Punkt (0=1.2, •■•,,) dagegen in 
derselben Weise unstetig wird wie die Funktion: 






sodafi also die Differenz TF(^:) - fa( 0 j far den Punkt t]^ stetig bleibt, und deren Werte 
in je zwei entsprecbenden Begrenzungspunkten (f +, cP~ in der Weise verkniipft siud, daB 

langs a„ { W {0y = W (0)~ -t- 2 t,. , 

langs &,,{ TF(^)''' = TF’(^)“+ 35 ,,, '=1,2, •••,?, 

langs c,.{lK(^)+ = lK(,^)-, 

langs la{W(0y = W(0)~ + 2 ni&a, 0=1,2, ■■■,>, 

ist, wobei der Wert der Konstante ®„, wenn man nocb zur Erzielung einer einheitbcben 


Scbreibweise die Grofie - 2 u’l-^ + ^ mit bezeicbnet, durch die Gleicbung: 


+ ■ • ■ + So ,,, + 

( 7=1 ^ ^ 

geliefert wird. Die Funktion W(/) stellt daher eine zur Charakteristik . j) gohorige 


14 


P-R, II. 
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Tierter Abschnitt. 


Punktion TT' von cler im Fmidamentalsatze besclirielyenen Art dar, unci zwar die all- 
gemeinste deraiiige Punktion TP, da die ilir zukommenden 2^ -r + • • • + + s in den 

Punktionen und den Gleicliungen (S.) auftreteuden Konstanteu 9t, £ unbestiunnte, 

(J = S 

nur der Bedingmig ^ £„. = 0 nnterworfene Gi'uBen sind, und sie auBerdem uoch die 

a = l 

willkurlicbe additive Konstaute 6' eutbalt. Damit ist aber bewiesen, dafi jede zur 
Charakteristik (J ^ J) gehdrige Punktion TP von der im Fundamentalsatze beschriebenen 

Art sicb aus den definierten Eleinentarfunktionen linear zusammensetzeu la.6t, oder, 
was dasselbe, daB man aus clem Ausdrucke; 




4 - ^ 



die samtlicben zur Charakteristik ^ gehorigen Punktionen TP erhalt, und zwar jede 

nur einmal, wenn man darin an Stelle cles von den Konstanten £, 9( und der Kon- 
stante C gebildeten Systems von p 4 + hj, + s + 1 Konstanten ein jecles die 

a-s 

Gleichung ^£^ = 0 nicht veiietzende System von p s -\- \ Werteu 

< 7=1 


treten laBt. 

In ahnlicher Weise, wie es in Art. 4 des zweiten Abscbnittes an der ent- 
sprechenden Stelle gescbehen ist, kann man jetzt bier den Begriff der Elementarfunktion 
von den ibm nocb anbaftenden Bescbrankungen befreien und damit zugleich den Begriff 

der allgemeinsten zur Charakteristik gehSrigen Punktion TP erweitern. 


Zunachst erkennt man, claB eine Punktion TP, ftir welcbe die zu den Scbnitten 
beziebungsweise gehorigen Konstanten £ff^, £„.,•••, £a^ mit cler Null zu- 
sammenfallen und dementsprechend l^ngs eines jeclen dieser /n Scbnitte I die Gleichung 
TP'^= TP" besteht, auch noch in der aus T" durch Aufbebung der p, Scbnitte I hervor- 
gebenden Placbe einwertig ist, und daB daber, wenn diese Punktion TP fur sicb allein 
betracbtet wird, die Scbnitte • • •, als uberfltlssig weggelassen werden kdnnen. 

Was speziell die in Art. 2 definierte allentbalben endbche Elementarfunktion 
und die in Art. 5 definierte algebraiscb unendlicb werden de Elementarfunktion Ph 


betriflPt, so sind diese, da bei jeder von ibnen £1= £5= ••• = £,= 0 ist, scbon in der 
Flacbe T' einwertig. Die in Art. 4 definierte, nicht zu den Punktionen TP geborige, 

logarithmisch unendlicb werdende Elementarfunktion PN ist dagegen nicht in der 


Flacbe T' einwertig, wobl aber in einer, aucb bei der Definition von P 


zu Grunde 


Die zu der ausgezeiclmeten Charakteristik gehiirigea Fimktionen. 
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g0legt'6ii, Flache, welclie aits T cliirch Zi^lieu nur eiu6s, fl6ii d^r positiv«'ii Seitc von Cp 
und der negativeu Seite von Cj gemeinsaiii augehurigen Punkt init deni Puukte ver- 
biudenden, Schnittes l,^ hervorgeht. 

Man erkennt weiter abev aucli, daB man bei Zugrundelegung der urspruuglichen 
Flache T zu jedem im Innern von T gelegenen Punkt r, eine Elementarfunkti«jn P , 

' m Z 

einerlei welche positive gauze Zahl unter m verstanden wird, in der frilher angegebenen 
Weise definieren kann — die Elementarfunktion P ist ja schon gleicli bei ihrer Ein- 

fuhrung auf einen beliebigen im Innern von T' gelegenen Punkt j] bezogen worden — 
und es handelt sich jetzt schlieBlich noch darum, auch zu irgend einem Puukte welcher 
der Begrenzung von T angehort, also an einem oder an zweien der Schnitte a,h, c 
liegt, Elementarfunktionen pM, P 


zu definieren. 


Es sei also rj ein der Begrenzung von T angehoriger Punkt. Man fflhre dann, 

nachdem man noch in dem Falle, wo es sich um die Definition von P '' handelt, den 

0 

der positiven Seite von und der negativen Seite von c\ gemeinsam angehorigeu 
Punkt mit dem Puukte ■>] durch einen Schnitt 1 ,^ verbunden hat, am Schnittsystem beim 
Punkte T}, ohne jedoch den Charakter des Schnittsystems zu andern und ohne einen 
Schnitt fiber den Punkt ri hinfiberzuschieben, eine solche Deformation aus, daB der 
Punkt T} an keinem der Schnitte a,h, c mehr liegt. Durch diese Deformation geht 
dann aus dem Schnittsystem ein neues Schnittsystem hervor, das an Stelle des kleinen 
der Deformation unterzogenen Teiles des ursprflnglichen Schnittsystems einen davon 
verschiedenen Teil enthalt, sich im fibrigen jedoch mit dem ursprfinglichen voll- 
standig deckt, und es geht zugleich damit aus der ursprfinglichen Flache T' eine neue 
Flache T' hervor, ffir w'elche der Punkt 7 } ein im Innern gelegener Punkt ist. Unter 
Zugrundelegung dieser neuen Flache T' bestimme man jetzt zu dem Punkte 77 Elementar- 


funktionen P 




in der vorher angegebenen Weise und kehre endlich, indem man 

diese Fimktionen mit Hilfe der Gleichungen (2o.), (2„,.) auf die im ersten Teile, in Art. 3 
des fflnften Abschnitts, angegebene Weise fiber den Schnitteil U hinflber in das von 
und begrenzte Glebiet als Fimktionen von i; stetig fortsetzt, zur ursprfinglichen 
Flache T zurfick. Die so fur die ursprfingliche Flache T' gewonnenen Funktionen 

sollen dann als die zum Punkte 77 der Begrenzung von T' gehorigen Elementar- 

funktionen P , P ’’ angesehen werden, da sie, wie aus ihrer Entstehung hervorgeht, 
im wesentlichen dieselben EigerLSchaften besitzen, wie die zu einem im Innern von T 

. DaB man zu dem Be- 

, Pr erhalt, welche von 

^ m \ is\ ' 


gelegenen Punkt rj gehorigen Elementarfunktionen ^ 

grenzungspunkte rj immer dieselben Elementarfunktionen P 


14 * 
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den zulitssigen neueii Flaclien T' man auch fiir ihre Bildung beuutzeii mag, zeigt ein 
Blick auf die Gleichnngeu [2o.], [Sq.], [3,,,.]. 

Naclidem so der Begriff der Elementarfunktioii von den ilim zu Anfang noch 
auhaftenden Beschrankungen befreit worden ist, kann man jetzt auch den Begriff der 

allgemeinsten zu der Charakteristik ^ ^ ^ J) gehorigen Funktion TF in der Weise er- 
weitern, dafi man in dem vorher fur TF genommenen Ausdrucke : 




p 

T ^al 


% 


+ 


Q p 


% 


+ n2'v,M + f^. 

0=1 


bei dem rji, • ■ r], die s = g + r + i Punkte ooj, • • •, oo^, a^, ■ ■ a^, e^, ■ • beziehungs- 
weise vertreten, f, ni^, ■ ■ m, unlDestimmte imsitive ganze Zahlen bezeichnen und die 


a~s 

Konstanten £, 9t, (7 nur der Gleichung ^£„ = 0 zu gentigen haben, unter St 

( 7=1 


t von den Punkten oo, a verschiedene beliebige Punkte der Flache T versteht, die also 
teilweise oder auch alle an der Begrenzung der Flache T' liegen konnen, wenn nur 
diese Punkte als Punkte der Flache T betrachtet getrennt liegen. Zugleich kommen, 
wenn es sich um die Funktion W(s) allein handelt, nur so viele Linien in Betracht, 
als es unter den GroBen fii, •••, von Null verschiedene gibt, oder, was dasselbe, nur 


so viele Linien ?,,, als in dem Ausdrucke fiir W(z) Funktionen P 


und es sind diese Linien I, 




die zu den einzelnen Funktionen P 

0 


wirklich vorkommen, 
im Eahmen der vor- 


her genannten Bedingung willktlrlich gezogen werden konnen, wenn sie bei der 
Funktion W(ii) zusammen auftreten, nur noch der Bedingung zu unterwerfen, daB sie 
getrennt verlaufen. Die aus der Flache T' durch Einfilhrung der fiir die Funktion TF (^) 
in Betracht kommenden Linien I entstandene Flache, in der die Funktion IF” ( 0 ) einwertig 
ist, soil wieder T" genannt werden, und es kann dann der fiir die fruhere Flache T" 
mit Eiicksicht auf die Darstellung der Funktion 1F(^) durch Potenzreihen aufgestellte 
Begriff" des Gebietes eines Punktes sofort auf diese neue Flache T" iibertragen werden. 


7 . 

Fiir die folgenden Untersuchungen lege man wieder die ursprungliche Flache T" 
zu Grunde, bezeichne die s Punkte ooj, • • •, oo^, a^, ■ ■ •, a^, Bi in der vorliegenden 

Keihenfolge mit ri[, • • •, rj, und bilde zur Flache T" mit Hilfe von irgend welchen Kon- 
stanten S, 21, (7, S, 2t, C die Funktionen: 


.2W-2'(2,-P|’|i’l + 8„ 


+ • • • + 



Die zu der ausgezeiclineteu Cliarakteristik gehorisren Funktic 


io;t 


= +£,nP 

a~l ^ 0 1 


Vn 


■ ^ S„„, 


a jfHf 




Fur das Gebiet des — in dur Figur 17 anf Seite 154 des ersteii Teiles niit be- 
zGichneten Punktes rj„ (n=i, 2 , ■••,») besteliGn danu, bei Verwendung der iin ersteii Telle 
ausscblieBlicb benutzten einkeitlichen Bezeichnuugsweise, die Darstellunsren : 


(R.) 


i2(^) = 2„lnf + ^^i + ^ + ... + -- 

^.7 


So, s„ 


“+^00+ C„1.2„+ C„2^“ -f • • • + Z'J, -r 


Si(g) = ^ + -T + ^ + h ^ + c„o + c„i^„+ c„2^j' -f • • • + -i- 

^ ^ rf ^ re 


wobei fiir a =1,2, • ■ ^ s„ = s fiir a = q + I, q^-\-2, ■ ■ ■, s z„=^(z—a^'^ ist, uucl die 

c, c von z unabMngige GroBen bezeichnen. Was dagegen das Yerhalten der Funktionen 
S2 = S2(z), S2 = S2(z) Ikngs der Schnitte a, h, c, I betiifft, so ist 


(S.) 


langs «„ { i2+ = i2" + 91, „ i2+ = i2~ + 91„ 

langs &, { i2+= ^-+ I @ u;-+ 11*= | S,- , 

langs c„{i2+=i2-- 


langs l„[£l*= Q, + 27ri2„, 
wobei zur Abkiirzung 

a — s 


i2+=i2-- — ©, 
^+= jf2-4- 27riS„, 




fT = l,2, ■■ ,s, 


© = ^2o 


gesetzt ist, nnd die Werte der Konstanten i8„, 33,., wenn man nocb znr Erzielung einer 
einheitlichen Schreibweise die GroBe - 2u1 - wieder mit bezeicbnet, durcb 

die Gleichungen : 

S3,, = 2^ (So m + Sol + • • • + Sa»o + h !f % Cl^r, 

= 5* (So + Sol + • • • + So„,o gt’^) + ^iT%%r 

a=l “ ^ 

geliefert werden. In dem besonderen Falle, wo die Konstanten S, S den Bedingungen 
22o=0, 2So=0 genugen, oder, was dasselbe, die GroBen © beide den Wert Kull 

ff=i 0=1 _ . 

haben, sind £2(z), S2(z) zwei zur Ckarakteristik (^;;; J geborige Funktionen W. 

Man betrachte nun das ilber die Begrenzung 9t der schon im ersten Teile, in 
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Al’t. 5 des sechsten Abschnittes, l.ienutzten einfach zusammenhilngenden Flaclie in 

-t- 

der, durcli die Pfeile markierten, positiven Eiclitung erstreckte Integral j' IV^dz. 

3! 

Dieses Integral besitzt den Wert Is nil, da die hinter dem Integralzeiclien stehende 

Punktion *12^ der komplexen Veranderliclien s fur jeden Punkt der Flache eiii- 
wertig und stetig ist, uiid es besteht daber die Gleichung: 


+ 



Zerlegt man nun das auf der linken Seite dieser Gleichung stehende Integral in die 
den einzelnen Stxicken der Begrenzung 91 entsiDrechenden Teile und bezeichnet den 
Komplex der auf die Schiiitte a, h, c, V sich beziehendeu Integrale, nachdem man zuvor 
noch bei jedem dieser Schnitte die auf die positive und die auf die negative Seite des- 
selben sich beziehenden Integrale in der in dem eben genannten Artikel beschriebenen 
Weise vereinigt hat, mit Ji, den Komplex der auf die Kreislinien Ti sich beziehenden 
Integrale mit so kann man die vorstehende Gleichung durch die Gleichungen; 


+ = ^ f f [a^d£l+- 

V-1 y . , n 0^ = 1 


S2~d£2 


n 

a = s /-> 

■}, 2 h 

G-iy 


Q.d£l 


ersetzen. 

Um die mit bezeichnete Integralsumme, bei der d£l^ dz, dS2~ = ^^dz 

CIZ Cl z 

ist, auszuwerten, beachte man, dafi fiir v = 1, 2, ■ ■ ■, a = 1, 2, • • •, s: 


langs {S2*dS2'*' = S2~dS2~ + 2C,(ii2+, 

langs h„ {£2+d£l-^ = a-da~ + + - ^Sl-dul + - BuTdl2+, 

I !P p 

langs c„ [£l-^da^ = il-dH- - ^ ^dl2+, 
langs Ty^{£2'^dS2'^ = £2~d£2~ + 27ii2^^dS2'^ 


ist, ixnd reduziere mit Hilfe dieser Kelationen die zvpischen den geschweiften Klammern 
stehenden Ausdrtlcke. Man erhalt dann fiir zunkchst die Gleichung: 


+ f + T ® S’ f ^Vd a* + f 

^ r=l «/ ^ y-1 J 17-1 J 


Die zu der ausgezeiehneten Charakteristik >relujriiri.!i Fiiukti-.iu-n. 


Ill 


und sclilieBlich, indem man die mit Hilfe der Relationen S.) sicli ergelienden Glei- 
chimeen: 


Jcia^ = 




'^Tti 


% 
vi.,, 3 


+ 

/rfi2*_i2., -A,,-- 

/ = A., - A.. = A - A.. ^ z, 

+ 

^(7^2+ = ^ - i2„^^ = I2f^ — 2ni(2^^ + 2;,^ , d h 2 J , 

— bei denen niy deu der Linie k' und der negativen Seite des Schnittes L , m den 
der Linie und der positiven Seite des Schnittes gemeinsam angehurigen Punkt 
der Begrenzung 9t von T* bezeichnet (s. Fig. 19 auf S. 187 des ersten Teiles) und die 
ftir v=p, a = s auftretenden Zeichen als gleichbedeutend mit den Zeichen 

Ii, t, beziehungsweise anzusehen sind — benutzt und beachtet, daB 

+ + + .+ 

J" ^2“ du;. = j'si* du; — — zj iv;d Wy — du;. 

+ 

= r ^2d^(,l + 

V 

1 . + ^ ^ 

I ul~dI2^ = J u^d£i* - ttyyj d£l* = — u\''S2i^ —J Sl^dul — f7i2+ 

K •‘t K 

+ 

Z> ■ni(^u\'’ + Tii) — — %yni — —J^ Qdul 








— *^11 

Pv p 


bt 


ist, die Grieicliung: 

J, = 2" {2t J,. - Wr + J (©St.- @i..) <'] -271^ZZ 


+ 1 © 2 ” / - J © 2 ” / ^ciui 

” ^ />+ 6'’* 

V 

+ 471^ S’' 2,, (A + A. . + • • • + A) - 2*' A A,,- 


or^l 


— 


112 


Yierter Absclmitt. 


Was claim welter die mit -L liezeiebnete Integi-alsiiniuie betriflft, so bangt deren 
Wert ausscblieBlich von dem durcb die Gleicbungen (R.) cbarakterisierten Verbalteii der 
Funktionen i'2, £1 fur die Punkte //i, • • •, ?/, ab. aSTun verbalten sicb aber die Funk- 
tioneii £1, £1 fur den Punkt r]‘„ {< 1 = 1 , 2 , •• ,») genau so wie die iui ersteu Teile, in Art. 1 des 
siebenten Abscbnittes, aufgestellten Funktionen TF, W, nnd es bleiben daber die dort zmr 
Auswertung der anf die Funktionen TF, TF sicb beziebenden Integralsumine durcb- 
gefubrten Untersucb ungen rich tig, wenn man darin allentbalben die Bucbstaben TT", TT^ 
durcb die Bucbstaben £2, £2 beziebungsweise ersetzt. Dementsprecbend ergibt sicb fur 
die bier vorliegende Integralsumine die Gleichimg: 


a = .? a G — s O' — ft = 7 iifj 

J. = 27ii ^ - 2jz" ^ ~'2ni ^ (S,d„o - S„c„o) - '2m ^ 

(7=1 (7 = 1 a=l 0=1 ft = 1 

Die so ftir Jj, Jg gewoimenen Ausdrbcke trage man nun in die Gleicbung 
+ J, = 0 ein. Man erbalt dann scbliefilicb die Formel; 


r.-) 


f Qda - ~ (@a.-@s(,) i.;-) - •2n'©© 

m 

+ + 

V=p p ^ V=p 

+ 7 '^^ / ■“ @ j S2idf tty 

v = l J ^ v = l t/ 

6+ 6+ 

V V 

+ 4?!^ ^ + 1- SxJ — 2n^ ^ S„2„ 

( 7=1 (7 = 1 

a = s (j = s ft =m^ 

^Tci ^71% ^ fi^o ft ^g fi^o f^ 


( 7=1 


In dem scbon vorher erwabnten besonderen Falle, wo die Grofien @ beide den Wert 
Null haben und dementsprecbend £2, £2 zwei zur Cbarakteristik geborige Funk- 

tionen TF sind, reduziert sicb diese Formel auf die in Art. 1 dieses Abscbnittes auf- 
gestellte Formel (F^.). 

Das in der Formel (Fj.) vorkommende Aggregat: 

_ , ^ 

v = l ^ v = l j ^ v = l t/ 

6+ 6+ 

V V 

lafit sicb, indem man darin an Stelle der Funktionen £2, £2 die ibnen entsprecbenden 
Ausdrtlcke einsetzt und die Gleicbungen (2o.), (Sq.), (3,„.) von Art. 4, 5 berticksicbtigt, in 
den Ausdruck: 

V (2 {2K-arr)] - - 2ni{C^ - CB) 

^ 1^ = 1 


Die zu der ausgezeiehnoten Chavakferistik gtliurigen Futiktiou.-n. ll;! 

iibei’fuhren , wobei 0 = 1,2, clie bei der Definition von /' ’■ ein^oliibrte, der Glei- 

cliung [^Q.] znfolge von der Lage des Punktes p,. (> = i,2, --, /.-i in t er Fliicbe T unaldiaugiirt* 
GroBe bezeicbnet. Daraus folgt aber. daS das genannte Aggregat und damit aucb die 
Pormel (P;.) von der Lage des Punktes (-i.s.-.-.w in der Fiiiche T vollstiindig un- 
abbangig ist. 

Die Forniel (Fj.) laBt sick obne weiteres auf den Fall iibei'tragen, wo die in 
dem Punktsysteme iQ = (ooj, ■ ■ 00,^, a^, ■ ■ ■, a„ s^, • ■ et) vorkonnnenden Punkte 

teilweise Oder aucb samtlicb Punkte der Begrenzung von 1 " sind, wenn nur 
diese Punkte als Punkte der Fblcbe T betracbtet getrennt liegen. Um dieses einzuseben. 
fiibre man zunacbst am Scbnittsystem bei jedem der Begrenzung von T' angeborigen 
Punkte , obne jedocb den Charakter des Scbnittsystems zu andern, eine solcbe Defoi’mation 
aus, daB kein Punkt if mebr an einem der Schnitte a, h, c liegt, und setze gleicbzeitig 
die Funktionen ^{z), diesen Deformationen folgend, mit Hilfe der ibr Verbalten 

an den Querscbnitten cbarakterisierenden Gleichungen (S.) auf die ini ersten Teile. in 
Art. 3 des ftlnften Abscbnittes, angegebene Weise, unter Beacbtung der Gleicbungen ['dp.], 
[ 3 o-]> a-ls Funktionen von stetig fort. Da nun fur die so geanderten Funktionen 

£l{z), 'Q.{z), welcbe zu der aus der urspriinglicben Flacbe T’ durch die gemacbteu 
Deformationen entstandenen, die Punkte • • •, rf, als innere Punkte entbaltenden neuen 
Flacbe T' gehbren, obne weiteres die Fundamentalformel (P3.) gilt, und die in dieser 
Formel anftretenden Konstanten, wie die Gleicbungen pj.], [ 3 y.], [ 3 ,,,.] zeigen, von 
den bei den urspriinglicben E’unktionen £i{z), £i(z) vorkommenden entsprecbenden Kon- 
stanten nicbt verscbieden sind, so gilt die Formel (Fj.) aucb fQr die urspiainglicben 
Funktionen £ 2 {z), £i(z). 

Es sollen jetzt mit Hilfe der Formel (F3.) gewisse zwiscben den Elementarfunk- 
tionen P, P bestebende Beziebungen abgeleitet werden. Man verstebe zu dem Ende 
unter Uj, irgend zwei voneinander verscbiedene Zablen aus der Beibe 1, 2 , •••, s, be- 
zeicbne den Punkt des Punktsystems vjQ = (oOj, •••, 00^, a^, •••, a^, •••, e,) mit 7?j, 

den (72*°“ mit ij^ und beacbte, daB die auf diese Punkte i]i, 1J2 sicb beziehenden Elementar- 

funktionen P, P sicb fiir das Gebiet des Punktes durcb Gleicbungen von der Form: 

0 


P = In ^ -b z,,^ + 4 + ••••, 

p|j|= ^ + + < + ••••, 

P = cii + z,, + cif < +••••, 

0 * 


p\:\- 

VI \Z \ 
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fiir clas Gebiet des Puiiktes //j dagegen durcli Gleicbungen von der Form: 


P 

U 

P 


P 

0 


^-(0 ffi) 


+ <?’ 4 +' 


cTj) 


+ 4 ‘ 2''‘’4 + 


= 111 ^ + c<“ "'> ^ 4 + • 


~»h 


= i + 42""^4 + - 


darstellen lassen, wobei die c von z unabhaugige Grdfieu bezeiclinen. Aus der Formel 


(P3.) erbalt man dami, unter I 3 enutzung der Relationen ( 3 o.), (S^.): 


II 

1^1 

, £2 = P 

Vi 

0 


’ 71 

z 

fur /2 = P 


fol 

II 

Vi 

m 

z 

n 1 

z 

fur i 2 = P 

Vi 

, i2 = p 

Vi 

0 

Z 1 

’ 0 

z 

fur £2 = P 

1^1 

, i 2 = P 

Vi 

0 

z 


z 

II 

Vi 

, H^P 

'Vi 

7ft 1 

z 

’ 71 

1 ^ 


die Gleicbung; 




^ffiO ^ 


die Gleicbung: 


die Gleicbung: 


^ m & 


.{wCi) 

'(Ti« ? 

/>(0 ffl) _ JS> -TTO 


die Gleicbung: = 4 o“^ 

die Gleicbung: 


wobei in der unter III.) stebenden Gleicbung das positive oder negative Zeicben zu 
nebmen ist, je nacbdem die Scbnitte c, l,^^, bei einein negativen TJmlauf um <^o 
Reibenfolge Ci, • • •, e^, oder in der Reibenfolge c,, • • •, c^, l,^, ilberscbritten werden. 

Ersetzt man jetzt in den gewonnenen Gleicbungen die GroBen c durcb die ibnen auf 
Grand der in Art. 3 des ersten Abscbnittes gemacbten Pestsetzungen entsprecbenden 
Ausdriicke, so ergeben sicb die gewtinscbten Beziebuugen: 


(I-) 

1 /<*" [phil 

(w— i)!Uf:;,Lo U 1 

— 


■[flii 



HI 

i 

: Si^ 

1 s 

'-1 

Vi, 

-- 1 ) - 

1 


[iL) 

(,i __ 1) ! Im 

f 1 


■ (w— 1)! 

Ubii Uf U 1 


(in.) 

(IT.) 

W 


P>i. _P 

0 1?2 0 


± 


Vi ’ 


^ p\Vi \ ^ TJ 

U /o ^ 

^ p \ ^ pI^® \ 

(n - 1)! Wr?, m f /o (W-1)! US'I^ n I S /o’ 
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wobei in clci untei (Ill.j st6heiideii CxlGicliung diis positive Oder iifiiutivo Zeiehon zu 
iiehmen ist, je nachdem die Sclinitte c, l)ei einoni neirativeu Umlauf mu in der 

Reibenfolge Ci, ■ ■ ■, c^, l,.^ oder in der lieihenfolge Cj, • • •, c^.. Z, . iiberschritteii weriien. 

Nacli dein vorber Bemerkten gelten die Fornieln 'I. — Y.i fur irixenil zwei Punkte 
Vi’ Vi Blclclie T ; nur niussen diese Punkte r;i, rj.^. weun sie beide der Benrenziing 
von T' angeboren, als Punkte der Flacbe T ijetracbtet getrennt liegeii. Fiir die 
Pormeln (L), ( 11 .) komnit in der Flacbe T' nur ein einziger, den der po.sitiveu Seite 
A^on Cp nud der negativen Seite von gemeinsam angeborigen Punkt luit dein Punkte ;,i 
verbindender Schnitt in Betracbt; fiir die Fonneln / 1 II.I, -lY.i, (Y.j dagegen muB der 
genannte Punkt sowobl mit dem Punkte durch eiuen Scbnitt l,.^ wie mit dein 
Punkte 7/3 durcb emen Scbnitt verbunden sein. 

Die Pormeln (I.) — (V.) entsprechen genau deii in Art. 5 des zweiten Abscbuittes 


fur die zu irgend zwei reziproken gewObnlicben Cbaraktei-istiken (^j beziebungs- 
weise gebdrigen Elementarfunktionen F, F, F, F abgeleiteten Formeln (II.) — (YL), inso- 
ferne die bier zu Grunde liegende ausgezeicbnete Cbarakteristik (J J) zu sicb selbst 


reziprok ist. Auf dieselbe Weise, wie in dem genannten Aiiikel ausscblieBlicb auf 
Grand der Pormeln (II.) — (VI.) die Gleicbungen (1.) — (8.) abgeleitet worden sind, kann 
man jetzt bier ausscblieBlicb auf Grund der Formeln (I.) — (V.) die den Gleicbungen 
(1.) — (8.) entsprecbenden Gleicbungen ableiten, und diese werden sicb nacb dem 
eben Bemerkten von jenen nur dadurcb unterscbeiden, daB durcbweg F, P durcb F, P 
ersetzt ist. Man kann daber die genannten Gleicbungen (1.) — (8.) mit der erwabnten 
Modifikation direkt bierber ubertragen. Es ergeben sicb dann zur Darstellung der 


Funktionen F 
0 


Vi 

z 



Vi 

z 


fur das Gebiet des Punktes die Grleichungen: 



fto das Gebiet des Punktes % dagegen die Gleicbungen; 


( 3 .) 

( 4 -) 


p 

Vi 

= p 

Vi 

0 

Z 

0 

Vs 

F 


= p' 

Vi 

rn 

z 

?n 

Vs 


n = oo . 

+ y-F 

' n n 


n—1 


Vs 

Vi 


0 


n 

1/4 > 


+ 


(w-1) 


p T|, \ 


0 


n • 


weiter dann die Gleicbungen: 


16 * 
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(5.) 

( 6 .) 


1^1 


r 

0 


± ni, 

!»! — 1)! V</it 0 S Jo’ 


— wobei in dei’ nnter (5.) stehenden Gleicbung das positive oder negative Zeicben 
zu nehmen ist, je naclidem die Schnitte c, I bei einein negativen Umlauf um ihren ge- 
meinsanien Ausgangspnntt tier Eeiheufolge c^, ■ ■ Cj,, I,,, 1. oder in der Reilien- 

folge Cl, • • •, Cp, 1., l,j iiberscliritten werden — und sclilieBlich nocdi die Doppelgleicbuug: 

(7.) 


V 

1 ter p 

z\ 

\ 1 p i 

z 

(TO-1)! 0 

d 

Jo (w— 1)! f 


sowie das mit dieser aquivalente System der drei Doppelgleichungen : 


jm p 

1 f M 


( 8 .) 


P 



( to — 1 )! di" 


d"’P 

« + f ft 

U 

Z 


(TO-1)! V 


(m- 1 )! V Jo' 

nicht nur eine Funktion der bei 


Die Gleicliung (5.) zeigt, daB die Funktion P 

ihr als Argument auftretenden komplexen Verandeiiichen z, sondern auch eine Funktion 
der bei ikr als Parameter auftretenden komplexen Yeranderlicben -q ist, und dafi die 


Eigenschaften von P 
Eigenschaften von P 


als Funktion des Parameters q obne Mtibe aus den bekannten 

als Funktion des Argumentes q abgeleitet werden konnen. Aus 

der ersten der drei Gleickungen (8.), die fur jeden von den Punkten a, oo ver- 
schiedenen Punkt s der Flache T' gilt, folgt dann weiter, daB aucli die Funktion 

P ^ nicht nur eine Funktion der bei ihr als Argument auftretenden komplexen Ver- 
anderlichen z, sondern auch eine Funktion der bei ihr als Parameter auftretenden kom- 
jplexen Veranderlichen q ist, und daB die Eigenschaften von P ^ als Funktion des 
Parameters q aus den bekannten Eigenschaften von P ^ als Funktion des Argumentes q 
abgeleitet werden konnen. Die genannte Gleichung zeigt schlieBlich aber auch noch. 


daB man die Elementarfunktionen P 




aus der Funktion P 
0 


als primarer 


durch sukzessives Derivieren nach dem Parameter q erhalten kann. 
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8 . 

Die in den Gleichuugen (2„.) des Art. 4 vorkmninende Kf.nstante 2t . -..i. 
hangt, wie ein Blick auf die sie deiinierende (aeicluing: 



zeigt, nur von der Beschaffeuheit der vorgegebenen (2^) -f l;”facb zusanuneiihaiigenden 
Blache T nnd von dem Charakter des ziir \er'vvandluug die.ser Fliiche in cine einfach 
zusammenhangende Flache T benutzten Qnerschnittsy steins all. Die Art die.ser A]>- 
hangigkeit zu ermitteln, ist das Ziel der folgenden Untersuchungen. 

Man verbinde in der von den beiden Seiten der Schnitte h,, c,, .=1,2, •••,?, be- 
grenzten Flache T den der negativen Seite von und der positiven Seite von 
geineinsam angehorigen Punkt init den Punkten ooj,---, co,^, aj,--., durch Schnitte 
L,, ■ ■ ■, • • •, in der Weise, daB die Schnitte c, I bei einem negativen Unilauf 

um ihren gemeinsamen Ausgangspunkt in der Eeihenfolge Ci, c^, - • c^, 

h,, •• •> hr hberschritten werden , nnd hezeichne die so entsteheude , von den beiden 
Seiten der Schnitte a, b, c, I begrenzte, einfach zusammenhangende Flache mit T”. Im 
Innem dieser Flache T" fixiere man nun 
einen Punkt M und grenze um ihn als 
Mittelpunkt zunachst eine ganz im Innern 
von T" liegende Kreisflache Kq vom Eadius 
E(, und hierauf eine ebenfalls noch ganz 
im Innern von T” liegende Kreisflache K 
mit einem Eadius ab, verstehe 

alsdann, nachdem man die Peripherien 
dieser Kreisflachen mit k^, k bezeichnet 
hat (s. Pig. 2), unter e, s zwei auf k fest 
angenommene Punkte, unter 0 , ^ zwei im 
Innern der Kreisflache K frei bewegliche 
Punkte und verbinde den der negativen 
Seite von Ci und der positiven Seite von 
gemeinsam angehorigen, mit zu be- 
zeichnenden, Punkt sowohl mit dem Punkte z 
durch einen den Punkt e enthaltenden 
Schnitt I, wie mit dem Punkte ^ durch einen den Punkt s enthaltenden Schnitt I- in der 
Weise, dafi die Schnitte c, I bei einem negativen Umlauf um ihren gemeinsamen Aus- 
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gangspimkt in der Reilienfolge Cj, • • •, c^,, ■ ■ ■, ■ ■ ■, Z„_., I, nberschritten werden, 

imd die Perii^liene k init dem Sclinitt L nur den Punkt e, init deni Sclinitt U nur den 
Punkt e geineinsam liat. Andern die Punkte 'C in der Kreisfladie K ihre Lage, so sollen 
von den zu ihnen fiihrenden Scknitten nur die in K fallenden, init zu be- 

zeichnenden, Stucke sick andern. Die aus K durch Einfiihrung der Schnitte 1., ent- 
stehende, von der Linie Ic und den beiden Seiten der Schnittstucke begrenzte, 

Flache werde niit bezeicbnet, und dementsprechend moge die aus durch Auf- 
hebung des Schnittes entstehende Flache mit AT;^, die aus durch Aufhebung des 
Schnittes L entstehende Flache mit AT,, bezeichuet iverden. 

Auf die definierte Flache AT, sollen jetzt die beiden Ausdrucke: 


P 

0 


In 




P 

0 


In 




durch die Beziehung: 

( 1 ) 


z 

, Pp 


’ 0 ^ 


P 

0 


= P ^ 
0 * 


m 


verknhpfte GroBen sind, hat man nur noch die beiden Logarithmen zu definieren. Zu 
dem Ende verstehe man unter In irgend einen der unbegrenzt vielen diesem Aus- 
drucke zukommenden, nur um gauze Vielfache von 2ni sich unterscheidenden , Werte, 
bestimme alsdann den Wert von Ihj:^ durch die Gleichung: 


( 2 .) 



— ni 


und definiere endlich die Funktionen 
Gleichungen: 

^ i 


(3.) 



In , In fur die Flache AT,^,^ durch die 


( 4 -) 



e £ 


bei denen der Integrationsweg von e bis z sich mit dem Schnittstftcke der Inte- 
grationsweg von s bis t sich mit dem Schnittstucke decken soli. Damit sind dann 
auch die beiden oben aufgestellten Ausdrucke vollstandig bestimmt, und es besteht 
zugleich, infolge der durch Verbindung der Gleichungen (2.), (3.), (4.) sich ergebenden 
Beziehung: 


(5.) 


In 


1 



— ni 


und der unter (1.) stehenden Beziehung, zwischen ihnen die Gleichung: 


( 6 .) 


P 

0 




-In 


1 

~S' 


Die zu der ausgezeiclineten CLarakteristik gekorigen Funktion.-n. 

Dei auf del liiiken Seite der letzteii Gleichung steheiide Aiisdruck: 

-In^ 
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P 

0 


ist, del uispiuDgliclien Definition der Eleuientarfunktion P geiuilB, liei fei^tuelnilteiieiii s 
eine in P,. einwertige und stetige Funktion der komplexen Yeranderliclieu iT, die fur je 
zwei zuin Schnittstticke gehorige entsprechende Punkte denselben Wert be- 

sitzt, und deren Derivierte nach I die GrdBe P ^ -f ist; er ist aljer auch. wie die 

Gleichung (6.) zeigt, bei festgehaltenem t eine in K,^ einwertige und stetige Funktion 
der komplexen Verandeiiichen die ftir je zwei zum Schuittstficke J,: gehorige ent- 
sprechende Punkte z denselben Wert hesitzt, und deren Derivierte nach z die 


GroBe P 


~ Infolgedessen stellt der in Rede stehende Ausdruck eine schon 

innerhalb der urspriinglichen, schnittfreien, Flache K einwertige und stetige Funktion der 
beiden komplexen Y erilnderlichen z dar, welche die GroBe (P | f ] -f dg -}- (P j : j - dz 

als vollstandiges Differential besitzt, und er liefert dementsprechend ftir ^ ^ eine inner- 

halb K und daher auch in der ganzeu Flache Kq einwertige und stetige, dureh die 
Gleichung: 

g.w _ to (p|;] - In 

definierte Funktion 5o(^) *161’ komplexen Yeranderlichen z, deren Derivierte durch die 
Gleichung: 

^ = ft? Kf 0 + fA) + ( f lil - F^)] - I:| + f li|] 

bestimmt ist. 

Es soil jetzt untersucht werden, wie die auf der rechten Seite der fur 
gewonnenen Gleichung stehende, mit f{z) zu bezeichnende, GroBe: 

^ lim fPp' 




Li \z\ 


] 


sich verhalt, wenn z sich in der urspriinglichen Flache I' frei bewegt. Zu dem Ende 


heachte man, daB der Ausdruck P 


+ P 


auf irgend zwei Punkte z, g einer aus T' 


durch Ausscheidung der Punkte a, oo entstehenden Flache bezogen, bei festgehaltenem z 
eine einwertige und stetige Funktion der komplexen Veranderlichen X» hei festgehaltenem ^ 
eine einwertige und stetige Funktion der komplexen YeiAnderlichen z ist. Man erkennt 
dann zunachst, dafi die ftir lim C = aus diesem Ausdruck hervorgehende Grbfie f{z) eine 
ftir jeden von den Punkten a, oo verschiedenen Punkt der Flache T einwertige und 
stetige Funktion der komplexen Yeranderlichen z ist. 
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Um weiter das Verhalten der Funktion /’(^j fiir den Puukt a = (0=1,2, mit 

der Ordnungszabl ^ — 1 = — 1 zu erkeimen, verstehe man uuter s, 'Q zwei dem 
Gebiete des Punktes a angeburige Punkte und beachte, daB fur jede zulassige Lage 
von ^ die Entwicklung: 


P 

1 


+ P 

I 


= P 
1 


+ 


y-P 

.'1 


- P 


rfp 


H- 


ds 




gilt, und daB daher ftir jeden dem Gebiete des Punktes a angehorigen Punkt z die 
Punktion f{^ durcb die Gleichung: 


f{?) 


p 

1 


+ 2 -P 




+ 


dF 

a 

tl 

z 


dz 




dargestellt wird. Multipliziert man nun diese Gleichung mit z — a oder, was dasselbe, 
mit zl^, laBt alsdann den Punkt z gegen den Punkt a riicken und geht zur Grenze tlber, 


so erhalt man, unter Beriicksichtigung des Verhaltens der Funktionen P|“j, P 
ftir den Punkt a, die Gleichung: 


7n = 1, 2, 3, • • - j 




und ei'kennt, dafi die Funktion sich fiir das Gebiet des Punktes a durch eine 
Gleichung von der Form: 




+ 




- cl) 


+ ••• + 


{z cc)^ 


F - ■--■ A + + «/< +1 (^ - “ «) + 


(2;- a)'' 


bei der die c von z unabhangige GroBen bezeichnen, darstellen laBt. 

Um endlich das Verhalten der Funktion f(^!) fiir den Punkt c5o = oo„ (><=1,2, •■ •, 9 ) mit 
der Ordnungszahl i-^l = — l zu erkennen, verstehe man unter z, ^ zwei dem Gebiete 

des Punktes 00 angehorige Punkte und beachte, daB fiir jede zulassige Lage von 'Q die 
Entwicklung : 


P 

1 


+ P 

1 


= P 
1 


n= i ^ 


dP 

CO 

n 

Z 


dz 


7^ = 00 / 

[-tP 


n— L-hi- 


(IF 


+ 


dz 


gilt, und daB daher fur jeden dem Gebiete des Punktes 00 angehbrigen Punkt z die 
Punktion f(z) durch die Gleichung: 


m 


p 

1 



n=:l ^ 

dP 

00 

Z 

+ S — 

n 

z 

00 

dz 


« = i -f 1 


-h P 

^ 72 —/ 


dF 


+ 


dz 


dargestellt wird. Multipliziert man nun diese Gleichung mit z, oder, was dasselbe, 


Die zu der ausgezeiehiieten Cliarakteristik gcdi.'jrigen Funktioncn. 
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niit last alsclann den Punkt ^ gegen den Pnnkt 3c rucken imd gelit 

liber, so erhalt man, nnter Beriicksichtigung des Verhaltens der Fiinktionen 
»,=i, i,3. •, fur den Punkt cx., die Grleicbung: 


zur (irenze 


p 


, p 

X 

1 

X 

?n 

J 





und erkennt, daB die Funktion f(/) sich ftir das Gelnet des Punktes 
Gleichung von der Form: 



T + Cl (f) ‘ + Co [■^) ‘ + 


durch eine 


bei der die c von z unabhaugige Gi'dBen bezeichnen, darstellen laBt. 

Es ist jetzt noch das Verhalten der Funktion f(z) langs der Schnitte a, h, c 
zu ermitteln. Zu dem Ende verstebe man unter s» (' = 1 . 2 , •■■,?) eineu der drei Schnitte 
a„, c,, und bezeichne ein zu ihm gehoriges Paar entsjorechender Punkte mit z~, 

die Werte der Funktion f(z) in diesen Punkten mit /’(F)'*', f(/f- Ber Definition der 
Funktion f{z) gemafi ist dann, wenn man unter 'C~ ein zweites zum Schnitte s„ 
gehdriges Paar entsprechender Punkte versteht, 


/'(^)+-f(^)- = Hm(p|f; 


+ P 
1 




Ftihrt man nun den vorgeschriebenen Grenziibergang aus, indem man beachtet, daB der 
hinter dem Limeszeichen stehende Ausdruck mit dem Ausdrnck: 



gleichwertig ist, und daB nach fruherem die vier Differenzen, aus denen sich dieser 
letzte Ausdruck zusammensetzt, samtlich den Wert Null besitzen, wenn s„ mit oder 
mit c„ identisch ist, dagegen die Werte: 


o) 2 dui 

di* ’ p df 

beziehungsweise, wenn s„ mit identisch ist. 


_ n dul* 2 dul 

rfz+ ’ p ds~ 

so erkennt man schlieBlich, daB 


langs «„{/’(^f)'*' = /’( 2 ) , 
langs ft, {f{zy = f{z)- - 4 ^ 
langs cyf{zy = f{z)-, 


ist. 

p-E, n. 


16 
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Man definiere nun zu der am Anfang dieses Artikels eingefulirten einfadi zu- 
sammenhaugeuden Flache T" eine Funktion F(/) durcli die Grleichung: 


(I-) 


2 

F(£)^Jmclz, 


bei der das auf der rechten Seite stehende Integral von dein der negativeu Seite von Cj 
und der jjositiven Seite von gemeiusam angehorigeu Punkte Za irgend einein in 
T" verlaufenden , aber keinen der Punkte a, oo entbaltenden Wege bis zum Punkte s 
zu erstrecken ist. Aus den soeben ermittelten Eigeuschaften der Funktion f(s) folgt 
dann, da6 F(z) eine in T" einwertige Funktion der komplexen Veranderlichen s ist, 
welclie fiir jeden von den Punkten a, oo verschiedeneu Punkt dieser Flache stetig 

ist, dagegen fiir den Punkt ct, (?= 1 , 2 , ■■•,>•) unstetig wird wie —— — — , fiir den 

Punkt 00 ,, (>;=i, 2 , •■•, 5 ) unstetig wird wie ■■ In z, und deren Weiie F(zy, F(z)~ in je 
zwei entsprechenden Begrenzuugspunkten z'^, z~ in der Weise verkntipft sind, dafi 

langs = F{z)~ + 21, , 

langs [F{zY = F{ 2 )- - 4^^ m;" + 23„ 

(S.) langs c, { = F{z)- 

langs {F{zY - F{z)- - - l)2ni, 

langs L, {F(^y = F(^y + (i-y. +l)2jr*, 

ist, wobei 21,, -.i*, von z unabhangige GroBen bezeichnen. DaB langs c, die Gleichung 

F(zy = F(zy + besteht, ergibt sick unmittelbar, wenn man das Integral f[z)tlz 

vom Punkte t, langs der Begrenzung von T" in positive!- Riclitung bis zum Punkte §„ 
(s. Fig. 17 auf S. 154 des ersten Teiles) erstreckt und das Verhalten der Funktion F{z) 
langs der Schnitte a,, &, berucksichtigt. 

Die Funktion F(z) laBt sich durch eine lineare Verbindung von Elementarfunk- 
tionen darstellen. Zu dem Ende beaclite man, daB der Ausdruck: 


v=l, 2, 

(>=1,2, .-.r, 
x=l, 2,-.., q, 


F{z)+^{l.,-l)P 


+ 1)P 


eine in der ganzen Flache T" einwertige und stetige Funktion der komplexen Yer- 
anderlichen z darstellt, welche in je zwei zu einem der Schnitte c, I gehOrigen 
entsprechenden Punkten z'^, z" denselben Wert besitzt, und deren Werte in je zwei 


Die zii dor ausgezeiohrieten Charaktori.stik o'eliuricreri Fnnktionen. 

zii eineni cler Schnitte ci, h geh(}ngen entspreclieiideii Punktf^ii sich niir uni eine 

langs des betreftenden Schnittes konstante GrOBe luitersclieitlen. Eine foiiktion init 
diesen Eigenschaften ist aber eine ziir Charakteristik ([[[[1) gehOrige, allentlialben 
endliche Punktion W, und als solche kauu sie diu’cli eiiien Ausdruck von der f orm: 

a = p 

(7 5 = 1 

bei dem die c von ^ nnabhaugige Grofien bezeichnen, dargestellt werdeu. Dai'iiiis foigt 
dann schliefilich, daB die dutch die Gleichung: 


F(z) = J f(z)clz 
*0 

far die gauze Flache T” definierte Funktion F(z), der aufgestellten Behaiiptung ent- 
sprecbeud, durch, eine Gleichung von der Fonn: 


(n.) 




l)f +2(}. + ■^)f “'I +2\»,|^r| -r c 

^ X=1 ^ ~ > (7 = 1 


dargestellt werden kann. Bestimmt man nun auf Grund dieser Darstellung das Yer- 
balten von F(z) langs der Schnitte a, i, c, I und vergleicbt die so sich ergebenden Re- 
lationen mit den dieses Yerbalten ebenfalls charakterisierenden Relationen IS.), so ge- 
langt man zu den fur v = 1, 2, p geltenden Gleicbungen: 




CyTtt, 


(> = 1 = l ^ ^ 


fj^p 

^(7 i ’ 

(7=1 


welche die 2p GroBen •■= 1 , 2 , • ••,?, dutch die p zunachst noch nicht naher bekannten 

GroBen c,., .= 1 . 2 , •••,?, ausdrucken. 

Eine zweite Bestimmung der GroBen 91^, 95,, ’= 1 . 2 , •••,?, durch die zugleich auch 
die bis jetzt noch unbekannteu GroBen c,., > = 1 , 2 , -.i., bestimmt werden, erhalt man durch 
die folgenden Betrachtungen. 

Man verstehe (s. Fig. 3) unter g irgend einen Punkt der Flache T", unter z 
einen der positiven oder der negativen Seite von oder angehorigen Punkt, ziehe 
alsdann von dem der negativen Seite von und der positiven Seite von gemeinsam 


angehdrigen Punkte Zq zuui Punkte z einen Schnitt und denke sich die auf den 
Punkt z sich beziehende Punktion P ^ gebildet. Durch den Schnitt wird die Flache T" 


16 
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in zwei Teile zerlegt, yon deneii der eine, mit 
T" zu bezeichnende, an die negative Seite von L, 
der and ere, mit It" zu bezeichnende, an die 
positive Seite von Z, anstoBt. Nun definiere m?^ .ri 
zu der den Schnitt Z, enthaltenden Flache T" 

dadurch, daB man 


eine neue Funktion 

0 6 


fur jeden Punkt J von T”\p\ 
fiir jeden Punkt ^ von iV'fP 


z 

= p 

t 

0 

z 

= p 


0 


von 


setzt. Da die so definierte Funlction Pl^. 

0 |t| 

in irgend zwei zum Schnitte Z, gehbrigen ent- 
sprechenden Punkten denselben Wert be- 

sitzt, so ist sie auch noch in der ursprftnglichen, den Schnitt I, uicht enthaltenden, 
Flache P" einwertig, und es soli daher bei der Betrachtung ' dieser Funktion der 
Schnitt I, als uberflussig -weggelassen werden. Die dadurch auf die ursprungliche Flache P" 

bezogene Funktion P J ist nun fiir jeden Punkt ^ dieser Flache P", der eine solche 

Lage hat, daB die Punkte s als Punkte der Flache P betrachtet geti*ennt liegen, 

einwertig und stetig, fiir den Punkt ^ = ^ dagegen wird sie unstetig wie In^^. 
Verbindet man jetzt nach Einfilhrung ernes den Punkt mit dem Punkte ’Q verbin- 

denden Sclmittes U die erste der beiden die Funktion P 

0 

mit der fur jeden Punkt ^ von P/' geltenden Gleichung P 

mit der fiir jeden Punkt ^ von P/' geltenden Gleichung P 

man welter, daB fiir jede Lage des Punktes ^ die Grleichung: 


deflnierenden Gleichungen 
— ni, die zweite 
+ ni, so erkennt 


= P 
0 


= P 
0 


p 

0 


p 

0 


m 


besteht, und damit zugleich, daB P 


eine stetige Funktion des Punktepaares g, ’Q ist. 


wenn nur die Punkte g, ^ als Punkte der Flache P betrachtet getrennt liegen. Was 


endlich die, allgemein mit P 


p 

0 b 


zu bezeichnenden, Werte der Funktion P I 

0 b 


in 


je zwei entsprechenden Punkten ^ der Begrenzung von T" betriflft, so soil hier 
nur das Folgende bemerkt werden. Liegt der Punkt g am Schnitte a„, und wird da.rm 


Die zu der ausgezeiclineten Clmrakteristik gidiorigen Funktionen. 12.') 

cler von h,. bis z sicli erstreckende Teil des Scbnittes a, mit u’„ der vou c Itis sieh 
erstreckende Teil mit a" bezeichnet, so ist, der Definition der Fimktion P|:| zufolge, 


lansrs a,. I P 
I 0 

lings o:{p|:;. 


= P 
0 

= p 
0 


-b -Tii. 


Liegt dagegen der Punkt e am Scbnitte 1)^., und wird dunn der von a~ bis r sich 
erstreckende Teil des Scbnittes 6 ,. mit h’,, der von ^ ])i 3 aj sicb erstreckende Teil mit 
h" bezeichnet, so ist 


z 

= p 

z 

b 

0 

S 


= -p 

0 I 

1 ^ 
k- 




+ y K ~ ~K 


zhi j- 
p V 


'2ni. 


Man grenze jetzt in T" ein den Punkt * enthaltendes Flacheiistiick S dadurch 
ab, daB man die Endpunkte eines den Punkt z enthaltenden Teiles s des Linienzuges 
I* a~ 'b~ durch eine im Innern von T” verlaufende 
Kurve verbindet (s. Pig. 4). Das abgegrenzte 
Plachensttlck soli im ftbrigen so beschaffen sein, 
da6 keine zwei seiner Punkte xibereinander liegeu. 

Weiter verstehe man nnter ^ irgend einen von 
z verschiedenen Punkt des Plachenstucks 8, be- 
zeichne mit q, (p die Polarkoordinaten des Punktes c 
in bezug auf ein Polarkoordinatensystem mit dem 
Punkt z als Pol und dem durch z in der i^osi- 
tiven Eichtung der X-Achse gezogenen Strahl 
als Polarachse und setze; 


In 


= — In p — (pi, 


(pi + Tti, 



A' 


Fig. 4. 


. .. ln~^=-lnp 

indem man zugleich die Bedingung stellt, daB 

bei stetig sich andemdem z die GroBe (p sich von dem zu ? = z = z' gehorigen, 
unter den zulassigen Werten beliebig gewahlten Anfangswerte (p aus ebenfalls stetig 
andert, also nirgendwo um ein ganzes Vielfaches von 271 springt. Dementsprechend 

nicht nur bei festgehaltenem z eine in 8 allent- 


stellt dann der Ausdruck P 

0 


In 


i-- 


halben einwertige und stetige Punktion der komplexen Verhnderlichen ^ dar, die als 


Derivierte nach ^ die GrdBe P 

1 


-f besitzt, sondern auch, da die Beziehung: 
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P 

u 



bestelit, bei festgehaltenem Z eine einwertige uiicl stetige Funktion der in ihrer Beweguug 
anf die Linie s beschrankten komplexen Yeranderlichen z, die als Derivierte nach z die 

GroBe P n — besitzt. Der in Rede stehende A.usdruck stellt daher aucb eine ein- 

1 |h| ^ 

wertige und stetige Funktion der beiden komplexen Veranderlichen t, z dar, welclie die 
GroBe + f:^) + {l’ “ f:^) vollstandiges Differential besitzt, und er liefert 

demgemafi filr 'Q-=z eine durcli den Ansdruck; 



dargestellte, einwertige und stetige Funktion der in ihrer Bewegung auf die Linie s 
beschrankten komplexen Veranderlichen z, welche die GroBe: 




zur Derivierten hat. Diese Derivierte stimmt aber mit der Derivierten der frtiher 
definierten, ebenfalls Iffngs s einwertigen und stetigen Funktion F(z) uberein, und es 
besteht daher ftir jeden Punkt z der Linie s die Gleichung: 


F(»)-c+to(p|; 



bei der C eine von z unabhangige GroBe ist. 

Der auf der rechten Seite der gewonnenen Gleichung stehende Limes ist unab- 
hangig von der Art und Weise, wie ^ gegen z konvergiert, und man kann daher den 
Punkt ^ auch auf einer beliebig gewahlten algebraischen Kurve gegen den Punkt z an- 

rffcken lassen. In diesem Falle hat der laterale Teil — (pi von In = — In ^ — cpi 
eine bestimmte GrOBe — ri zur Grenze, und es kann dementsprechend die in Rede 
stehende Gleichung durch die Gleichung: 


F[z) = G + lim (|P ^ + In + ri 


ersetzt werden. Die GroBe r = hm (p ist durch die Richtung bestimmt, gegen welche 

die Richtung des Radiusvektors z^ konvergiert, wenn ^ auf der gewahlten Bahnkurve 
gegen den Punkt z anrffckt. Diese Richtung mbge durch einen von z ausgehenden 
Speer markiert werden. FaBt man die Totalitat der fur das Anrucken von J moghchen 
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Balinkuiveii ins Auge, so wire! dadui'cli ini Piiukte z, ivoiin or iiiclit otw«t dio in Figiir 5 ,, 
dargestellte Lage hat, ein Btischel von oo' Speeren liestinnnt i s. die Fignreu n., 5,, 



Von diesen Speeren soli derjenige, welcher dein Anrilcken eines auf s in positiveni 
Sinue sich bewegenden Punktes ^ entspricht, als Anfangsspeer, derjenige, ivelcher dem 
Anriicken eines auf s in negativem Sinne sich bewegenden Punktes Z, entspricht, als 
Endspeer bezeichnet werden. Dreht sich ein Speer, ohne aus deni Btischel heraus- 
zutreten, um einen bestimniten, in BogenmaS gemessenen, positiveu oder negativen 
Winkel, so andert sich die GroBe % inn denselben Betrag. Deuinach wird t stets eine 
negative Anderung — s (o<s< 2 jt) erfahren, 'wenn ein Speer sich vom Anfangsspeer aus 
liber die Speere des Buschels zuni Endspeer di’eht. Der durch Figur 5^ dargestellte be- 
sondere Pall entspricht dem Werte e = 0. Nachdem so der zu einem Punkte z der Linie s 
gehorige Btischel von Speeren hinreichend charakterisieii ist, ordne man jedem Punkte z 
der Linie s in der angegebenen Weise einen Btischel von Speeren zu. Innerlialb der 
dadurch zur Linie s bestimniten Mannigfaltigkeit von co- Speeren liiBt sich jeder Speer 
in jeden auderen durch stetige Lagenauderung tiberfuhren; auch ist, wenn innerhalb 
dieser Mannigfaltigkeit ein Speer irgendwie seine Lage andeit, die dieser Anderung 
entsprechende Anderung der GrdBe t immer gleich der Gesaintdrehung des Speeres. 

Es soil jetzt gezeigt werden, daB die Punktion F{z) sich ftir jeden der posi- 
tiven Oder der negativen Seite von oder \ angehorigen Punkt z, nachdem man den 

Wert von passend bestimmt hat, durch eine Gleichung von der Porm: 


F{z) = G + Bin 



darstellen laBt, wmbei G eine von z unabhangige Grdfie ist. 

Zu dem Ende zerlege man das aus ht, a~, K, bestehende, von t, uber 
r„, p„, q„ bis §„ (s. Pig. 6) sich erstreckende Stuck der Begrenzung von T" in Teile 
Si, s„, die so klein seien, daB sich zu ihnen Plachenstticke S\, S., von der 

frtiher beschriebenen Art abgrenzen lassen. Dabei sollen je zwei aufeinander folgende 
Plachenstticke 8^ langs einer beliebig kleinen Linie welche von dem den 
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Linien s„_i, s„ gemeinsamen, uiit zu bezeichnenden, Punkte ausgeht, aneinander 

stoBen. Es moge nun allgem ein ein in 8^, frei beweglieher Punkt mit ein in seiner 
Bewegung auf die Linie beschvankter Punkt mit endlich ein in seiner 

Beweguug auf die Linie s„ l^eschrankter Punkt 
mit bezeicbnet werden. Die Funktion F(z) 
UiBt sicb dann auf Grund des vorher erbaltenen 
Eesultats fur jeden Punkt der Linie durch 



eine Gleichuug von der Form: 


J’W-C.+lim(p|j 


-In ^ 


fi- 


a 


ftir jeden Punkt der Linie So durch eine Glei- 
chung von der Form: 

F(z,) = a + lim (P "a - In 

darstellen, wobei Ci eine von Go eine von Zo 
unabhkngige GroBe ist. LaBt man nun die Punkte z^^, z^ mit dem Punkte die Punkte C,, 

mit dem Punkte % zusammenfallen, so wird Pfe) = Pfe), P = P !* ; dagegen braucht 
der Wert von In ^ sich mit dem unabhangig von ibm definierten Werte von 
In y - nicht zu decken, sondern er kann sich davon um ein ganzes Vielfaches von 

2ni unterscheiden. Daraus folgt, daB sich die Konstanten (7i, auch nur um ein 
ganzes Vielfaches von 27ii unterscheiden kdnnen, und man erkennt zugleich, daB 

man den Anfangswert des in der zweiten Gleichung vorkommenden In 

stimmen kann, dafi G.^ = Pi wird, oder, was dasselbe, daB man die Funktion F(z) fiir 
jeden Punkt z der Linie Si + Sj durch eine Gleichung von der Form: 


J'(.)-C+to(p|'|-lnj^) 


darstellen kann , wobei G eine langs der ganzen Linie Si + konstante GroBe ist. 
Erweitert man nun die Flache + 8^ durch sukzessives Hinzunehmen der Flachen- 

stiicke 8^, 8^, •••, 8„, zu der Flhche Si + Pj d 1- und wendet jedesmal die eben 

beim Ubergang von 8^ zu -(- 8.^ benutzte SchluBweise an, so erkennt man schlieBlich, 

daB die Funktion F(z) sich fur jeden Punkt z der Linie Si + H 1- s„. oder, was 

dasselbe, for jeden der positiven oder der negativen Seite von oder angehorigen 
Punkt z durch eine Gleichung von der Form: 


Die 2 U der ausgezeiclineten Charakteristik gelidrigen Fuiikti.>neii. 


121) 


-F(^)= 6 ’+]ini(P 



darstellen laBt, wobei C eine langs a~ h~ konstante CxrOGe bezeichnet. und mit 
Eiticksicht auf die Entstebung dieser Gleicbuug daran festzuhalten ist. daB der Punkt !r, 
weun 2 auf s„ o<=i,2. • ••, liegt, in seiner Bewegung auf das Flacbenstuck S„ bescbriinkt ist. 
Gehort der Punkt ^ der Linie s„, der Punkt 1 ' also dem Fliicheustuck ,% aii, und 

bringt man alsdann die soeben gewonnene Cfleichung, nachdem man In = — lnQ — ffi 
gesetzt bat, in die Form; 

F(s) = C' -f bm (P + In ()) + ri 


— wobei T = bim9 durcb die Eicbtung bestimint ist, gegen welcbe die Eicbtung des 

Radiusvektors 0^ konvergiert, wenn ^ auf irgend einer Bahnkurve gegen den Punkt 2 
anriickt — , so kann man in derselben Weise, wie es bei der vorhergehenden Unter- 
suchung gescbeben ist, jedem Punkte 0 von und damit aucb jedem 

der positiven oder der uegativen Seite von a,, oder h^. angeborigeu Punkte 0 einen 
die verscbiedenen Grenzricbtungen markierenden Btlscbel von Speeren zuordnen. Zu 
dem Punkte G'<= 2 , 3 , ergeben sicb, da man diesen Punkt sowobl als Punkt der 

Linie s^,_i wie als Punkt der Linie s^, anseben kann, zunacbst zwei, einen gemein- 
samen Speer besitzende, Biiscbel von Speeren; der durcb Zusammenfassen dieser beiden 
Btlscbel entstebende Btlscbel ist als der zum Punkte gehdrige Bftscbel zu be- 

trachten. Aucb fdr einen solcben Btlscbel gilt der Satz, daB bei der Drebung eines 
Speeres innerbalb des Btlscbels die GroBe r eine dieser Drebung gleicbe Anderung 
erfabrt. Innerbalb der jetzt zu dem Linienzug bf a~ h~ bestimmten Mannigfaltigkeit 
von 00“ Speeren laBt sicb jeder Speer in jeden anderen durcb stetige Lagenanderung 
tlberftlbren; aucb ist, wenn innerbalb dieser Mannigfaltigkeit ein Speer irgendwie seine 
Lage andert, die dieser Anderung entsprecbende Anderung der GrOBe r immer gleicb 
der Gesamtdrebung des Speeres. 

Auf Grund der zuletzt gewonnenen, die Funktion F(0) fOr jeden der positiven 
Oder der uegativen Seite von a» oder b^ angeborigeu Punkt darstellenden Gleicbung lafit 
sicb jetzt das Verbalten der Funktion F(0) sowobl langs des Schnittes wie langs des 
Scbnittes b^ in folgender Weise bestimmen. 

I VTa.n verstebe unter 0*, 0~ irgend ein zum Scbnitt a„ gehoriges Paar entsprecbender 
Punkte, unter ein zweites Paar entsprecbender Begrenzungspunkte, welcbes zu 

dem von 0^ bis b* sicb erstreckenden, ebenso wie fruber mit a" zu bezeichnenden, 
Teil des Scbnittes gebort. Bezeichnet man dann denjenigen Wert von r, welcher 
dem zum Punkte geborigen Endspeer entspricht, mit t+, denjenigen, welcber dem 

p-n, n. 17 
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zuBi Punkte gehOvigen Anfaiigsspeer entspricht, mit r„, so lassen sich die Werte 
F{sy , F{s)~ der ruuktion. fur die Punkte 2 - darstellen durcli die Gleichungen: 


F(s)- = 6'+ l_im_(p|!Z 


+ In 

"T In i. 


Hieraus erhalt man durck Snbtraktiou, indeui man beachtet, daB nacb fvQber Bewiesenem 


L = p 


0 1 



-P 

0 


langs a'l I P 

ist, zuuacbst die Gleicbung: 

und weiter dann, da 

P ^ - P !! = P 

0 6 U b 0 

ist, die Gleicbung; 

F{zy - F{zy = « - r; + 27i)i. 


+ 2ni 

) + yt - t; + 2n)'i 


-P 

0 


0 


Die DilFerenz rt — t~ bleibt ungeandert, wenn man das Punktepaar F, z~ durcb Ver- 
scbiebung Ikngs des Scbnittes a,, in das Punktepaar q,,, :p,, tiberfuhrt; es ist also 
Tj'" — Tj = rj" — wobei tJ" denjenigen Wert von t bezeichnet, welcber dem zum 
Punkte q,, geborigen Endspeer entspricbt, denjenigen, welcber dem zum Punkte ;p,, 
gehorigen Anfangsspeer entspricbt. Diese letztere Differenz ist aber gleicb der Gesamt- 
drebung eines Speeres, welcber iniierbalb der zur Linie l~ gebdrigen Speermannigfaltig- 
keit von dem Anfangsspeer des Punktes p,, in den, mit ihm gleichgericbteten, Endspeer 
des Punktes q„ ubergeftilirt wird, und sie ist daber ein nur von dem Verlauf des 
Scbnittes abbkngiges, mit g„2ji zu bezeicbnendes, gauzes Vielfacbes von 2n. Es 
ergibt sicb so scblieBlicb, daB 

langs a,,{F(zy = F(zy + (g„ + l)27ri 
ist. 

Urn das Verbalten der Eunktion F(z) Ibngs des Scbnittes zu bestimmen, ver- 
stehe man jetzt unter z'^, z~ mgend ein zu diesem Scbnitte gebdriges Paar entsprecbender 
Punkte, unter ein zweites Paar entsprecbender Begrenzungspunkte, welcbes zu dem 

von z- bis sich erstreckenden, ebenso wie frith er mit I'l zu bezeicbnenden, Teil des 
Scbnittes gebdrt. Bezeichnet man dann denjenigen Wert von r, welcber dem zum 
Punkte z'^ geborigen Anfangsspeer entspricht, mit denjenigen, welcber dem zum 


Die zu der ausgezeiehnoten Charakteriitik gehOrigen Funktionen. 1' 

Punkte geliorigen Enclspeer entspricht, mit tJ, so lassen sich die Werte F'z-, F>z 
dei Funktion Fiz) fui die Punkte , z~ darstellen durch die tileieliuiiiron: 

F{zy = C'+ Hm (p|:::| -P In (>) p rji, 

F{^~ = C' + Uni_^P p In (jj -f- x~i. 

Hieraus erhalt man durck Subtraktion, indem man beachtet, da6 uaeb fiaiber Bewie.senem 


lings j f - p IPI + I K - i< - p + ^ - 


» P 


ist, zunkcbst die Gleicbung: 


- PW" - {P|f I - P If I) + I »r - 2«r - p + p - (r,- - rj + 2M 


imd weiter dann, da 


Pf -?’■ -Pp 

Ofe OS 0* 0- P p ^ p ^ 

aucb uf = + fl,,,, ist, die Gleicbung: 

F{zy - F{z)- = - 4 ^ ^ - 2 a,, - (rf - r j + 2 jt) i . 


Die Differenz rf — bleibt ungeandert, wenn. man das Punldiepaar z^ , z~ durcb Ver- 
scbiebung langs des Schnittes in das Punktepaar r,., uberfubrt; es ist also 
Tf — rj” = — t'”, wobei xl” denjenigen Wert von x bezeicbnet, welcber dem zum 

Punkte p, geborigen Endspeer entspricbt, t*" denjenigen, welcber dem zum Punkte r,. 
geborigen Anfangsspeer entspricbt. Diese letztere Differenz ist aber gleicb der Gesamt- 
drebung eines Speeres, welcber inner balb der zur Linie af geborigen Speermannigfaltig- 
keit von dem Anfangsspeer des Punktes r,, in den, mit ibm gleicbgericbteten, Endspeer 
des Punktes p„ tlbergeftlbrt wird, nnd sie ist daber ein nur von dem Verlauf des 
Scbnittes abbangiges, mit zu bezeicbnendes, gauzes Vielfacbes von Btt. Es 

ergibt sicb so scblieBlicb, daB 

langs h[F{zy = F{zy - 4^ < - ^ - 2 ^ a., - 
ist. 

Nacbdem jetzt das Verbalten der Funktion F(z) bangs der Scbnitte von 

neuem bestimmt ist, vergleiche man die gewonnenen Eelationen mit den unter (S.) 
stebenden, dieses Yerbalten ebenfalls cbarakterisierenden ursprfmglicben Eelationen. 

17 * 
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Es ergeben sich clann fur die dort Torkommendeu, auf Seite 123 diircli die Gleichungen: 

Sf,, = Cj. ni, 

(S'.) 


a = + + (2i^-2) (f - 

(j~l x = l ' ^ ' a=l 

bestimmten Konstanten tier die Gleichungen: 


(S".) 


Sf,, = (g,, + l)27ii, 

83.. = -■ 




Leitet man nun aus den beiden jetzt fiir %. vorhandenen Darstellungen die, die 
bisher noch nicht naher bekannten GroBen c bestimmende, Eelation: 

C,= 2(g, + 1) (r=l, 2 ,...,p) 

ab, tragt die so fur die GroBen c gewonnenen Werte in die zweite unter (S'.) stehende 
Gleichung ein und setzt alsdann die beiden filr 83.. voihandenen Ausdinlcke einander gleich, 
so erhalt man schlieBlich die far r =1, 2, geltende Gleichung: 


27c., = — ^ — ^ («.., + 1) (S(J+1) + 

^ = 1 y. = l a = l 

welche die Art der Abhangigkeit der Konstante 27c., (''= 1 . 2 , •••,?) von der Beschaffenheit 
der vorgegebenen {2p + l)-fach zusammenhangenden Flache I und von dem Charakter 
des zur Verwandlung dieser Flache in eine einfach zusammenhangende Flache T be- 
nutzten Querschnittsy stems deutlich erkennen laBt. 


9 . 

Es soil jetzt eine allgemeine Formel abgeleitet werden, 'welche die Derivierte 
einer beliebigen linearen Verbindung von zur Charakteristik gehorigen .Elementar- 

funktionen durch ebensolche Elementarfunktionen darzustellen gestattet. 

Man lege wieder die ursprilngliche Flache T" zu Grunde, bezeichne die s Punkte 
ooj, • • cx>^, • • •, a^, Si, - ■ 81 in der vorliegenden Eeihenfolge mit • • •, und bilde 

zur Flache T" mit Hilfe von irgend s den Bedingungen — 1, f=i, 2 , -.r, ge- 

nhgenden ganzen Zahlen m[, ■■■, und irgend welchen Konstanten S, 8t, O die Funktion: 


|'/| + ■ ■ ■ + +s!f8t,«,b|+ c. 

cr = 1 '^11 I ^ = 1 

Zu derselben Flache T" definiere man dann, indem man unter a irgend einen im 
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Innern dieser Flache gelegenen Punkt verstelit, eine zweite, niit > 
Funktion durcli die Gleichung: 


22(.) 


d”P 

a 

0 



dz" ’ 


ZU bezeichiiende, 


waMe die Radien der im ersten Teile, in Art. 5 des sechsteii Aljschnittes. ziir Ab- 
grenzung der Flache T* benutzten Kreislinien ■■■, V, so, daB auch die Flache T* 
den Punkt a in ihrem Innern enthalt, und betrachte das fiber die Begrenzung 91 von 
in positiver Richtung erstreckte Integral: 



dz. 


Die hinter dem Integralzeichen stehende Funktion £1 ~ ist eine in der Flache T* 

einwertige und mit Ausnahme des Punktes a auch stetige Funktion der komplexen 

Veranderlichen z. Infolgedessen ist das in Rede stehende Integi'al auch gleich dem 

+ 

j f) 

£2-^ds Oder auch, da die Funktionen 

(a) 

J2(z) und ^ Punkt a stetig sind, gleich dem den Wert 

+ 

(_ !)«+>■ 27ri besitzenden Integrale Es besteht demnach die 

Gleichung: 




. d'‘a{a) 


da” 


Man zerlege nun das Integral J in die den einzelnen Stilcken der Begrenzung 91 
entsprechenden Teile und bezeichne den Komplex der auf die Schnitte a, b, c, I' sich 
beziehenden Integrale, nachdem man zuvor noch bei jedem dieser Schnitte die auf die 
positive und die auf die negative Seite desselben sich beziehenden Integi-ale in der in 
dem oben genannten Artikel beschriebenen Weise vereinigt hat, mit Jj, den Komplex 
der auf die Kreislinien h' sich beziehenden Integrale mit J^. Es ergeben sich dann zu- 
nachst die Gleichungen: 


4 - _ a = s 

+ r{22+di2+-i2-di2-}+5’ r{22+di2+-i2-di2-}, Js = J'/ 

r = lf2 e = <r=iy 


£2d£i. 


cj*] 


Um die mit bezeichnete Integralsuxoine, bei der dz, dS2 — dz 

ist, auszuwerten, beachte man, da6 fhr v = 1,^, ■ • -iP', u = 1, 2, • • •, s: 
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liings a.. {£2^ = /2 + ?(. . 


i2- =_Q-. 


liings [.Q+ = i2 4- y + 93',, 

liings c, {-Q^ = i2- - 

liings Z;{0^ = i2- + 2n/2,„, 


42+ = 42- + - 
_Q+ = .Q-, 

42+ = 42" 




ist — wobei zur Abkurzung 


rr =5 


a — 1 


gesetzt ist, und der Wert der Konstante 33,., wenn man noch zur Erzielung einer ein- 
heitlichen Schreibweise die GroBe — 2u^. — ^ wieder mit bezeichnet, durch die 

P P 0 

Gleicbung: 



?=i> 

Q = 1 


geliefert wird — und daB dementsprechend fttr r ^1,2, ■ • -jp; cr = 1, 2, • • •, s: 


langs {42+c?42+ = 42“i^42" -|- Sl„(^42+, 

langs S, {42+1^42+ = 42-i?42- + 33„d,^+ + j ®u^cm+ + j a-d[^), 
langs c, { 42+ = 42" d a~ - @ fZ42+ 

langs { 42+ fZ42+ = 42" cZ42~ -f 2ni S,,/?42+ 


ist. Eeduziert man alsdann mit Hilfe dieser letzteren Relationen die auf der recbten 
Seite der ftir gewonnenen Gleicbung zwischen den gescbweiften Klammern stebenden 
Ausdrucke, so erbalt man ftir zunacbst die Gleicbung: 


Jx = "2 [%■/ ^*^ 2 + + ^yjd£2+ dS2^] 

at bt ct 

+ 1 ®5' J'<ia* + t'S / i2-‘2(S') + 


und scblieBlicb, indem man die mit Hilfe der Eelationen (S.) sicb ergebenden Glei- 
chungen: 


Die zu der ausgezeicbneten Charakteristik geliurigen Funktionen. 
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+ 

f d-n* = A, - 4 = i- 

a^. 

+ 

J*dS2'^ = = 0, 

bt 

+ 

- A.„ - A. - A- A.. 

+ 

r dii+ =11, - = si, -ii„ , 

J fff+i % ‘■ti 

bei denen die ftlr v=f, o = s auftretenden Zeicbeu als gleichbedeutend 

mit den Zeicben beziebuiigsweise anzuseben sind — l3emitzt und beacbtet, dafi 


+ -f 

J dSl^ =Ju^clSl^ — j' dS2"^ = ulrS2^^ — tii‘'S2t^ — f Sl^ 

it it bt d* 


cl ul 


= — niSl,.^ — J" S 2 chil, 

it 


<’ {^) — fa- i {^) - A. &}„ - A. (!»..+/%& * 

b't b„ b~ 

- - a- [^),. +{-crJc^dK+{-ir»^sJi 


dz^ 


ist, die Grleicbung: 


era 

dz'‘ 


clul 


A - - J ® A / a du- + {- 1)- i J f \ 

bt bt 

JS v~i «/ 0 = 1 


Zur Auswertung der mit bezeiebneten Integralsumme beaebte man, daB sicb 
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die Funktionen £1, £l fur das Gebiet des Punktes r}^ (o=i, 2 ,- -,s) durch Gleicbungen vou 
der Form: 


(R.) 


-2,ini + :^ + -5i + 


. J_ . 


•'<’ ^<r 


+ 


2 "‘ff 


■r C'aO + + • • • + CanKr + ••••, 

+ ^aO + + C„.2^' + •••+ C„„ «” + •••• 


darstellen lassen, wobei fiir cr = 1, 2, • • •, q 0 ,, = % fiir a = ^+ l, 2, •••, s = 

ist, die S>, c, 2, c von ^ unabhangige GroBen bezeichnen und speziell Q„, 2^1, ■ • ■, 2„,„'^ die 
bei der Bildung von £1{£) benutzten Konstanten sind. Da nun der Wert von J, aus- 
scblieBlich von dem durch die Gleicbungen (E.) charakterisierten Verhalten der Funk- 
tionen £1, £1 fur die Punkte abhangt, und diese Gleicbungen (E.) genau 

dieselbe Form haben wie die Gleicbungen (E.), welche das Verhalten der im ersten 
Teile, in Art. 1 des siebenten Abscbnittes, aufgestellten Funktionen W, W charakterisieren, 
so bleiben die dort zur Auswertung der auf die Funktionen TF, W sicb beziebenden 
Integi’alsumme Jg durchgefiibrten Untersucbungen ricbtig, wenn man darin allenthalben 
die Buchstaben TF, W durch die Bucbstaben £1, £2 beziehungsweise ersetzt, und es ergibt 
sicb dementsprecbend fiir die bier vorliegende Integralsumine Jg die Gleicbung: 

Jg = 2ni^2^£2„,^ - 2n^ ^2„2a~27ii ^ (£<rC„o-S„c„o) - 2ni^ 

(7 = 1 ( 1=1 (7 = 1 ( 7=1 ^( = 1 

Tragt man jetzt die fiir J^, Jg gewonnenen Ausdriicke in die Gleicbung J=J^-\-J 2 
ein und eliminiert aus der so entstehenden Gleicbung und der zu Anfang fiir J ge- 
wonnenen Gleicbung die GroBe J, so erhalt man die Formel: 


(7 = a (7 = s a = H (.1^ m[f 

(T=l £7=1 (7=1 /i = l 




£7=1 


6+ 


"d^Sl(z) 


dul 


2© 

p^Tti 


Dm dieser Formel eine fiir die Anwendung bequemere Gestalt zu geben, fubre 
man mit Eilcksicbt darauf, dafi 


■ ■ '> Vft’ Vg + J> ' ' ’> Vl + r> Vg + r+l> ' ' '? ^J + r+f) ' ‘ '> ‘ ‘ ’> ^r> ' ' '> 


Die zu der aiisgezeielmeien Charakteristik geliOrigeu FunktiMi.-u. l-JT 

ist, fiir die in den Gleicliungen (R.) vorkoinmenden Konstanten 2. c, 2, c. m’ eine neue 
Bezeichnung ein, indem man 


for 


1 , 2 , 3 , • • •, j 

(So- = 

= Q(=°is) 

<^0 ? 

'^au 

'^Ll J 


^\u y 

f 




is,- 

= QK-) 

^(JU 


Gou 

y 

■ =P.:t 

fur 

a = 

^H-1, ^-f-2, •••, g-f- r 1 

fS„ = 



= 

^ou 

’ /< y 





= S^“-’-"’, 

Q 

'^ati 

y 

^iJli 



for 

0' = 


rQ = 


Q 

^af.t 

— 9 — r) 

•^,11 y 


_ 5— r) 

Td — in 



iSo- = 



7— r) 

y 

Oou 




setzt, und bringe dementsprecbend die zu Anfaiig des Artikels aufgestellte, die Funk- 
tion £2(z) definierende Gleichung in die Gestalt: 



fr 




+sr'>p 


+''+2?’tr/i) 




+2;->P 






Nun beaclite man, daB die Funktion P “ , deren Derinerte nacb z ebendort niit 
_ 0 

S2(d) bezeichnet wurde, der Gleichung (3.) des Art. 7 zufolge fiir das Gebiet des 
Punktes (cr=i, 2, •••, «) dargestellt wird durch die Gleichung: 


P 

0 


= -P, 

0 \Va 


A S=oo 


+:^Tr 


x=i 




und daS daher 

for das Gebiet des Punktes (*= 1 , 2 , •••,0 die Gleichungen: 


P 


= P 

0 


= 00 . 

+ ^’Tf 

2=1 *• ^ 


?. = n 


fur das Gebiet des Punldes a ($=i, 2 , -,r) die Gleichungen: 


P 

0 


= P 

0 


: I + j I f r.i -ft f I -f I (^1") 


fiir das Gebiet des Punktes oo„ («= 1 , 2 , die Gleichungen: 


P 

0 


P 

0 


X = eo . 

+^tf 






A ’ 

glX 


X~X 
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bestelien. Man erkeunt dauu, daB alle Konstanten 2'"^ 2'“^ und aucli alle auBer den 
Konstanten vorkommenden Konstanten 2'"' sowie die Konstanten 

Wert Null liaben, und daB sicb deinentsprecbend die vorher ge- 
■wonnene Formel — wenn man nocb das auf ilirer rechten Seite binter deni ersten Integral- 


zeiclien steliende S2is) 


FF 

a 

0 

J -Z 

z 


stebenden Grleicbung durcb (« — 1)! F 


auf Grund der in Art. 7 unter (8.) an erster Stelle 
ersetzt — auf die Formel; 


da" 


r = 1 
fj — r 


«l 
/. = 


/ = 1 
?. = np 


/ = nfu — l 

+(-1)":^ 2r''>cr‘'+^ A2r'’>cr’^- 

Q=:l [ /. = 1 /=! 

y, = q I \ 

y = l I / = ;i + 1 J 

+ (_ 1)» Mi® J M I cH - -i. 

J dz" 


reduziert. Dabei soil der in der dritten Zeile an dem Summenzeicben stebende Akzent 
andeuten, daB bei der Summation diejenigen, der Reibe 1,2, angebbrigen, Werte 

von X auszuscbliefien sind, fiir welcbe etwa + 1 ist. Die in der vierten und funften 

Zeile vorkommende GroBe @ ist, der neuen Bezeicbnung entsprecbend, bestimmt durcb 
die Gleicbung: 

© = S F S 2r^> + 

r = l ^ = 1 x = l 

In die letzte Formel trage man jetzt fiir die darin nocb vorkommenden GroBen 
c, 2 ibre aus den vorber fiir £l{z) aufgestellten Entwicklungen unter Beacbtung der 
Relation {g + n\n)=={— 1)” (— g \ n) sicb ergebenden, durcb die Gleicbungen : 


c^) =(«-!)! P 


1^“'!) = ~ • p 


a = 1, 2, 8, • 


;.=i, 2,3,. 


(-A| 

n) F 1 

-^n+a 1 « 

(-- 

n) F ‘ 



(—\n 

) P 1“" 


/ a-nix 1 ® 




n — 1 ^ 


niL^- 




Z = l,2,3, 




n) 

^ ph 


— X X \ a 




zu ilor au'je/A-iclir.r-ien CliurukU’S'i.stik g>'l;''iri; 


■n rnnkilvU'-n. 




bestiniixiteii Werte ein. LuBt man dami nocli bei cb‘r i‘nt.standeiien Fornit?! in neut*r 
Bezeicbuung au Stelle des Buchstabeiis ^ den Bucbstaben > mid hierauf an Stelle dt‘s 
Bucbstabens (i deii Bucbstaben ^ treten . so erbiilt man .schliefllich die iiii' jedeii iniieren 
Puukt s der Fliiche T" geltende Form el: 



welcbe die gewiinscbte Darstellung der Derivierten des zuletzt fiir Slizj aufgestellten 
Ausdruckes durch Elementarfimktionen enthalt. Die bierbei auftreteuden Eonstauten 
cp\ ■ ■ C/Li sind die Eoeffizienten, welcbe in der Entwicklung der Funktion I2(z) 
fiir das Gebiet des Punktes den Potenzen 4(,> • • •, beziehungsweise znkoinmen. 


10 . 


Die im vorbergebenden Artikel gewonnene Formel (Dq.) kann, da bei ibr die 
Schnitte Z nicbt mebr in Betracht kommen, auf die Flacbe T' bezogen werden und gilt 
dann, ibrer Ableitung gemaB, ftir jeden von den Punkten oo, a, e verschiedenen inneren 
Punkt s der Fliiche T', aber nicbt, wie leicbt zu erkenneu ist, filr jeden Punkt z der Be- 
grenznng dieser Flacbe; sie laBt sicb jedocb so modifizieren, daB sie auch nocb gilt, 
wenn der Punkt z ein Punkt der Begrenzung von T' ist. Um diese Modifikation zu 
erhalten, sollen zunacbst die auf ibrer recbten Seite an erster Stelle stehenden Inte- 
grale einer eingehenden Untersucbung unterzogen werden. 


Da die Funktion P 


ds 


einerlei 


und damit zugleicb auch die Funktion P| 

welcbe Zahl aus der Reihe unter a verstanden wird, als Funktion der 

beiden komplexen Veranderlicben z stetig ist, wenn ^ einen zum Schnitte gehdrigen 


18* 
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Punkt, 8 einen weder zum Schnitte gekOrigen noch mit clem Punkte zusammeu- 
fallenden Punkt der Flache T bezeichnet, so wire! durch die Gleichung: 


( 1 -) 



+ 


(»-!)! 

ni 



F 


z 


dui 


eine filr jeden weder znm Schnitte !)„ gehorigen noch mit §„ zusammenfallenden Punkt 
der Flache T' einwertige und stetige Funktion der komplexen Veriinderlichen g 

deflniert. Die Funktion kann aber auch durch die Gleichung: 


(2.) 




dui 


definiert werden, da die Werte der Funktion F 
hOrigen entsprechenden Punkten 'Q~ , wie leic. 


dui 


in jc zwei zum Schnitte ge- 
dt zu selien ist, durch die Gleichung 


F 


dui 

dt 


5 = P 


diii . 2 diS„ 

dt 1)1 d^'‘ d^ 


vevkniipft sind. Beachtet man nun, daB fur die auf 
den rechten Seiten der Gleichungen (1.), (2.) stehenden Intcigrale die Schnitte nicht 


d^ 

di 


und 


du’;y 


sowohl ftir je zwei 


in Betracht kominen, da jede der Funktioneu i'| 

zum Schnitte a„ wie fiir je zwei zum Schnitte c„ gehorig(^ entsprechende Punkte 
deiiselben Wert besitzt, und claB daher die Integrationswege der in Rede stehenden 
Integrale auch als in sich zurticklaufende angeschen und deincntsprechend, ohne claB 
diese Integrale eine Wertanderung erleiden, durch Deformation vollstandig von dem 
Schnitte losgelost werden konnen, so erkennt man weiter, daO die Gleichungen (1.), (2.) 
durch die Gleichungen: 


[1-] 


[ 2 -] 




(n — ] 


rk 


clui 


2 

pni 


( W-uj 
ij dS'‘ 


dui 


ersetzt werden konnen, wenn nur die neuen Integrationswege /d„, y„ den folgenden 
Bedingungen genugen. Die von dem Integrationswege und dem neuen Integrations- 
wege begrenzte Ringflache soil, von Teilen der Schnitte a,„ c„ abgesehen, keinen 
Teil eines der noch iibrigen Schnitte a, i, c und weder den Punkt 0 noch einen der 
Punkte a enthalten; ebenso soli die von dem Integrationswege und dem neuen 


Ill 


Die zu der ansgozeiclineten f'liaraktvristik gi-i;rTig.'ii FuiiktioT;t!i, 

Integrationswege begrenzte Riugflilche, von Tcilen dps Sclinittes aligosphen. koineii 
Teil eines der noch flbrigen Scbnitte a, h, c imd weder don Punkt ^ noi'b eineu der 
Punkte a entbalten; endlicb bat man sowobl liei der Linie it, wie lipi der Linie •/., als 
die positive Ricbtnng des Durcblanfens diejenige anzusebni], welcbe zn der ins Jnnere dt'r 
entspreclienden , eben eivrahnten Ringflache gericbteten Xormaleii so liegt wie die 
positive Richtung der Ti-Acbse zur positiven Richtung der X-Acbse. Die Gleicbung [1.], 
die im Gegensatz zur Gleicbung (1.) nicbt versagt, wenn der Punkt z in einen der 

Punkte von h~ ruckt, liefert nun die der Stetigkeit eutspi’ecbenden Werte der Funk- 

tion fur diese friiber ausgescblossenen Punkte; eT)enso liefert die (ileicbung [2.], 

die ini Gegensatz zur Gleicbung (1.) nicbt versagt, ivenn der Punkt ^ in einen der 

Punkte von oder in den Punkt e,, riickt, die der Stetigkeit entsprecheuden Werte 
der Funktion fiir diese frtiher ausgescblossenen Punkte; und die so vervoll- 

standigte Funktion ist dann eine ftir jeden Punkt der Flficbe T' einivertige und 

stetige Funktion der komplesen V’erandeidicben z. 

Die Werte der jetzt fttr die gauze Flacbe T' definierten Funktion in je 

zwei zu einem der Scbnitte a, h, c gehorigen eutsprecbenden Punkten 4'" sind in der 
Weise verknupft, dafi 


laugs a,, { , 


langs &„ { 

langs + (- 1)" 2 - J. j cUil 

langs c, {Ji"\0y= 


V = 1, i*, • • •, rr — 1, T- 1, • -jp , 




ist. Die Eicbtigkeit der ersten, zweiten und vierten dieser Gleicbungen erkennt man 
uumittelbar, indem man beacbtet, claB die Funktion J^Xz) fur jeden nicbt zum Scbnitte 
geborigen und aucb nicbt mit dem Punkte zusanimenfallenden Punkt z der 

Flacbe T durcb die Gleicbung (1.) bestimmt wird, und daB langs a, jP 


langs h, [P 


= P 




= P 


ist. Um dagegen die an dritter 


d»ul 

Stelle aufgefiibrte Gleicbung zu gewinnen, bat man vor allem zu berilcksicbtigen, daB 
die auf ibrer linken Seite stebende GrOBe J^X^y durcb die Gleicbung [2.], die auf ihrer 
recbten Seite stebende GroBe J^X^y durcb die Gleicbung [1.] bestimmt wird, und daB 

ist. Man erbalt dann fur die in der genannten 


(n- 


L_ ^ 
•1)! di’‘ 


langs h„ (P 

Gleicbung vorkommenden GroBen J^X^y^ die Gleicbungen; 
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' d ir^. “ 

J n 


'•a 


+ 



rl _l_ 

:ti J n \z 


'a 


+ 


(«-l)! FpIS 
ni ^ ^ \ z 

~diil, 


JL [£^1 
pzti J kj" 


dvi 


imd demnach fur die Differenz jy\zy — zuniichst die Gleichuug: 


Aus der von j3„ uud h'^ begrenzten Kingflache sowohl wie aus der von y„ und h~ be- 
grenzten Ringflache denke man sicli nun die in sie fallenden Teile der Schnitte a<„ c„ 
entfernt und bezeichne die so scbnittft’ei gewordenen Riugflacben mit B^ beziehungs- 




-j~ ist dann, bei festge- 
er Ringflache einwertige 


weise. Die auf den Punkt z von bezogene GroBe P 

haltenem z~ als Funktion des Punktes ‘C betraclitet, eine in cl 
und mit Ausnahine des dem Punkte z~ entsprecbenden Punktes z'^ von h'^ auch stetige 
Funktion der komplexen Vei-anderlicben "Q, ebenso aber eine in der Ringflache B^ 
einwertige und mit Ausnahme des Punktes z~ auch stetige Funktion der komplexen 
Veranderlichen 'C, und zudem gilt fiir je zwei zu dem, die Ringflache von der 
Ringflache B^ trennenden, Schnitte \ gehdrige entsprechende Punkte 'Cy 'C~ die Gleichuug 


P 


S+ 

z- 


du^ _ jp\t I dv,)j ^ 




df ~ t U-\~dS 1)1 if' Definiert man nunmehr fur die aus den Ringflachen 


RijRj sich zusammensetzende Ringflache R^ + R^ eine Funktion P(^) der komplexen 
Veranderlichen 'Q, indem man 


fur jeden Punkt 'Q von Ri|p’(^) = P 
fur jeden Punkt 'Q von Rj f F(C) = P 


- d^ 
dt ’ 

- kiif, , ‘2 dtt'’„ 

If 1)1 TF 'W 


setzt, so hat diese Funktion P(C) in je zwei zum Schnitte gehorigen entsprecbenden 
Punkten denselben Wert und sie ist daher, wenn man noch die aus der Flache 

Ri + Rg durch Aufhebung des Schnittes hervorgehende, ausschlieBlich von den Linien 
/9„, begrenzte Ringflache mit R bezeichnet, eine Funktion der komplexen Verander- 


14 :; 


I)ie zii iler t ’htirak.^/ri'^tik 


L't-iiuriiTr-a 


Fh!; ktiOKvIl. 


lichen welche fur jeden von dem Puiikte - V(n-.schiedt‘uun Puukt dt-r Flilehe Jl 

einwertig und stetig ist, fin* den Pimkt = s = dagegen in der Wei.se unstetig 

wil’d, dafi die Difierenz F\C) — p — fiir diosen Puukt steti" bleibt. Demneiuiifi besitzt 


das um den Punkt in negativer Riclitung erstreckte Iiit*^gral J F 
den Wert Null, oder, was classelbe, es bestelit die Gleicliung: 



1 








Mit dem hiev links stehenden lutegrale stimmt aber, infolge der eben angefiihrten 
Eigenschaffcen der auf die Flache JZ bezogenen Fnnktion FCC), da.s iiber die, von den 
Linien (3^, fa gebildete, Begrenzung der Fliiche iZ erstreckte Integral fFCF)d'Z dem 
Werte nach tiberein, wenn man dabei die Integi’ationsrichtung so wuhlt. da6 sie zu der 
ins Innere der Flache iZ gerichteten Normaleu ehenso liegt wie die positive Eichtung der 
y«-Achse zur positiven Eichtung der W-iVchse, oder, was dasselbe, daB die Begren- 
zungslinien y„ in der vorher fiir sie festgesetzten positiven Eichtung durchlaufen 
werden, und es besteht daher auch die Gleichuug: 


'a 

Ersetzt man nun in jedem der beiden auf der linken Seite dieser Gleichuug stehenden 
Integrate die Grofie F(^) durch den ihr auf Grund ihrer Definition entsprechenden 
Ausdruck, so erhalt man die Gleichuug: 


'o ’'(T ‘a 

und diese Gleichuug liefert dann schliefilich durch passende Verbindung mit der vorher 
ftir erhaltenen Gleichuug die Gleichuug: 

+ 

- Ji” W' - (- ir2 S# +i-J0 

*P ^ t. 

Damit ist aber, da J' ^ du’ = ist, die gewiinschte, das Yerhalten von 

Ihngs des Schnittes charakterisierende, Gleichuug gewonnen. 
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Aus den Fuuktionen bilde man nun durdi Addition iind 

darauffolgende Multiplikation mit ^ die Funktion: 

^ 0=1 


Die so definierte Funktion S„( 2 ) ist eine in der Flache T' einwertige und stetige 
Funktion dev komplexen Veranderlicken deren Werte in je zwei entsprecliendeu 
Begvenzungspunkten s'^, z~ in dev Weise verkntipft sind, daB 


(S.) 


langs = S,,(z)-, 

langs h,. + (- 1)" j 

langs c,{S,(zy = 8,(sy, 


2 

pTci 




iH, 


v= l,-2,. 


•)Pi 


ist, und es besteht zudem auf Grund der Definition der Funktion jy\z) (a=i. 2 ,- ■•,?>) fur 
jeden weder zu einem der Schnitte h^, • • ‘,hp gekorigen nocli mit eineni der Punkte 
§ 1 , • • •, §p zusammenfallenden Puukt z der Flaclie T' die Gleichung: 




dui 


fur jeden der negativen Seite eines Scbnittes h angeliorigen Punkt z = z der Flaclie T' 
die Gleichung: 


syz') 


(n — 1) I 
pni 



z' 


dui, 


fill’ jeden der positiven Seite eines Schnittes h angehorigen oder mit einem Punkte § 
zusammenfallenden Punkt z = z” der Flilclie T' die Gleichung; 


syz ") = 


{n-l)l y r 

„=! J 


f ^ 

s 

f n 

z" 


clui 


i_ ‘V’ c 




Aus dieser letzten Gleichung erhillt man noch unter Beachtuug der Gleichung (3,„.) des 
Art. 5 die Gleichung: 

(z) du 

y. 




Dio y.u dor 


CLaraki’^ristik g-‘iiurig»'!i Fmd;ti-n^:ii. 


I 4 D 


Oder, da 



<lu]. i.st. die (ileielmiig: 








it. 


Eiiie Fuuktion S{s, der komplexeu Yeriiiiderlicher! welehe t'iiv jeden Punkt r 
der Flache T' eiuwertig und stetig ist und den Uleichungeu S.} genugt, kanu sick, 
wie aus dem Fuiidamentalsatze folgt, vou der Funktion Sjz- uur um eine additive 
Konstante c untersclieiden; genilgt sie auBerdem iioeh dm' Gleicliuiig ^ ~ . so ergibt sicli 
fur c der Wert Null. Die Funktion SJz; ist also aucb durch die soeben genannten 
Eigenscbaften vollstandig bestimint. 

Fuhrt man jetzt schliefilicb bei der Fttrmel (Do.) fur die auf ibrer reebten rfeite 
an erster Stelle stehende Integralsumme die Funktion Njlri mit Hilfe der vorher fitr sie 
aufgestellten Cfleicbung ein, so gebt diese Fonnel ul>er in die Fttrmel: 



t=t 

-= y 

d::" 

T=1 


h~r 

(D.) 

y. = q 


T = 1 I ^ = 1 


' c n\ IL,, — A 


J /. - ' u/u^ ~ \ Pol / nUf-r'- 


+ (- !)■ e&U.) - J/ ^ 5'/ 91 


und diese neue Formel gilt filr jeden von den Punkten 00, a, s verscbiedenen Punkt .2 
der Flache T', da die Differenz ibrer linken und reebten Seite eine in der Flache T' 
einwertige und stetige Funktion der komplexen Veranderlichen z ist, welcbe ftir jeden 
inneren Punkt z und daber aucb filr jeden Punkt z der Begrenzung den Wert Null besitzt. 

In bezug auf die am Scblusse der Formel (D.) stehende Integralsumme moge 
bier nocb bemerkt werden, daB sie immer den Wert Null besitzt, wenn n eine gei-ade 
Zabl ist. Wendet man namlicb auf das binter dem Summenzeicben stehende, ilber h; 
erstreckte Integral das Yerfahren der teilweisen Integration (»-lj-mal hintereinander 
an, so erbblt man die Dleichung: 


C /? 'z i 1 1 “ “ 1 c . 

J rff" di Y J 


d%il 


d^ii: 










P-E, II. 
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die, wenn n eine gerade Zahl ist, fur das in Kede stehende Integral und damit auch 
fill’ die genanute Integralsumme den Wert Null liefert. 


11 . 

Mit Hilfe der Fennel (D.) sollen jetzt die Derivierten der Eleinentarfunk- 


tionen s , P ^ 
^ ’ 0 2 


, P 


, P 


Man setze, unter r eine Za' 


aus 6 


, p 


dargestellt werden. 


, verstehend, in dem zuletzt 


ler Eeihe 1,2, 

fiir anfgestellten Ausdrucke die GroBen £ samtlich der Null gleich, ebenso die Kon- 
stante G, dagegen 3(„ = d,.„5Ti, < 7 = 1 , 2 , • dann geht S2(g) in uG\s\ uber, an Stelle der 
Entwicklung der Funktion £l{z] fur das Gebiet des Punktes a^, ('- = 1 , 2 ,- ■•,'■), aus der die in 
der Fennel (D.) vorkoinmenden GroBen 6“^'^ zu entnelnnen sind, tritt die Entwicklung: 

P, = 00 


-'G 1^ I = ^ “ h — h. ’ 

P. = 0 ^ ;. = 1,2,3,. • ^ ' 


und die Formel (D.) liefert, wenn man sie auf diese spezielle Funktion S2{g) = u^\g\ 
bezieht und beachtet, daB bei dieser Funktion die GroBe © den Wert Null besitzt, ftlr 
die Derivierte der Funktion uAz\ die Darstellung: 




ds“ 


-1^ ^ 


<j = 1 /. = 1 


rihzl 

\ 

n 

/ 

) 


-p 

\ 

. ?«(“(') p! 

OJ 




« p — p. p. 1 


J dr 


(r = l, 2, 


Man verstehe jetzt unter ?/ einen der drei Punkte Sj, 00 ^ — wobei a eine 

Zahl aus der Eeihe 1, 2, • • •, r, x eine Zahl aus der Eeihe 1, 2, • • •, g bezeichnen soli — 
und setze in dem mit £l[s) bezeichneten Ausdrucke die GroBe der Eins, alle tibrigen 

GrfiBen fi sowie die GroBen 31,, Sfa, •••, 31^, G der Null gleich; dann geht il{g) in P 


die Integi’alsumme J ^ (ht>l in ^ ^ 


d“P 


i'=i 


dr 


chil Oder, da auf Grand der in 


Art. 7 unter (8.) an erster Stelle stehenden Gleichung 





0 

£ 

. = 


dr 


(to — 1 )! P ^ ist, in 

^ ^ n ri ’ 


2)ni S„(ri) liber, die zu S2(s) gehorige GrOBe © erhalt den Wert 1 und an Stelle der 
Entwicklung der Funktion £2(g) fiir das Gebiet des Punktes a„ ((i=i, 2 ,...,r) tritt, den 


Gleichungen (3.) und (1.) des Art. 7 geinaB, die Entwicklung: 


P 

0 


wobei = 4" -P ^ 

X~0 ^ P.= 1,2,3,- • • 

wenn der Punkt a„ von dem Punkte 7 ; verschieden ist, dagegen die Entwicklung: 


P 

0 


= In ~ + 2 wobei cf') = -f (p|“^| - , 

ttp ;. = 0 ' P = 1,2,3,. • ^ ^ 
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wenii dt?v Piinkt «„ sich jiiit dein Punkte /, d.‘.-kt. w:(< ubriut-ii- nar ia d.-iii Falla, 
wo r, der Punkt ist, vorkoiinia-n kann. Untor'ihriilat man jrtzT in baziiu'’ uaf die 
drei Falle >; = Ei, t; == «„, /, = oc,, mid bazit-bt die Fi»nnal IJ. . indem man zugleieh 
deii Buchstabeii Cj. d(*r oiiien belieliiireii von dt*n Pnnkten n,. a., rcj,---, ■>: , ver- 

schiedeneu inuereu Puiikt der FUiehe T' liezeichnot, diirch £ ei-Mir/t. der Pe-ihe na>-h auf 
die speziellen Fmiktioneu i’2(F) = i'H, 22 ,r = /'!“• 


. 22 == 1' ’■'I, ••'O erhiilt man 


fiir die n"* Derivierte der Funktiou 1‘ 


die Darsteliuin 


I'D,.) 


(l”P 

0 


dz'^^ 


t 

0 = r 

+ jS" 

5 = 1 

' ro 

n p 

“"}p 


- 


; JL 

» nit 

At\ 

1^' 


+ ,-l r6:,lX) - -r 


fiir die a*' Derivierte der Fimktion die Darstellunpr: 

d’‘P f , l = ») 

(D 3 .) _i^= ^l±-(«_l)! P — Li 

^ dz'‘ IL„ ^ J 3 ^ ntL^ - X 


( 

^'n , 

^ ) -P 


\npa~A 

s 




I “P'0 — A \ 


+ y' y ^ * "" p 


Q= 3 i A = 1 

C) V—P /Tjn ^ ^ 

+ (- ir-S'XX - 5’„(aJ + ^ J rfpf 


- ,r) 


far die «‘® Derivierte der Punktion P 


die Darstellung: 


d’^P 


0 

Z 


(D,.) " L ' = ^ ^ 

^ ^ Q-zi 




P !“(' 


+ (- 1)- - S„(oo^) p ■ 


v = p 

- V 

t 

v = l e 


rd^ul j «• 




Dabei soil der auf der rechten Seite der Formel (Dj.) an dem Summenzeichen stebende 
Akzent andeuten, daB bei der Summation fiir den Index q der Wert a auszuscblieBen ist. 

Man verstebe jetzt unter i] wiederum einen der drei Punkte e^, a„, oo„ unter m im 
ersten Falle die Zabl im zweiten Falle die Zabl n„, im dritten Palle die Zahl und 
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setze in dem zuletzt fur fifs) aufgestellten Ausdrucke die GroBe 2if der Bins, alle iibrigen 
GroBen S sowie die GroBen 9[i, C der Null gleich; dann geht i2(^) in pj'' 

iiber, die zugehorige GroBe <2 erbalt den Wert Null und an Stelle der Entwiddung der 
Funktion i2(^) fiir das Gebiet des Puuktes a,, (f=i, 2 , •••,/■) tritt, den Gleichungen (4.) und 
(2.) des Art. 7 gemaB, die Bntwicklung; 

= 1 d/o’ 

wenn der Punkt a„ von dem Punkte verscliieden ist, dagegen die Entwidvlimg: 


j>n 

in \Z 


L -L z’- wobei cf*'’ i— fP — — I'l 


wenn der Punkt sich mit dem Punkte tj dedct, was librigens nur in dem Falle, wo 
7 ] der Punkt a„ ist, vorkommen kann. Unterscheidet man jetzt in bezug auf r; die 
drei Falle 7 / = = co^ und bezielit die Formel (D.), indem man zugleicb den 

Buchstaben Si, der einen beliebigen von den Punkten a^, ■ ■ a^, ooj^, ■ ■ ■, oc^ ver- 
schiedenen inneren Punkt der Flkche T’ bezeichnet, durch e ersetzt, der Eeike nacb 


auf die speziellen Funktionen ^(.s) = Pj^|, i2(.s)==P 
fur die Derivierte der Funktion P 


n 


(^)=-p 7 


so erhalt man 


die Darstellung: 


(Da-) 



£ 


m 

Z 

_ 


dz’‘ 




7 i-P?n 


Q = r X=zn,ii -1 [ 

- — 5' ^ 




') 


(»»-!)! -fl re, 




-L-7^. P “0-p 

— I Ws"‘„,,p_7 S / 


— "^f 

iTCi J 


d'‘p 


u 

V =1 .+ 

f>V 

fiir die Derivierte der Funktion P 




(D..) 


d"P 

m 

1 

/ m 

iA p h” 

dz^^ 

” V 

It' 


1 ^ = i^cr J 


die Darstellung: 


_J: 'y \ r-o- ; / / r p 

0 ^^ •^)* nfL^ — X \^^^cta^nf.ta—X 



1 ■ 

l\ p1“o| 

s 


1 

0 

l!4 


Q=r X-n^t ^-1 



/ d"‘ 

P 

cc 

Q 

\ p|“? 

— X 


JT 

i 

/0I U 


Die zu del* tiiii?gczei'?hnoteii Ciiarakterisiik *„'eht*i':ge:i Fin:kTi-*ii*'-ii. 


14 !< 


fiir die Derivierte der Fimktioii P 


die Daritelluni': 


(Dr-) 


d“P 


l ' U fj ). ^ 

f) = r = ntfc - 1 1 ;; ) 

1 V V V > ( d-’‘ 


n iLf-. — A 


{m — 1) ! 

v = p /rf-P 


iJL 

U;i‘ 


•o;. 


r = Ui:. -,,1 


wenn mOii^ + l ist, dagegen die Darstellung: 




Cd:.) =(- «) p 

■ ' dz” ''‘rl A«-n,d s I '.Hi — 

. r = p rd'^P 


'V 

X = 1 


“f ) p 





(r = l,» ■• •,5) 


wenn «i ^ + 1 ist. 

Dabei soil der auf der rechten Seite der Formel (D,j.) an deni Summenzeiclien stehende 
Akzent andeuten, da6 bei der Summation fiir den Index q der Wert a auszuscHieBen 
ist. Was den Bucbst-aben m betriflft, so vertritt derselbe bei der Formel (Dj.) die Zabl 
bei der Formel (Dg.) die Zabl n„, endlicb bei den Formeln (D-.), (D/.) die Zabl p,, und 
es kann daber, insofeme n„, unbestimmte positive ganze Zahlen sind, in den 
aufgestellten Formeln nnter m irgend eine positive ganze Zabl verstanden werden. 

Die auf der rechten Seite der Formel (D,,.) vorkommende Integralsumme, bei der, 
ebenso wie bei der Formel (Dj.), s einen bebebigen von den Punkten Ci, • • a,., oo^, • • oo^ 
verscbiedenen inneren Punkt der Flacbe 1" bezeicbnet, kann, da fiir jeden solchen 
Punkt 8 auf Grand der Definition der Funktion 8^[^\ 





ft d”‘ P 

1 

5- 

b 

f 

is"* pzti J 



d'^P 



n 

.1 .rri 

8 

. = 


d’‘P 


dt“ 


dw,, 

ist, durch 


— ersetzt werden, und es tritt dann an Stelle der Formel (D^.) die Formel; 


[D..] 


dz"' 


p = r l = 7.p,-l(* 

= (-m\n) Pn + r-^ 2 2 - 


nfi — i| 


nfi 


lI (£L p 1“!,' \p|“« 

-i Us”v«r-d * 1^ 




{in — 1)1 ds" 
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Die Forineln CD...'), [Dj.J gelten ilirer Ableitmig geiiiaB fiir jeclen von den Puukten 
a, oc verschiedenen iimeren Punkt b der Pliiche T' . Da jedoch bei jeder dieser beiden 
Formeln die Ditferenz der linken und recbten Seite bei festem z eine in der Flacbe 1" 
einwevtige und stetige Funktiou der komplexen Veranderlichen e ist, welche filr jeden 
inueren Punkt e und daber auch fiir jeden Punkt b der Begrenzung den Wert Null 
besitzt, so gelten diese Formeln auch noch fiir jeden an der Begrenzung von T ge- 
legenen Punkt e; nur inussen, wenn z ebenfalls an der Begrenzung liegt, die Punkte b, z 
als Punkte der Flacbe T betracbtet getrennt liegen. 

Es soil jetzt schlieBlich nocb die Derivierte der Funktion S„,{z) dargestellt 
werden. Zu dem Ende ersetze man bei der Gleicbung; 


dz"- p-ai J 


r d” F 

S 

j in 

Z 


dz"' 


diii, 


welcbe fiir jeden von den Punkten a, oo verscbiedenen inneren Punkt z der Flacbe T' 
gilt, die hinter dem Integralzeicben stebende Derivierte durcb den ihr auf Grund der 
Formel [Dj,.] entspreebenden Ausdruck. Man erhalt dann die Formel: 


(D«-) 


dz”' 


n = r = 


^ = 1 = 1 
4- 

v = p 



”)( 

\ 

na-: 

1 \ 


i' = l 


P ! 

CLo 

nfif — X 

a 



duilP 

X 




die ihrer Ableitung gemaB fiir jeden von den Punkten a, oo verscbiedenen inneren 
Punkt z der Flacbe T' gilt, die aber auch noch — da die Differenz ibrer linken und 
recbten Seite eine in der Flacbe T' einwertige und stetige Funktion der komplexen 
Veranderlichen z ist, welcbe fiir jeden inneren Punkt z und daber auch fiir jeden Punkt z 
der Begrenzung den Wert Null besitzt ; — fiir jeden an der Begrenzung von T' ge- 
legenen Punkt z gilt. 

Nachdem so die Derivierten der zur Cbarakteristik ^ geborigen Ele- 

inentarfunktionen dargestellt sind, laBt sicb jetzt die Funktion P]'|, indem man die in 
Art. 7 unter (8.) fiir sie aufgestellte Gleicbung: 


{ 8 .-) 


P 

m 




im — 1) ! d b" 


mit den Formeln (D^.), (Dj.), (D^.) der Reibe nach verbindet, durcb Elementarfunktionen 
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luit clem Arguniente e und durcli die Funktion S, cka'stellen, Uiu dierie Drtr.-^ielhinir 
zu erlialten, beachte man, daB die Furmel iD,.) fur irgeud zwei vun den Pinikt**u a. cc 
verscliiedene Punkte e, z der Plache T' gilt, wenu uur diese Punkte als Pnnkte dt-r 
Flacbe T betracbtet getrennt liegeu. daB dagegen die Formeln D,. fur jeden von 

den Punkten a, <x> verscliiedenen Punkt ^ der Flilcdie T gelten. Erset/.t man daraufhin 
bei den genannten drei Formeln in neuer Bezeichnung den Bucbstaben z durcli den 
Bucbstaben e und gleiclizeitig den, nur bei der Funnel vorkummenden, Bucb- 

staben s clurcb den Bucbstaben z, endlicb den Bucbstaljen n ilurcb den Bucbstaben 
so erbalt man zunacbst drei Gleicbuugen, deren linke Seiten von den GrOBen: 


a"*p 

r 

d"‘ T 

Gr,j 

d;“F 

0 

S 

0 

B 

0 t 


de’“ ’ de’'‘ ’ at’" 


beziebungsweise gebilclet werden. Fiihi-t man nun nocli an Stelle dieser GruCeu auf 
Grand der vorstebenden Gleicbung (Si.) die GroBen: 


^ m 


(m — 1) ! P 

^ ^ 7/t 


(W-Ijl P 


beziebungsweise ein, so erbalt man scblieBlicb die drei Gleicbuugen: 

(E.-) 
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1 e, "'j 


^ m ll^ — X in X 


Pl“c 
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(W — 1) 1 \m ug- 1 
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pniL^ — X N 

o^rX = m(d -1 ( u, M 

'nH \ ^ jp 
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,m(i —X 


(E-)? 
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j 
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p1“. 



^ “ 
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®tl 

i 1 s 
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von denen die erste fur irgend zwei von den Punkteu a, cc verscliiedene Punkte s, z 
der Flaclie T' gilt, wemi nnr diese Punkte als Punkte der Fliiche T betraclitet getrennt 
liegen, die zweite und dritte dagegen fiir jeden von den Punkten a, oo verschiedenen 
Punkt e der Flache T gilt. Der auf der reckten Seite der Formel (E^.) an dem Sunamen- 
zeicken stekende Akzent soli andeuten, daB bei der Summation fur den Index q der 
Wert a auszusclilieBen ist. 


P * 

m Cf,- 


, -P 

m 30 , 


Jetzt ist naan auck imstande, das Verkalteu der Funktionen P 

^ 7/1 

als Funktionen des Parameters s vollstandig zu charakterisieren. Aus der Glleicknng (E,.) 
erkennt man, daB die Funktion P als Funktion von s imendlick wird wie 7 — 77, 

wenn der in der Flacke T' bewegliche Pmikt s sick dem festen Punkte z unbegrenzt 
naliert, nnd daB diese Funktion im iibrigen uur dann nock unendlich werden kann, 
und bei nickt spezieller Lage des Punktes z auck stets unendlicli wird, weim der 
Punkte sick einem der Punkte «i, •••, a, unbegrenzt nilkert. Was dagegen die Funk- 

tionen P J ^ ^ ^ betrifft, so konnen dieselben, wie die Grleickungen (E„.), (E,^.) zeigen, 

nur dann unendlick werden, wenn der Punkt e sick einem der Punkte a^, • • •, un- 
begrenzt nkhert. Beacktet man nun nock, daB die drei in Eede stehenden Funktionen sick 
auf Grund der Gleichung (81.) von den nach e genommenen Derivierten der drei 

Funktionen P ^ , P , P beziekungsweise nur um einen Zablenfaktor untersckeiden, 

und daB eine jede dieser drei Derivierten gegen Null konvergiert, wenn der Punkt e 
dem Punkte 00,, (z=i, 2, ••■,?) unbegrenzt zustrebt, so erkennt man endlich nock, daB die 


■at 

tte 00^, 


P 


stets gegen Null konvergieren, wenn der Punkt e irgend 
, 00,^ unbegrenzt zustrebt. Das eigentilmlicke Verkalteu der 


Funktionen P 

m 

einem der Pun 
Funktion P 

7/1 

stekt im Einklange mit der aus den Gleickungen (8.) sick ergebenden Tatsache, daB die 


beim Anrucken des Punktes s gegen einen Punkt a oder einen Punkt 00 


Elementarfunktion P 

in 

den Punkt e dem Pun 


nickt in die Elementarfunktionen P 


, P ” iibergekt, wenn man 


Ivte a beziekungsweise dem Punkte 00 unbegrenzt zustreben laBt. 


12 . 

Man lasse jetzt bei dem der Formel (D.) des Art. 10 zu Grunde liegenden, in 
Art. 9 aufgestellten Ausdrucke £l{z) an Stelle einer jeden der t + r p q Konstanten 
• • •, SI'*’'’, • • •, und der p Konstanten 2 lj, • • •, 21 ^ die Null 

treten. Der dadurch entstehende Ausdruck: 


Die zu der ausgezeicbneleii Charakteristik gehurigoii Fujiktioiit-ii. 


TF(^)= P -f 

t=i ' ^ 



i'):3 



bei dem m^, ■ • ■, dIi, n^, ■ • ■, n„ Pi, • • unbestiminte positive ganze Zalileu bezeichnen, 
und die Konstanten S, C keinen Bedingungen unterworfen siiid, stellt dann die all- 

gemeinste zur Charakteristik gehorige Funktion TT' dai\ vvelche in je zvvei zu 

einem der Sclmitte a, I geliorigen entspreclienden Punkten cP" densellien Wevt be- 
sitzt, und zwar ist speziell, wenn fur v = 1, 2, • ■ p zur Abkiirzung 


gesetzt wird, 


(S.j 



lilugs a,,{ W(zy = Wiz) , 

langs l>,.[W{z'f = W(zf -.p. 

liings c.,{TT^(^)+ = TF(^)-, 

langs Z^{ Wi^y =W[zy, >.=h, •••> ft.Ui, - ,c.-r,=‘i, 


Infolgedessen ist die Funktion W(z) schon in der aus T" durcb Aufbebuug der 
Scbnitte I entstebenden Placbe T' einwertig, und es darf daber ffir die Untersuchung 
dieser Funktion die Flacbe T' zu Grunde gelegt werden. Nocb moge ftir das Folgende 
vorausgesetzt werden, daB ftir ^ = 1, 2, • • •, r ist; dadurcb wird die Allgeineinbeit 

der Untersucbung nicbt bescbrankt, da man von dem Falle, wo n,,'> fi,,, etwa + </ 

ist, zu dem Falle, wo etwa = — h ist, aucb dadurcb ubergeben kann, 

daB man den Konstanten Wert Null erteilt. 

Die definierte Funktion W(z) laBt sicb nun aucb durcb die Derivierte einer 
zur Cbarakteristik J) geborigen Funktion W und p ausgezeicbnete Funktionen 

W(z) der bier betracbteten Art linear darstellen. Zu dieser Darstellung gelangt man 
durcb dasselbe Yerfabren, welcbes in Art. 7 des dritten Abscbnittes zu dem gleicben 
Zwecke angewandt wurde. Ein Bbck auf die dort durcbgefubrten Untersucbungen zeigt 
aber, daB die bier verlangte Darstellung aus der dort , erbaltenen unmittelbar bervor- 
gebt, wenn man darin 13 = 0 setzt, also die beiden dort vorkommenden p-gliediigen 
Summon unterdrilckt, weiter dann, entsprecbend der in diesem Abscbnitte fbr die p 
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allentball)eu euclliclieu Elemeutarfunktionen gewahlten Bezeiclinung, durcli 

ersetzt uud an Stelle der Konstante die eben definierte Konstante treten lafit, 
eudlich nocli bei F deii Horizontalstrich weglaBt. Man erhiilt dann fur die Funktion 
W(3) die fur jeden voii deu Pankteu f, a, oo verscbiedenen iuneren Puukt z der Placbe T' 
gelteude Darstellung: 


dF 


X — » 1 ct a. I ^ I l 


dP\ 




x=i 


g = r 


.dP 




s=M 


X-q I 

.=1 [ 


d 

dP 


e d 

dP 




dz 


dP 


dz 


hL ^ I ^ i ^ Q(«;f) 




dP 


;.=i 


= /x + 1 


dz 


i + ihi’i 


clt. 


Die bierbei aufbreteuden Konstanten cS'*’- cf‘’\ ■ ■ 4“*’ sind die Koeffizienten, -welche in 

der Entwicklung der Funktion W{z) fur das Gebiet des Punktes oo^ den Potenzen 
beziebuugsweise zukommen. Nach der zu Anfang der Dntersucbung ge- 
inachten, auf den Ubergang von dem der Ableitung der Pormel zu Grunde gelegten 
Palle > /li^ (?=i, 2 , •••,>■) zu dem Palle ^ sicli beziehenden Bemerkuug sind bei dem zu 
einem bestimmten Index ^ geborigen Gliede der auf der recbten Seite der vorstebenden 
Gleicbung in der zweiten Zeile stebenden Summe, wenn = /u,^ ist, alle Teime bis 
auf den ersten, wenn dagegen ist, alle Terme tiberbaupt zu unterdrucken, so- 

daB also far das ganze Glied in Wegfall kommt. 

Die auf der recbten Seite der fiir T'F(^) gewonnenen Gleicbung vorkommenden, 
tlber die positive Seite des Scbnittes zu erstreckenden Integrale sollen jetzt unter 
der, fiir die Herleitung dieser Gleicbung gemacbten, Voraussetznng, daB die Punkte 
• • •, £j sowie der Punkt z im Innern der Placbe T' liegen, naber untersucbt werden. 
Urn zuniicbst eine fur diese Untersucbung notige Hilfsforinel zu erbalten, beziebe 
man die fur jeden Punkt s der Placbe T' geltende Pormel (E^.) des vorbergebenden 
Artikels auf einen Punkt s von &+, multipliziere alsdann linke und recbte Seite 
mit und integriere in positiver Ricbtung tiber die positive Seite des Scbnittes i,., 
indem man beacbtet, daB fbr to = 1,2, 3, ••• 

4 - 


I, 


dl- 


(»)! — 1 ) 


J 


d^'‘P 


dS" 


d’C 
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ist, und daB der Wert des Her rechts stehendeu Inteijrrals fur m = 1 der Difterenz 
— 3t,. der der Funktiou P * laugs c.,, a, bezieliungswei.se zukoinmenden Keiistanten 

2 ^. d '-ip '_! 

S(v = 0, fur i» = 2, 3, ••• der Differenz dt*r der Funktiou liiim.s c,. a, 

beziebungsweise zukommeuden Konstaiiten S,. = 0, 3(, = 0 gleieh ist, daB also der Wert 
des links stehenden Integrals filr w = l, 2, 3, • • • durcb — dai'gestellt werden 

kann. Man erMlt dann die erwiiliute, fur jeden von den Pimkten c, versdiiedenen 
inneren Piinkt s der Flack e T geltende Hilfsformel: 




t^n 


1 


' f F > d'c)F “f - — Vr f S'J'-'idr. 


(.• = 1,2, ■■■.?) 


Was nun das an erster Stelle zu untersuchende, nur von den Punkten 

abhangige, Integral J'W(Q)cl^ ■■■,!,) betrifft, so erkalt man filr dasselbe, wenn man die 

darin vorkommende GlroBe W(^) auf Grund der zu Anfang dieses Artikels aufgestellten, 
die Funktion W(z) fur jeden Punkt z der Flache T deflnierenden Gleicbung durch den 
ikr entsprechenden Ausdruck ersetzt, zunadist die Gleicbung: 

w<:c)ii = 2 y\; i'i + 2 fF\ i ‘F: + :s ^ Si.--’ il s ‘K, 

^=1 7/1=1 t/ i* 0=1)71 = 1 ' Z=lm=l ' 

fj K ^ K it 

(r= 1, 2,. --jp) 

und schlieBlich, wenn man das auf der rechten Seite an erster Stelle stebende Integral 
auf Gruud der Hilfsformel (H.) durcb Elementarfunktionen mit clem Argumente 
ausdrilckt, die Gleicbung: 


-P 


wobei zur Abkflrzung 


i#i (—1)' y4-/srVfU. 

.t-t t^t7n = m^ q(j ) ft 

^ ^ = 1 •ir = l)?i = l' '*1 

it 

0=1 01 = 1 ‘ ^ ‘ = l w = l ^ ^ ' 


ir = i )n = 77i^ ^ = r 2 = 771/1^-1 I „ 

^ ^ ^ (m— 1)! 

(j = l 2 = 1 ^ ^ 


.t-t t: = i 7/i = )/ij. q(j ) 

j_ ifl! V Qco _ V y , 

-r ^ ^ ^ (w— 1)! 

•ir = l 771 = 1' ' 


gesetzt ist. 
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Das an zweitei’ Stelle zn untersnchende, nni’ von dem Punkte s abhancriife. 


Integral 



(n = I,2, 


,p) laBt sich durcli Elementarfunktionen mit dem Argnmente ^ 


darstellen. Dm diese Darstelluug zu erlialten, lasse man in cler Hilfsformel (H.) an 
Stelle des Pnnktes s den Punkt z, an Stelle cles Buchstabeus den Buchstaben o treten 
und seize m = 1. Man geAvinnt anf diese Weise die Gleicbung: 


(!'•) 

wobei zui- Abkiirzung 



( 2 '.) 


n = r 

= A + ^ ^ A 


+ 


( f 1 ?' 

dc) P 


\J lif-X 1 4 

-) X 

z 



gesetzt ist. Die durcb die letzte Gleicbung fixr jeden Punkt z der Flache T definierte 
Funktion W^'’\z) ist eine zur Cbarakteristik gehorige Funktion TF’(^) von der in 

diesem Artikel betrachteten Art, die nur fur die Punkte unstetig und zwar 

alge])raisch unendlicli wird, und deren Werte in je zwei zu einem der Schnitte a, h, c 
geliorigen entsprecbenden Punkten in der Weise verkntipft sind, daB 


( 3 '.) 


ist, wobei zur Abkiirzung 


langs a,[ W^^\zy 

kings d,.{ W^^’^zy =TF^‘’^(z)- + 

langs c,.[ W^'’\zy 


/t f (?=»• ;.=Ap-i . ) 

^ ij=i 1=1 ^9 ^ ® j 


i' = l, 2, - -,p, 


gesetzt ist. Das in der letzten Zeile steliende Integral kaun ausgewertet werden, indem 
man die zwiscben den gescbweiften Klammern stebende GroBe auf Grund der Formel: 


du^\i\ _ 




■ 93™ P 

I 


_ -i_ "v f Ai' du^' 
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Die zu der aiisgezeiclmeten Charakteristik gehurlgen FunktiuneD. 

durcli die GroBe — 2 — — 2c ersetzt — wobei c das aiif der recbten Seite der vor- 

steheuden Forrael hiuter dem letzten Miuuszeichen stehende SchluBglied vertritt, also 
eine von ^ freie GroBe ist — und alsdann die Integration ausfiihrt: man erhiilt so fiir 
das Integral den Wert 2d..„7ri und erkennt nun scblieBlicIi , daB 

r4'.) iS';'-’ = 

ist, daB also 58',"^ iiur daiin einen von Xull verschiedenen Wert und zwar den Wert 1 
besitzt, wenn v = o ist. Die soeben aufgestellte, bei der Auswertung des Integrals 
benutzte Formel geht aus der Formel (Di.) des Art.. 11 liervor, iudem man bei dieser zu- 
nacbst in neuer Bezeicbnung y durch y', ^ durch 'C' ersetzt, alsdann )/ =1, t = y, s = '~ 
setzt und endlicb noch an Stelle des Summationsbucbstabens / einen neuen Suminations- 
buchstaben X vennittels der Gleichung A = — /' einfuhrt. 

Mit Hilfe der Gleicbungen (2.) und (I'.j kann man jetzt der vorher fiir TT’iV) 
erhaltenen Gleichung die Gestalt: 

(D.) TF(^) = 

1=1 

geben, wobei W*(8) durch die Gleichung: 




t = l [ ^ A=1 ^ 


Q = r 


Q = 1 

y , = q 


X — nQ — 




^■ = tx ^ P>c 


f n ^ ^ 1 1 * I ^x=i:+i ^ ■"'* ^ I 


— bei der die unter (3.) definierte GroBe bezeichnet — , 0 = 1 , 2 , durch 

die Gleichung: 

-7 + r\y\ - 


6 v 


endhch 93„. (.■=!, 2 ,. ••,?) durch die schon fraher aufgestellte Gleichung; 

't=t X — niT; ^ = r.X = n^ x — 

a-j' j' s?''a->+^ 2 sf" »;■-’+ 

>^=1 ^=1 ^ ^ = 1 ^ = 1 X =1 Z =2 1 

bostimint ist. TrotzdGin die GrlBichung (D-)? zur YorBinfacliuiig der Untersiichung, nur 
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t'iir den Fall abgelpitet worclea ist, dafi die Piinkte gj, •••.e, sowie der Punkt im 
Innern der Flache T' liegen, gilt sie auch nocli, wenn die genannten Puukte teilweise 
Oder samtlich der Begreuzuiig von J' angehOreu. Unter der, die Allgemeiuheit der 
Untersucliung uur scheinbar bescbriinkenden, Voraussetznng, daB die unbestiminten 
Konstaiiteu. (r=i, 2 , durch eine Lagenanderung der Pmikte e,, nicht beein- 

fluBt werden, andert sich, narulicli der Wert des Aiisdruckes: 


TF(>) _ _ J’ 

1=1 


bei dem W(s) die zu Aufang dieses Artikels aufgestellte lineare Verbindung von 
Elementarfnnktionen vertritt, als Funktioii der ^ d- 1 in T' frei beweglichen Punkte 
El, •••,£,, 3 betrachtet, stetig, wenn einer dieser Punkte durch stetige Beweguug in 
einen Punkt der Begrenznng von T' libergeht, und es kanu daher der in Rede stehende 
Ausdruck, da er der Gleichuug (D.) gemafi immer den Wert Null besitzt, wenn die 
genannten Punkte im Innern der Flache T' liegen, nicht einen von Null verschiedenen 
Wert haben, wenn diese Punkte teilweise oder samtlich der Begrenzung von T' 
angehoren. 

Infolge der das Verhalten der Funktionen W( 0 ), langs der Begrenzung 


a = p 


von T' charakterisierenden Gleichungen (S.), (3'.), (4'.) hat die Funktion TF(^) — ^ 

und damit auch die nach Gleichuug (D.) mit ihr identische Funktion ^ in irgend 
zwei zum Schnitte b, gehorigen entsprechenden Punkteu denselben Wert, sodaB 


also langs 1;,,| 


dW*(zY dW*(s)- 


dz 


dz 


ist. Andererseits ergibt sich aus dem die Funktion W*(z) 


definierenden Ausdrucke, dafi langs 6, 


dW*{zy _ dW*{z)- 
dz 


^ + 1(- Jsf J'.,.':-’) g- 

r=l <j = l y. — l 


ist. Vergleicht man diese beiden Eesultate und beachtet, daB nicht fur jeden 

zum Schnitte &„ gehorigen Punkt s den Wert Null haben kann, so erkennt man, daB die 
Relation: 

- 2 + 2 = 0 

t~l Q = 1 = l 


besteht, und daB daher die Funktion eine zur Charakteristik (J J) gehorige 

Funktion W ist. 

Aus der Gleichung (D.) erkennt man nun schlieBlich, daB die allgemeinste zur 
Charakteristik J) gehorige Funktion W{z), welche in je zwei zu einem der Schnitte a, I 

gehorigen entsprechenden Punkten cP~ denselben Wert besitzt, sich, entsprechend 
der zu Anfang des Artikels aufgestellten Behauptung, durch die Derivierte einer eben- 
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falls zur Charakteristik gehorigen Fuiiktioii Tl", ebeii der Funktiun und 

die ausgezeiclineten, mit der Funktion W(g) gleichartigen Fimktionen Tl' 
linear darstellen l&Bt. Dabei ist nock besonders lieiTorzuheben, da6 diese _/j aus- 
gezeichneten Fmiktionen ( 2 ) durchaus selbstandige, von der darzustelleu- 

den Funktion T'l''(^;) unabhangige Gebilde sind, wabrend audererseits die Funktion 
in engster Bezieliuug zu der Funktion W(s) stebt. 

La6t man in der zu A.nfang dieses Artikels aufgestellten, die Funktion TFiV) 
definierenden Gleicbung und dementsprecbend aucb in der Gleicbnug (D.) die GroBen S 
samtlicb mit der Null zusammenfallen und setzt zudem nocb C=l, so wird TT’'(^) = 1 
und zugleicb reduziert sicb die Gleicbung (D.) auf die Gleicbung; 



1 . 

J 


Zum Scblusse dieses Artikels sollen jetzt nocb kurz diejenigen speziellen zur 
Cbarakteristik gebdrigen Funktionen TF betracbtet werden, derenWeiie in je zwei 

entsprecbenden Punkten cP~ der Begreuzung von T" in der Weise verkniipft sind, daB 

langs «,.{ TF’'*' = TF~, 

langs 1},[ T'F'*' = TF~, .=i, 2 , .. .,y. 

langs c4 W^ = W~, 

langs 'PF'*' = TF“, 0 = 1 , 2 , 

ist, und die daher scbon in der ursprtlnglicben, keinen der Scbnitte a, h, c, I ent- 
baltenden Plache T einwertig sind. Fine jede solcbe Funktion inoge eine -d-Funktion 
genannt und mit A(z) bezeichnet werden. Dieser Definition zufolge ist die Gesamtbeit 
der ^.-Funktionen identiscb mit der Gesamtbeit derjenigen Funktionen W(s) von der 
zu Anfang dieses Artikels definierten Art, bei denen die das Yerbalten an den 
Scbnitten h bestimmenden Konstanten Sj, ^ 2 ; • • •, samtlicb den Wert Null besitzen. 

Die Derivierte ~ einer jeden zur Cbarakteristik gehorigen Funktion W 

ist — wie aus der Formel (D.) des Art. 10 folgt, vs^enn man darin @ = 0, ^^ = l setzt 
und beacbtet, daB fftr ® = 0 der zugehdrige Ausdruck S2(g) die allgemeinste zur 

Charakteristik (J "' 1 ) gehorige Funktion W darstellt — eine ebenfalls zur Cbarakte- 
ristik (1 j) gehorige Funlrtion W und zwar eine A-Funktion, da sie zudem in je 

zwei entsprecbenden Punkten der Begrenzung von T" denselben Wert besitzt. 

DaB aber aucb umgekehrt eine jede J.-Fuuktion sicb mit der Derivierten einer zur 


IGO 
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Cliarakteristik |) gehOrigea Fuaktion TF deckt, erkennt man, wean man beachtet, 
da6 die Torher ge'n'cmnene Gleichmig (D.) sich fur eine Funktion TFt^j = J. 1 V 1 auf die 
Gleichung: 

/"r\/ ' 4 i' ' fZ TT ' i -3) 

(D.; 

reduzieii. Die Gesamtbeit der J[-Fimktionea ist also auch identisch mit der Gesamt- 
heit der Derivierten der zur Cliarakteristik Q ^ gehurigea Funktion W. 

Axis dem soelien gewonuenen Resixltate folgt nun schlieBlicb noch, daB das mit 
einer Funktioa Ais) gebildete, von einem Punkte Sf, bis zu einem Punkte z iiber eine 

gauz im Inuern der Flilcbe T" verlaufende Kurve erstreckte Integral f A{s)ds eine zur 

( 1 1 \ 

gehorige Funktion IF ist, and daB diese Funktion IF, nachdem 

man A( 0 ) durcli Elementarfunktionen ausgedrtlckt und zu dem so erlialtenen Aus- 
drucke IF(^!) von der zu Anfang dieses Artikels defiaierten Art den ihm entspreclienden 
Ausdruck IF*(^;) gebildet bat, durcb die Gleichung: 

(D".) jA{z)dz= IF^ {s) - W* (zo) 

geliefert wird. 

Auf die Theorie der A-Funktionen soli ausfuhrlicher erst im nilcbsten Abscliaitt 
eingegangen werden. 


13 . 

Die Untersuchungen des Art. 6 haben gezeigt, daB der Ausdruck: 


^0 

11 


+ P 

z 

+ £1 

^ i 

I) 

+ T (2f'> f 

ct 

Q 

z 

+ P 

z 

+ '"+2?’£ 

a 

z 

1 ) 

1 V P 

Z 

+ Sf*’ P 

z 

+ --- + £i:->p 

Z 

[) + s2'a,».W + e, 

o- = l 


bei dem •• •, %, • n,, p^, ■•■,Pg unbestimmte positive ganze Zahlen, die Buch- 

staben 2, G unbestimmte, nur der Bedingung: 

5 * + T + 2 ' = 0 

t ;=1 ^ = 1 >4 = 1 

unterworfene Konstanten bezeichnen, die allgemeinste zur Charakteristik (| ' ' ' j) gehorige 
Funktion IF darstellt. Auf Grund des im vorhergehenden Artikel gewonnenen Resultats 
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IGl 


ist man jetzt imstande, das mit dieser Funktion Wizj gebildete, von eiiiem Punkte 
bis zu einem Punkte ^ liber eine ganz im Imiern der Flilche T" verlaufende Kurve 

erstreckte Integral durch das Prodnkt ^ mid Elemeutarfiiuktiouen linear 

^0 

clarziistellen. Man brauclit clazu nur anf das Integral das Yerfahreu der teihveisen 
Integration anzuwenden und in der so sicli ergebenden Gleic-buiig: 


J W{0)ch = 2 IF (s') - 0a (/o) 

*0 ~0 

das recMsstehende, anf die M-Punktion 0 sicb bezieliende Integral mit Hilfe der 

€12 ^ 

Pormel (D".) des vorkergehenden Artikels durcb Elementarfunktionen auszudriicken. 

In derselben Weise schlieBend, wie es in Art. 8 des zweiten Abscbnittes an der 
entsprecbenden Stelle gescheben ist, gelangt man bier unter fast wdrtlicher Wieder- 
holung des dort Gesagten zu der die erwahute Darstellung liefernden Gleichung: 


z 

J W(0)d0 = 0W{0) - 0aW{0a} - W*{0) + 11"=^ (>o)- 

Zq 

In dieser Gleicbung vertritt W*(0) den Ausdruck: 





V = 1 

bei dem zur Abkiirzung filr ?/ = 1, 2, • • •, j?: 


— X \ 


f=t m = WT + l q-r A=7n/i/p-l q- 

-J' 2 2^ 2 oA,,, 

r = X m = l = 1 ^ 


-±1( f P 


_ . t = t m=: 


't = l 7?1 = 1 
+ 


+ 

=:?W +1 q'(€^) n 




y = 1 771 = 1 


P-K, II. 


21 


102 


A’ifi'tor Absolinitt. Die zu tier ausgezf-iehiii-tfii CLai-akteristik gehiingeii Funktiouen. 

gesetzt ist, wahi’end die ICoustauten 2'. c aus deu Gleichuugeu: 


CJ'Or) p Q!^,) _ 

Qi>z) 

"-1 5 


= — i/-lj e- Si'bi 

_ ; 020 




oe-'rt 
v~.‘v ’ 

a 

= -f;.-,n„)a„Sr- 

-ASP, 

■" ij ’ *1 

( "f” 



L 

II 


;.==!, 2, 

■ -iPx 

/ n (^x) 0 ' 

' X *'0 y 



<~b 

1 

II 


/ = 1 ... # 


sich ergeben, wenu. man dabei die GroBe Sm'Vi J®*!® GrOBe deren Index y 

nicht der Eeihe 0, 1, 2, •••, ti,, angehort, als init dei’ Null identisch ansieht und unter 
ct‘’\ ■ • •, 4”*^ die Koeffizienten verstebt, welcbe in der Entwicklung der Puuktion 
JV(s) fiir das Gebiet des Punktes co^ den Potenzen beziebungsweise 

zukommen. 


Fiinfter A1}sclinitt. 

Theorie der J.-Funkfioiieii. 


1 . 

Es sollen jetzt die am Ende von Art. 12 des vorliergeheuden Alischiiittes dofi- 
nierten und mit J.{g) bezeichneten, speziellen zur Oharakteristik ^ J) geliorigen Punk- 
tionen W einer genauen Betraclitung unterzogen werden. 

Man tixiere in der urspriinglichen Flache T' irgeud s Punkte rj'-', •••, tj''', die 
nur der Bedingung zu geniigen lialjen, daB sie als Punkte der Flache T betraehtet ge- 
tremit liegen, und ordne ilinen die positiven ganzeu Zahleri m., ■ • beziehungs- 
weise zu. Filr den Fall, daB irgend welche dieser Punkte an der Begrenzung von T' 
liegen, fuhre man am Schnittsj'^stem bei diesen Puukteu, ohne jedoch den Charakter des 
Schnittsystems zu andern und ohne einen Schnitt iiber einen der Punkte r] hiniiberzu- 
schiehen, eine solche Deformation aus, dafi die samtlichen Punkte iin Innern der da- 
durch entstehenden neuen Flache T liegen. Fiach dem im vorhergehenden Abschnitt zu 
Anfang des Art. 12 Bemerkten ist daun in dem mit den willktirlichen Konstanteu £, G 
gebildeten Ausdruck: 


+ 2 P 


+ 




) + ^-' 


bei dem die F zur Charakteristik (J A 1) gekorige Elemeutarfunktiouen bezeichnen, jede 
zur Charakteristik gehdrige Funktion W enthalten, welche in der Flache T' ein- 

wertig ist, in je zwei zu einem der Schnitte a, c gehorigen entsprechenden Punkten cT~ 
denselben Wert besitzt, far jeden von den Punkten r} verschiedenen Punkt z der Flache T' 
stetig ist und fur den Punkt ("= 1 . 2 , • • ■,«) hbchstens von der Ordnung >»„ unendlich 
wircl. Auf Grrund der Grleichungen (2„,.), (4,„.) von Art. 5 des vorhergehenden Abschnittes 


1G4 


Fnut'ter Abschnitt. 


sind die Werte diesev Funktion iu je zwei zum Sclinitte (>=ia, • >j>) gehorigen ent- 
sprechenden Puukten d'*, cd“ in der AVeise verkniipft, daB 


kings h, [ lV(z)'^=W(^) ■ 


a = s 4 = htfj 

■ 2 y ^ 




a- 


cV- li 

^y\17- 


ist, wobei, der einfacheren Schreil)weise wegen, durck ersetzt ist. 

Solleii nun znr Flilclie T. 4 -Funktiouen existieren, die fur jeden von den Punkten tj 
verscliiedenen Punkt * dieser Plache stetig sind unci filr den Puukt 1,2, ■••,*) hochstens 
von der Ordnung •}»,, uneudlich werden, so muB sick das vSystem der Gleickungen: 


(!•) 






= 0 , 


r = l, 


• • yP, 


durck GroBen S, welcke nickt samtlick den Werfc Null besitzen, befriedigen lassen, da 
nur in dieseni Palle auck langs eines jeden der p Sclinitte &{ TV(s)~ ist, und es 

udrd dann die allgemeinste zu einem solcken Sjsteme von GroBen S gehorige Funktion A G;) 
der genannten Art durck die Gleickung: 


( 2 -) 


\ +S,. 2 P + • • • + 2 ,„„^F ) + C, 


bei der G eine ivillkurlicke Konstaute bezeichnet, geliefert. 

Beti’acktet man liei einer Funktion A( 0 ) der in Rede stehenden Art den Punkt 
TjW (0=1,2, ••■,*), fur den sie unendlick von der Ordnung «I„(oo™‘'), , werden moge, als 

aquivalent mit m„ oo’--Punkten, so kommen der Funktion A(s) ini ganzen w = kq S + k 7 „, 

oo‘-Punkte zu, und die Zakl m soli claim die Ordnung der Funktion A(0) genannt werden. 
Um die Frage zu entscheiden, ob die in der Flacke T einwertige Funktion A(/) auck filr 
Punkte dieser Flacke den Wert Null liaben kann, nekme man — indem man beacktet, 
daB solcke Punkte, wie aus deni Verkalten der Funktion A(0) in den Punkten rjy\ • • •, 
folgt, nur in endlicker Anzakl auftreten kdnneu, und daB jedeni solcken Punkte eine 
ganze Zakl als Ordnungszalii fur das Nullwerclen zukoiiimt — an, daB A(e) filr 
die Punkte • • •, der Flacke T null werde und speziell filr den Punkt 

gW («=i,2,---,o null von der Ordnung sodaB ikr also, wemi man den Punkt 

als Equivalent mit 0 ^ -Punkten betracktet, im ganzen « = — f-ii. O' -Punkte zu- 

kommen. Beziekt man alsdann die Funktion A{d) auf die Plache T' , nackdem man 
zuvor nock, wenn notig, das Scknittsystem durck Deformation so geandert kat, daB die 
■Punkte 1], s samtlick im Innern der Flacke T liegen, und erstreckt das mit der 

Funktion A(/) und ikrer Derivierten gebildete Integral iji positiver 

Eichtung kber die ganze Begrenzung der PlEcke T', so erkalt man als Wert dieses 


Tlieorie der ^l-Fankfionen. 
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Integrals clas eine Mai, inclem man beacMet, clafi die Funktiou ^ in je zwei cut- 
sprechendeu Punkteii a7’+, der Begrenzung denselbeu Wert besitzt, die Xull. das 

andeie Mai duicb Heduktion anf die, samtlicli ini Innern der Flilclie [T' geleixeneu, 
Punkte s, r} die Difterenz n — m und erkennt so sehlieGlicli, daC die (xleichung >7 = m 
bestekt, oder, was dasselbe, dafi bei der Puuktion die Auzabl H der 0*- Punkte sicli 
mit der Anzabl Wi der oo’ -Punkte deckt. Deni Vorstehenden entsprecbeiid soli nun das 
Punktsystem • • - , if, if^ • • •, rf, welches allgemeiii den Puiikt 

bi„-mal enthillt, das System der oo'-Punkte, das Punktsystem e<*', - • -, g- , . . . 

gW •••, welches allgemeiii den Punkt %-mal entlialt, das System der U’-Pnnkte 
von A{£) geuaiint werden. 

Die aus einer Funktion A(s) von der Ordnuug m durch Sulitraktioii einer ]>e- 
liebigen Konstante c eiitstehende Funktion A(s')-c ist ebenfalls eine J-Funktion von 
der Ordnung m und besitzt daher atich m 0‘-Punkte. Neuiit man nun eineu Punkt. 
fur den die Funktion M(4!) - c null von der Ordnung wd, einen ji-fachen c-Punkt 

der Funktion A( 0 ) und betrachtet ihii als hquivalent mit einfachen c-Punkten, so er- 
kennt man, dafi die Anzahl der einfachen c-Puiikte der Funktion A(/), welchen Wert 
die Konstante c auch haben mag, ebenfalls gleich der Ordnung m dieser Funktion ist. 


2 . 


Die im vorhergehenden Artikel betrachtete G-ruppe von M-Punktionen ist durch 
die in T' fixierten s Punkte • • • , und die ihnen beziehungsweise zugeordneteu 

positive!! ganzen Zahlen vollstandig bestimmt. Die notwendige und zugleich 

him'eichende Bedingung ftir ihre Existenz ist die, dafi das oben aufgestellte System der 
p Gleichungen (1.) sich durch GroBen £, die nicht samtlich den Wert Kull besitzen, lie- 
friedigen lafit. Es soil jetzt gezeigt werden, dafi diese Bedingung durch eine andere 
ersetzt werden kann. 

Man bilde das Punktsystem • • •, • • •, • • • •, • • •, fK welches allge- 

inein den Punkt m,,-mal enthalt, bezeichne seine = [- wq Punkte ohne Ruck- 

sicht auf die Reihenfolge durch rji, ■■ ■, Vm i-Hid verstehe unter s^, ■■ ■, e„ ein System von 
irgend m Punkten der Flache T'. Nun andere man, wenn notig, das Schnittsystem durch 
Deformation so, dafi die Punkte e samtlich im Innern der Flache T' liegen, und defi- 
niere zur Flache T' mit Hilfe der auf einen beliebigen inneren Punkt r] von T' sich 

eine neue Funk- 


beziehenden, zur Oharakteristik ' ‘ ^ gehbrigen Elementarfunktion P 


tion 0 


durch die Gleichung: 


0 


-P 


= e 


FiiuU'-r Ah.-ffiiiiiti . 


U!(i 


Dip Funktion 0 j'‘ 


i.st danii einp in 1 " alleiitballipii einwertiire mid stetige Funktidii der 


kmnplexeii Vpifuidpi-lielipu die t'iir jedeii von 7/ verscliiedeneii Pnnkt ^ einen nicht mit 
der Xiill zusanmieiifallenden Wert iiesitzt, t'iir den Punkt ?; dagegen ( i‘ wird, iind deren 
Werte in je zwei entsprechenden Begrenznng.spunkten c^“auf Grand der Gleichnngen('2o. i 

von Art. 4 des vorhergehenden Absclinitts in der Weise verkniipft sind. dab 


langs fl,. | 0 ‘ 


lanns Ji, \ 0 ’ 

‘"'-O’! 


z 

langs c,. [ 0 ! 

'! 0 '' 


ist. Bildet man jetzt unter Benntzimg der unbestimmten Konstanten g^, ■■■,gp, C, e+o, 
den Ausdruck: 


0 


0 


0 


0 

2 

0 

z 

■0 

Vm 

Z 


so ist, wie niit Hilfe des Fundanientalsatzes leicbt erkannt wird, in diesem Ausdruck, 
wenn man ibn als Funktion des Punktes z von T' lietracbtet und die Punkte £ nnlie- 
stimmt laBt, jede in T' einwertige Funktion von z entbalten, welche das System tji, •••, 
Oder aucb nur einen Teil desselben als System der co^-Punkte besitzt, far jeden niclit 
in dem Systenie der cjo'-Punkte vorkommenden Punkt stetig ist, gleicb oft 0^ wie 00* 
wird, und in je zwei zu eiuem der Scbnitte a,'b,c gehorigen entsprecbenden Punkten 
Werte annimmt, die sicb imr durcb einen langs des betretfenden Scbnittes konstanten 
Faktor, den sogenannten Scbnittfaktor, unterscbeiden. Beacbtet man dann nocb, daB 
das System der 00^-Punkte einer jeden A-Funktion, welche der in Rede stebenden 
Gruppe angebort, in dem Pnnktsysteme 7/1, • • •, ?/,„ entbalten ist, und claB eine A-Funktion, 
als Funktion des Punktes z von T betrachtet, in je zwei zu einem der Scbnitte a, h, 0 
gehorigen entsprecbenden Punkten cP''", cP~ den gleichen Wert, also die Bins als Schnitt- 
faktor besitzt, so erkennt man weiter, daB der aufgestellte Ausdruck aucb jede der in 
Rede stebenden A-Funktionen entbalten muB. Nun wird aber dieser Ausdruck, der ftir 
jeden Scbnitt c scbon die Bins als Scbnittfaktor besitzt, nur dann aucb fiir jeden der 
Scbnitte a, h die Bins als Scbnittfaktor besitzen, wenn die GroBen g^, ■ • g^ samtlicb 
ganze Zablen sind und auBerdem nocb filr ^ = 1, 2 , das Aggregat: 

1.1— m /u=m v=p 

^2 2 ^ Uf - 22 (Jr 

/t = l r = l 


Tlieoiie der j4-Fuiiktiou(,-ii. 


ItJT 


ein ganzes, etwa mit \‘ 2 ni zu bezeichiiendes, Yielfaches vun 'Ini ist, oder. wa.s dussell.e. 
wenn die Kougruenz (s. Seite 89 ): 


(!'•) 




besteht. Daraus folgt danii schlieBlich, da 6 .d-Puiiktionen. welche das Puukt system 
■ ■ ■’ Vm oder auch nur eiiien Teil desselben als S3'steiii der oo^-Puiikte besitzen. daim, 
aber auch nur danu existiereii, wenn sich die Kougruenz (I'.j durch ein mit 
nicht identisches Punktsystem £i, •••,£,„ befriedigen lafit, mid dab die allgemeinste zu 
einem solchen Punktsystem £j,---,s,„ gehdrige Funktiou ^(^/der genaimten Art durch 
die Ctleichung: 


( 2 '-) 


A(z) = G 


0 

Z 

0 

fo 

z 

...0 


0 


0 


...0 





'Jv "r 


bei der die g die durch die Kougruenz (!'.) als Faktoren der a eindeutig bestimmten 
ganzen Zahlen sind, und G eine willkiirliche Konstante liedeutet, gelietert wird. 

Hat ein der Kongruenz (!'.) gentigendes Punktsystem Si,---, £„, mit dem Punkt- 
system jji, • • - , keinen Punkt gemeinsam, so ist das Punktsystem ;/j, • • •, 7 /,,^ das Si' stem 
der oo^-Punkte, das Punktsystem £i, •••,«,„ das System der O'-Pimkte der zugehorigen 
durch die Gleichung ( 2 '.) bestimmten Funktion A(0), und diese Funktiou ist daim von 
der Ordnung on. Hat dagegen ein solches Punktsystem mit dem Punktsystem ■ ■ ■, i],„ 
einen etwa m — m Punkte enthaltenden Teil gemeinsam, so bilden, wie aus der Glei- 
chung ( 2 '.) folgt, die nach Entfernung dieses gemeinsamen Teiles noch librigen 
m Punkte 7/ das System der oo^-Punkte, die noch librigen Wi Punkte s das Sj-stem 
der 0 ^-Punkte der zugehorigen Funktion A(0), und diese Funktion ist dann vun der 
Ordnung m. 

Das Hauptresultat der in diesem Abschnitte bis jetzt diirchgefuhrten Unter- 
suchungen kann man nun in folgender Weise aussprechen: 

„Zu einem heliehig in der FldcJie T angenommenen FunMsysteme •••, 77, „ = ifK •••, 

-■■■■> • • -j Punkt (ff = 1, 2. •. ») ni„-mal entlialten moge, existieren A-Funk- 

tionen, welchen das Punktsystem 7/1, •••,77,,, oder auch nur ein Teil desselben als System der 
00^-Punkte zukommt, dann, aber auch nur dann, ivenn sich das System der p Oleichungen ( 1 .) 
durch Graven S, ivelche nicht sdmtlich den Wert Null besitzen, befriedigen lafit, oder, icas 
auf dasselbe hinauskmnmt, wenn sich die Kongruenz (!'.) durch ein mit 771, •••,77,,, nicht 
identisches Punktsystem £!,•••,£„, befriedigen ldfit.“*) 


*) Vgl. Riemann, B., Theorie der Abelscben Funktionen. 
2. Aufl,, S. 88 -144; S. 107—109; S. 139—140.) 


T, Art. 5; II, Art. 26. (Gesammelte Werke, 


3 . 


Die Insherigeu Uiitersiicliiingeii haben ergebeii, daB die allenthalben eudlichen 
Fiinktionen u uud ilire Derivierten fur die Theorie der ^4-Fuuktioneu von fundamentaler 
Bedeutuug sind. Mit Rucksicht hierauf sollen zunachst die genannten Derivierten, die 
nach dem am Ende von Art. 12 des vorhergehenden Al.>scbnittes Beinerkten selbst zu 
den rt-Funktionen geboren, einer eingebenden Betracbtung unterzogen werden. 

Die allgeineinste Fuuktion u wird nacb Art. 2 des vorbergebenden Abschnittes 
durcb die Gleicbung: 

U‘ = Co + d f- 

geliefert, wenn man dabei miter Cq, Ci, •••, nnbestimmte Konstanten verstebt. Der 
durcb Cl = 0, Cj = 0, • • •, Cj, = 0 cbarakterisierte Greuzfall u' = ist im folgenden immer 
ausgescblossen. Da die Funktion «■' sicb infolge ibrer Stetigkeit for das Gebiet irgend 
eines Punktes ij von T' durcb die Gleicbung: 




darstellen laBt, so ergeben sicb, wenn man in bezug auf die Lage des Punktes tj, 
insoferne dieser Punkt ein von den Punkten oo, « verscbiedener Punkt rj oder ein 
(t — l)-facber Windungspunkt oo oder ein (/i — l)-facber Windungspunkt a sein kann, 
drei Palle untersclieidet, fiir die Funktion n' und ihre Derivierte die folgenden Dar- 
stellungen : 

1.) fur das Gebiet eines von den Punkten oo, a verscbiedenen Punktes ?/ ist 


«■ = 

dll, 

dz 




(£L„ +i^(SL,('-’>) + lr(a.,(->iy+ 


2.) fflr das Gebiet eines (t— l)-facben Windungspunktes oo ist 


zr = u" + 

(—) 

\dZoJ 0 

JL ~ 2! 

te/, 

1 

2 


/ d^u\ 

+ 



z ' 






d u 

1 /(lu\ 

1 1 

( d'‘u\ 

1 

1 

/ cPu\ 

1 

dz 

l v/ ^ 00 / 0 

1±1 11 L 

Z ^ 


/ + 2 

2! £. 

U 4 A 



3.) fiir das Gebiet eines (, 0 .— l)-fachen Windungspunktes a ist 


= + 


dll 1 

dz ^ 



1 

(ft-l)! 

1 


1 /#w\ / Y 


dz\ 




1 .1 /d^^i 


is — a) 


^(e+1)! 
-f- -i- 
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Diese Darstellungen lassen erkenuen, dafi die in T einwertige Funktion: 


(In 




du^ 


+ Co 


du^ 

dz 


dup 

'pTF ’ 


welche infolge der vorher ilber die Konstanten c gemachten Festsetzung nicht allenthalben 
denselben Wert besitzen kann, nnr far die im Endlicben gelegeneu Windungspunkte 
tta, •••, ttr uneudlicb werden kann und zwar algebraiscb unendlich, und dafi sie speziell 
far den Punkt (^1=1, 2, - hochstens von der Ordnung — l unendlich wei’den kann, 

aber nnr dann von dieser Ordnung unendlich wird, vfenn ( von Xnll verschieden ist. 

Beachtet man dann noch, daB nach Art. 3 des ersten Abschnittes die Beziehung 


^ /7 

^ = H i- ^ + 2p ~2 besteht, so ergibt sich zunachst, daB — eine ^4-Funktion 

ist, deren Ordnung die Zahl ^ + 2p — 2 nicht iibersteigt. 

Es soli jetzt bewiesen werden, daB die Ordnung von ^ nnr dann unter n ■i-(j^-r2p—2 
liegen kann, oder, was dasselbe, daB nnr dann eine der r Grofien (0~) 

den Wert Null besitzen kann, wenn die in enthaltenen unbestimmten Konstanten 

Cj, •••, Cp einer gewissen Bedingung genilgen. Zu dem Ende bilde man, unter 7/ irgend 
einen Punkt der Flache T verstehend, die Gleichung: 



und beachte, daB die Forderung nur dann keine Bedingung filr die Kon- 
stanten c liefern wtirde, wenn die p> GroBen ■ ' ■> samtlich den Wert Null 

hatten. BesaBen aber diese p GroBen samtlich den Wert Null, so wurde die zur 
Gharakteristik gehorige Funktion = auf Grund der Formeln (2„.), (4,„.) von 

Art. 5 des vorhergehenden Abschnittes fur jeden der Schnitte a, i, c die Null als Schnitt- 
konstante besitzen, also eine ^-Funktion sein, und es kdnnte durch sie, da sie von 
der Ordnung 1 ist, die (2i5+l)-facli zusammenhangende Piache T auf eine zur Reprasen- 
tation der Werte von %o gewahlte W-Ebene abgebildet werden. Da eine solche Ab- 

bildung unmoglich ist, so kbnnen die p Grofien ' ‘ nicht samtlich den 

Wert Null besitzen, und es zieht daher die Gleichung = 0 stets eine Bedingung 

ftir die Konstanten c nach sich. Damit ist aher, da an Stelle des, beliebig in T ge- 
wahlten, Punktes rj auch der Punkt •»»•) gesetzt werden kann, bewiesen, daB 

im allgemeinen, das heifit, wenn die Konstanten nicht besonderen Bedingungen 

xk TO "nr 


170 


Fiinfter Abscbuitt. 


geiiugen, die r GrdBen c = - ,/•. saiutlicli von Null verscliieden sincl, oder, was 

dasselbe, dafi der Puuktion ~ ini allgemeinen die Zahl n + q-\-2p — 2 als Ordnungs- 
zalil zukomint. 

1st die Funktion ^ von dev Ordnung n q-\- — 2, besitzt sie also das den 

Punkt ('< = 1 , 2 . • r) — l)-mal entlialtende Punktsy stem Cj ,•••, Cj ,•••■, als System 

der oo^ Punkte, so kommen ihr auch n -{■ q 2}) — 2 (F-Pimkte zu. Beaclitet man nun, 

da6 nach dem soeben fur die GroBe Bewiesenen im allgemeinen, das beifit, wenn 

die Konstanten Cj, •••, Cp nicht besonderen Bedingungen gentigen, keine der q GroBen 
(4^^ , niit der Null zusammenfallen kann, so erkennt man auf Grund der 

unter 2.) fur aufgestellten Entwicklung, daB im allgemeinen unter den n-{-q + 2jp — 2 
0^-Punkten der Funktion ^ der Punkt cx>,, (>^= 1 . 2 , ■ -.s) nur (t,,+l)-mal auftritt, also von 

y. = q 

den n q-\-2]j} ~2 O'-Punkten nur ^{vy, + l) = n-\-q Punkte unendlich feme Punkte der 

;< = ! 

Flache T sind, und dementspreckend das mit fi, •••,e 2 p _3 zu bezeicknende System der 
2p — 2 nock ubrigen 0‘-Punkte keinen der Punkte oci,---, oo^ entkalt. 

1st dagegen die Funktion ^ von der Ordnung n + q + 2]) — 2 — t, besitzt sie also 
nur einen, ?^ + g + 2jj — 2 — Punkte umfassenden, Teil des den Punkt a,, (^=i, 2 ,. .,r) 
— l)-mal entkaltenden Punktsj'stems a^, als System der oo^-Punkte, 

so setzt sick das, ebenfalls « + + 2j) — 2 — if Punkte entkaltende. System ikrer 0^-Punkte 
aus dem den Punkt 00 ^ (i-=i, 2 , •■•,()) (i^+l)-mal entkaltenden Punktsystem oo,,---, oo^, — , 
und einem, mit ■ ■ ■, eqp_q_t zu bezeicknenden, Systeme von 2q) — 2~t 
Punkten, von denen unter TJmstanden nock eiuige oder auck alle unendlick feme Punkte 
der Flacke T sein konnen, znsammen. Im vorliegenden Falle erganze man nun das 
Punktsystem • • •, e 2 ^_ 2 -< dadurck zu einem System von 2_p — 2 Punkten Cj, • • •, £ 2 ^- 2 ) 
daB man zu ihm dasjenige, t Punkte entkaltende. System, welches von dem oben auf- 
gestellten Systeme a^, Cj, — , a,., •••, nack Wegnakme der n-\-q-\-2p — 2 — t 

00 ^-Punkte der Funktion nock tibrig bleibt, kinzunimmt. 

In jedem der beiden soeben betrachteten Fklle soil nun das zur Funktion ^ defi- 
nierte Punktsystem e^, • • •, £ 2 ^- 2 , insoferne durck dasselbe die Funktion bis auf einen 
von 3 freien Faktor bestimmt ist, das System der ckarakteristiscken Punkte der 
Funktion genannt werden.*) Wie die zu Anfang filr aufgestellten Entwicklungen 

*) Vgl. Riemann, B., Theorie der Abelsclien Funktionen. I, Art. 10. (Geaaminelte Werke, 2. Aufl., S. 88 — 144; 
S. 117—118.) 
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zeigen, werdeu die uotwendigen iind liiureiclieudeii Bedingungen datiir. tiafi eiii Piuikt 
dei’ Flache T — eiuerlei oh diesev Puukt eiu von den Punkten tc. a vei’schiedener 
Punkt Oder einer der Punkte oc oder endlidi einer iler Punkte a ist — in deni Sy.stenie 
der cliarakteristisclien Punkte einer Funktion ^ zuni inindesten /«-nial voi'konnnt, 
durcli die Gleicliungen: 



dargestellt. 

Nach den vorstehenden Untersuchuugen gelioren die Funktionen ^ zur (irujipe 
derjeuigen J -Funktionen, welclie das den Punkt «„ - -,0 r_n„ — l)-inal enthaltende 

Punktsystein »i, •••, Ki, Oder auch nur einen Teil dessellien als System 

der co‘-Punkte besitzen, und zwar gehoren sie speziell zu jener Untergruppe, die von 
denjenigen Funktionen der Grupiie gebildet wird, hei ivelchen das den Punkt = 

-f- l)-mal enthaltende Punktsystem coj, • • •, coi, , oc^, • • =c,^ als Bestandteil des 

Sj'stems der 0^-Punkte auftritt. Beachtet man danii noch, dafi das mit irgend einer zur 
definierten Untergruppe gehdrigen Funktion A(/) gebildete, fiber einen ganz in T' ver- 

lanfenden Weg erstreckte Integral j'A[z)dz eine in T' einwertige und stetige Funktion 

der komplexen Veranderlichen z ist, und zwar eine Funktion u', da seine Werte in je 
zwei zu einem der Schnitte a, b, c gehorigen entsprechenden Punkten cP"*", sich nur 
um eine langs des betreffenden Scbnittes konstante Grofie nnterscheiden, so erkennt 
man schlieBlich, dafi die soeben definierte Untergruppe auBer den Funktionen ^ keine 
weiteren Funktionen mehr enthalt. 

Nachdem jetzt ermittelt ist, welche Stellung die Funktionen ^ unter den 
Jt-Punktionen einnehmen, lassen sich die Systeme der charakteristischen Punkte der 

d ii 

Funktionen auch einheitlich definieren; man hat dazu nur die gegen Ende des 
Art. 2 angestellten Betrachtungen, speziell die Kongruenz (!'.), auf die Funktionen ^ 
zu beziehen. Es ergibt sich dann, daB die Gesamtheit der den Funktionen ^ zukommen- 
den Systeme der charakteristischen Punkte mit der Gesamtheit der Losungssysteme 
S 2 p _2 der Kongruenz; 

= 5 ffr=2j?-2 \ /P = ^ \ 

^ (^c -1) 

Oder der mit ihr aquivalenten Kongruenz: 

( ff = 2p-2 \ /Q-r y.^q \ 

2 “'U = ^ - JS” (‘x + 1) nM 

< 7=1 / \^~1 J 


im. 


identisch ist. 


• 22 * 
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Bilden zwei Pimktsystenie fj, • • e'i, ■ ■ •, e'„,, («+m'= 2 p- 2 ) zusammeu das System 
der cliarakteristischen Pmikte einer Fuaktiou so soil jedes der beiden ein zu dem 

anderen geboriges Restpunktsystem einer Fnnktion ^ genannt werden. 


4 . 

Fill’ die weitere Untersuchung der J.-Fuuktionen bedarf man eiues auf Systeme 
linearer Gleichungen sicb beziebenden Hilfssatzes. Dieser soli jetzt aufgestellt werden. 
Gegeben sei ein recbteckiges Schema, eine sogenannte Matrix: 


«u 

Cl'^2 * 

• (tlm 

«'21 

®22 • 

■ «'2m 

%! 

a'p2 • ■ 

771 


von GvoBen Wablt man, unter g eine ganze, keine der Zablen?«,j? 

tibersteigende Zabl verstebend, bei dieser Matrix irgend q Horizontalreilien aus und bei 
diesen irgend q Yertikalreiben, so wird dadurcb ein quadratiscbes Schema von GroBen a 
bestimmt, dessen Determinante eine t^'-reibige Determinante der Matrix genannt werden 
soil. Unter dem Range r der Matrix ist dann nach Herrn Frobenius*) diejenige groBte 
ganze Zabl r zu verstehen, fur welcbe die entsprecbenden, r-reibigen, Determinanten 
der Matrix nicht samtlicb den Wert Null baben. Diese Zabl r kann hochstens gleicb 
der kleineren der beiden Zablen m, p sein, da (^-I’eibige Determinanten der Matrix, filr 
die q grofier als die kleinere der beiden Zablen m, p ist, iiberbaupt nicht existieren. 
Ist r um g Einbeiten kleiner als die kleinere der beiden Zablen ni, p, so baben der 
Definition der Zabl r zufolge die den Werten g' = t + l,x + 2, •••, r + g entsprecbenden 
<j'-reibigen Determinanten der Matrix samtlicb den Wert Null. 

Irgend s Systeme von je konstanten GrdBen: 

rfjX ) , , , /^(l) 

/r(2) ^(2) . . . ^(2) 


rfj/i , . , /vC*) 

*^1 ? *^2 3 3 

beiBen linear unabbangig, wenn die mit Hilfe von s unbestimmten GroBen 6"^ 

gebildeten on Gleichungen: 




, ^ 0, + • 


+ == 0, ••••, H h == 0 


*) I'robenius, G., tJ’ber homogene totale Differentialgleichiangen. (Journal fiir die reine und angewandte 
Mathematik, Bd. 86, S. 1.) 
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1 ? 7 .'» 

1 ii} 


iiur fiir — c --’==U. • • •. c^'' = 0 besteheii kOnneii. Lassen sich ilagecieii dies6 Gleichniiffeu 
clurcli eiu von 0, 0,, •••,0 verscliiedenes GrOBensystem c'-\ •••, c'- Ijefriedigen — fur 
s> lii ist dies iinnier mdglich — , so werden die .s Systeine der GrOBen .r linear abhangig 
geuannt. Ist in diesem letzteren Falle speziell so liiBt sich eine jede der w 

Grofien ■ • ■, durch die s — 1 mit ihr in derselben Vertikalreibe stehenden 

g(-) 


GrbBen x mit Hilfe derselben s — 1 GroBen = 


in der durch die 


Gleichung: 




cP''x^‘- 


•u=l,S,- 


bestimmten Form linear ausdriicken, und es soil dann gesagt werden, daB das a‘® System 
der GroBen .'C sich aus den s — 1 tibrigen Systemen linear zusamniensetzen lasse. 

Nach diesen Vorbereitungen kann man jetzt den erwahnten Hilfssatz in folgender 
Weise aussprechen: 

Hilfssatz. Die nachstehenden fttnf anf die heiden Gleichnngensysteme : 


(e.-) 

o' 

II 

X 

;? = 1, p, 




(«,.) 



o 

11 

X 

X* 

tt = l, 2, • 


y.-l 


sich beziehenden Anssagen sind gleichwertig , insoferxi aus irgend einer von ihnen als 
Voraussetzung jede der vier anderen abgeleitet werden kann. 

I.) Der Rang der Matrix der GroBen a ist gleich r. 

n.) Das Gleichungensystem (Gi.) besitzt m — r, von 0, 0, • • •, 0 verschiedene, linear 
unabhangige Losungssysteme • ■ ■ , und das allgemeinste Losungs- 

system lafit sich aus ihnen mit Hilfe von m — r unbestimmten Konstanten linear zu- 
sammensetzen. 

HI.) Das Gleichungensystem (G3.) besitzt p — t, von 0, 0, • • - , 0 verschiedene, linear 
unabhangige Losungssysteme ^=1,2, -• ,p-r, und das allgemeinste Losungs- 

system lafit sich aus ihnen mit Hilfe von p — x unbestimmten Konstanten linear zu- 
sammensetzen. 

IV. ) Aus den Gleichungen (Gi.) lassen sich x herausgreifen, die voneinander un- 
abhangig sind, und jede der p — x ubrigen Gleichungen ist eine Folge derselben. 

V. ) Aus den Gleichungen (Gj.) lassen sich r herausgreifen, die voneinander un- 
abhhngig sind, und jede der m — x hbrigen Gleichungen ist eine Folge derselben. 

Fhr den Beweis dieses Satzes mdge auf die unter dem Texte zitierte Arbeit des 
Herrn Feobenius*) verwiesen werden. 

*) Frobenius, G., Uber das Pfaffscbe Problem. (Journal fiir die reine und angewandte Matbematik, Bd. 82, 
S. 236.) Vergleicbe aucb: Weber, E. y., Yorlesungen iiber das Pfaffscbe Problem und die Tbeorie der partiellen 
Differentialgleicbungen erster Ordnung. (Leipzig, Teubner 1900, S. 15.) 
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5. 

Nach clem am Ende des Art. 2 ausgesprochenen Eesultate existieren zu einem 
beliebig in T augenommenen Punlctsysteme //i, • • •, rj,„ = rP, • • • •, • • •, rf‘'\ das 

den Punkt 7/"^ (<7=1,2, - ,^) 7»,,-mal enthalt, Fnnktionen A{z), welchen das Punkts^^stem 
Vm ^^der aucb nnr ein Teil desselben als System der cx)‘-Pankte zukommt, dann, 
aber aucli nur dann, wenn sick das System der jp Gleichimgen: 


(Qi.) 




+ 


K— 1)! U^rvo 


+ 


+ . 


(ih.) + . . . + I = 0 


^ (Hi,— ij! U^rvo^ ^ ^(Hi,— 1)! wc/o 


— bei dem der einfacheren Schreibweise wegen fOr cr=l, 2 , •••s durck z„ ersetzt 
ist — durck G-rdBen S, welcke nickt skmtlick den Wert Null besitzen, befriedigen lafit. 
Dies ist nack dem im vorkergekenden Artikel aufgestellten Hilfssatze dann, aber auck 
nur dann mdglick, wenn der, mit SImAt?!, • • •, 7;,,,) zu bezeicknende, Eang der Matrix: 







Kdz'i'Aa 

\dzJo 

■ U?<‘Go 



(dup\ 

/d"‘‘uA 

Kdz^jQ 

■ ■ ■ V dzl‘^ A 

\dzJo' ■ 

UC/0 


— Oder, wie im folgenden der Kiirze wegen, in Ubertragung des Begriffes „Kang“ von 
der Matrix auf das ikr zu Grunde liegende Punktsystem t;,, • • •, rj,,,, gesagt werden soil, 
der Eang des Punktsystems 7/,, • • •, 7j,„ — der weder uber j? nock kber m liegen, 

aber auck, nach dem in Art. 3 tiber die GroBen (^)o^^6''^i®senen nickt gleick 

Null sein kann, kleiner als m ist. Far m=p + l,p + 2, ■ ■ ■ ist immer 91|i| (tj,, • • •, 7/„,) < m, 

|i| _ 

wie auck das Punktsystem 7/1, von Anfang an gewaklt sein mag; ftir m^p da- 

gegen wird, wie die spktere eingekende Untersuckung zeigt, durck die Porderung, claB 
der Eang 9tji|(7ji, •••, 7j„) kleiner als m sei, zugleick eine Beziekung zwiscken den Punkten 

des Punktsystems gefordert. 


Tlieorie der ^-Funktionen. 


17;1 


Die samtlichen zu deni Puuktsystem rju ■ ■ •, etwa existierendeu Funktieneu A z 


werden nacli Art. 1 durcli die Gleichuiig; 







- Q 

I 



geliefert, wenn man darin, unter C eine willktlrliche Konstante rerstehend. an Stelle 
von Sii> • • •, ’ ■ ■ ■) 2si) • ■ 'j eiu jedes von 0, • • •, 0, • • • •, U, • • •. <j verscliiedene, 

das Gleichungeiisystem (Gj.) befriedigende GroBensystem treten laBt. Irgend k dieser 
Funktionen A(/): 




«<■') p 


- 0<«+ fifjp U ... + ■>+.... + 2<?P ■' 1 + ... + ss P 

11*1 ^ ^ 1 ~ I * Tiig 

sollen linear unabhangig genannt werden, wenn der Ausdruck: 


fiir kein von 0, • • •, 0 verscMedenes Konstantensystem • • •, A'*’ in T allenthalben den- 
selben Wert besitzt. Existiert dagegen ein von 0, • • 0 verscliiedenes Konstantensystem 

A^'*, • • • , A'*'\ fiir das der soeben aufgestellte Ausdruck in T allenthalben denselben, mit A 
zu bezeichneuden, Wert besitzt, sodafi also die Gleichung: 


AW^W(^) + A® ^-'->(.2) + • ■ • + A«^W(^) = A 

besteht, so sollen die k Funktionen linear abkangig heifien. Aus diesen Definitionen 
folgt, daB die k Funktionen ^'^>(^), • • •, danu, aber auch nur dann linear unab- 

hkngig sind, wenn die k bei ilmen auftretenden Konstantens 3 ^steme Sxi, •••, , 

Sil’, •••, fill., :<=i, 2 , -.i, im Sinne der im vorhergebenden Artikel gegebenen Definition 
linear unabhangig sind. 

Da die Funktionen nacb den Untersuchungen des Art. 3 zur Gruppe derjenigen 

yl-Funktionen gehoren, bei denen an Stelle des allgem einen Punktsystems 7^, •••, r]„ das 
spezielle denPunkt 2 , • l)-mal entbaltende Punktsystem a^, , 

stebt, so konnen die soeben aufgestellten Definitionen unmittelbar auf die Funktionen -jj 
ilbertragen werden. Aus diesen Definitionen folgt bier, daB die ni mit irgend welcben 
Konstanten c gebildeten Funktionen 
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~jr ~dF 


+ e 


dup 

d: ’ 


^ ^ Jtn) ^ r 1 ^(m) dUp 

~Tz ‘'i fZr ' ■ ■ ■ ' ''P ds 


dann, aber auch nui* danu linear unabhaugig sind, wenn die m bei ihuen anftrefcendeii 
Konstantensjsteine <. = 1,2, liuear unabhangig sind. 

Nach diesen Yorl)ereitungen soli jetzt das Gleichungensystem (G-i.) unter der, 
den Weii w = l ausschlieBenden, Voraussetzung diskutiert werden, daB der Eang 
•••, ’7m') ties Pnnktsystems i]^, 77, der weder ftberjz noch iiber liegen, aber 

Ui 

auch nicht den Wert Null haben kann, kleiner als •)« ist, da nur dann, wie schon vorher 
benierkt wurde, das Glleichungensystem (G-i.) sich durch GroBen S, die nicht samtlich 
mit der Null zusammenfallen, befriedigen laBt. Dabei soil der Fall, wo Stn 1(771, •••, 77,^=^) 

Id 

ist, von dem Falle, wo 9t(i|(77i, ist, unterschieden werden. 

hi 

Erster Fall: JDer Bang 3^111(771, •••, 77„.) des Punlttsy stems 771, • • •, 77„, ist gleicli p. 

Id 

Dieser erste Fall kann, da die gemachte Voraussetzung 3t|i|(77i, • • •, 77„,) < 7n hier 

Id 

in j5<7n iibergeht, nur fiir m=p + 1 , 2^ P'i, ■ • ■ auftreten; er liegt, wie aus dem iio 
folgenden unter m.) Gesagten hervorgeht, immer vor, wenn m >2^7 — 2 ist, also unter 
alien Umstanden fiir ^7 = 1. 

In diesem ersten Falle ergibt sich nun durch Anweudung des im vorhergehenden 
Artikel aufgestellten Hilfssatzes auf das Gleichungensystem (Gi.), daB die folgenden funf 
Aussagen gleichwertig sind, insofern aus irgend einer von ihnen als Yoraussetznng jede 
der vier anderen abgeleitet werden kann. 

I.) JDer Rang 91|i|(77i, • • •, 77,,,) des P-unMsgstems %,■■■, rjm ist gleicli 2^. 

Id 

II.) JDas Gleichungensystem (Gi.) hesitzt m—p, von 0, •••, 0 , — , 0 , •••, 0 verscliiedene, 

linear undbhungige Losungssysteme 2 fl, • • •, , Sif , ■ • •, und das all- 

gemeinste Losungssystem IdjSt sich aus ihnen mit JBilfe von m—p unhestimmten Konstantcn 
linear msammensetmi; oder, tvas dasselbe, es giht m—pi linear unahhdngige Funktionen A(d): 




(1) 

Z 




+ 






y, = ly 2, 


tvelchen das JPunktsysteni 771, • • •, 77^ oder auch nur ein Teil desselben als System der (xJ-Punkte 
mliommt, und die cdlgemeinste derdrfige Funktion A(0) Idjit sich aus ihnen mit JSilfe von 
m—p-\-l unbestimmten Konstanten linear zusammensetzen in der Form; 


Tlieorie clw ^-Fnnktionen. 


177 


III.) Bas Gleiclmngensysteni: 



kami mir dwell Ci==0, — ^^,= 0 hefriedigt icerden, oder, was dasselbe, es giht keine 

Funktion bei der das Punktsgsiem • • •, ?/,„ in dem Sgsteme der charakteristischen Punkte 
enthalten ist. 

IV.) Bie p GleicMingen (&!.) sind voneinander wiablUingig. 

V.) Alls den Gleiclmngen (G-j.) lassen sich p lierausgreifen, die voneinander -unab- 
liangig sind, und jede der m—p ■Ubrigen Gleiclmngen ist eine Folge derselben. 

Die allgemeinste zu dem Punktsystem •7?i, • • •, gekorige Funktion A(g) enthalt 
nach II.) m—p + 1 wesentliche willkiiiiiche Konstanten linear komogen.*) In Uberein- 
stimmung hiermit folgt aus lY.), dafi sick von den m Grdfien £ m—p angeben lassen, 
die von Anfang an willkurkck gewaklt werden konnen und durck die dann die^ akrigen 
GroBen £ eindeutig kestimmt sind. 

Zweiter Fall : Ber Fang 0fl|i I (tJi, • • • , g„) des Punktsystems %,•••, tint ist kleiner dls p. 

Dieser zweite Fall kann, wie aus dem im folgenden unter III.) Gesagten kervor- 
geht, nur dann aufbreten, wenn — 2 ist, also unter keinen Umstanden fur i3 = l; 

er liegt fiir p>l, der gemackten Yoraussetzung ??«) <ni zufolge, immer vor, 

wenn m<p-\-l ist. ^ 

In diesem zweiten Falle ergibt sick nun durck Anwendung des im vorker- 
gekenden Artikel aufgestellten Hilfssatzes auf das Gleickungensystem (G^.), daB die folgen- 
den funf Aussagen gleickwertig sind, insofern aus irgend einer von ihnen als Voraus- 
setzung jede der vier anderen abgeleitet werden kann. 

I.) Ber Fang 91:|i|(%, •••, ?j,„) des Punktsystems rji, •••, ist gleicli r. 

Ul 

11.) Bas Gleicliungensystem (Gj.) besitst m — x, von 0, • • •, 0, • • • •, 0, • • •, 0 verscliiedene, 
linear undbliangige Losungssysteme £j'';^, • • •, > • • •, £im.> x=i. 2 , •••,»»->:, und das all- 

*) Riemann, B., Theorie der Abelsehen Funktionen. I, Art. 5. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 88 — 144 j S. 108.) 
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ITS 


(jemcinste Liisui/ii-ssiishm la'pf skh ai(.-< ihum mit Hilft von m — r ■unlestimmten Konstanten 
liiiear zusatnnirimtzen : odor, iras dimdhc, e.c ifibf m — t Unear imahhdmfige FunJdionen A{z): 









ivekdien das PanJdsi/stem rji, - • 7j,,, oder aucli iiur eln Teil dessclhen als Sgsfem der <xd-Punlde 
zukommt, and die allgemeimte derarthje Faiddion A(z) Idfif skit am ihnen mit Hdfe von 
H? — r + 1 unhestimmten Konstanten /'% linear zusammensetzen in der Form : 


Afz) = + • • • + 

Ill.j Fas Glekhungensystem (G^.) hesitzt p — r, von 0, • • •, 0 verscliiedene, linear iin- 
ahhangige Losungssysteme dP, ■■ ■, cf, r=i, 2 , ■ -.p-r, imd das allgemeinste Ldsiingssystem ld/3t 
sick aus ihnen mit Hilfe von p — r nnhestimmten Konstanten linear zusammensetzen; oder, 

ivas dasselhe, es gibt p — x linear unahJkingige Funldionen ^ : 

, .fr)^ J , .(r)£il£ r-lo...«-r 


hei ivelchen das Pimktsystem i]i, ■ ■ gm Systeme der cliarakteristischen Punkte ent- 

halten ist, und die allgemeinste derartige Funktion ^ lujit sich am ihnen mit Hilfe von. 
p> — x imbestimmteu Konstanten A®, • • •, linear zusammensetzen in der Form: 

dz ^ dz ^ dz ^ ^ dz ' 

IV. ) Am den Gleiclmngen (Gj.) lassen sick x lierausgreifen, die voneinander unab- 
luingig sind, und jede der p — r ilbrigen Gleickungen ist cine Folge derselben. 

V. ) Atts den Gleiclmngen (Go.) lassen sick x lierausgreifen, die voneinander unablUingig 
sind, und jede der m — r iibrigen Gleiclmngen ist eine Folge derselben. 

Die allgemeinste zu dem Punktsysteme gi, ■ ■ geLdrige Funktion A(z) enthalt 
uach II.) — r + 1 wesentliche willktirliche Konstanten linear komogen.*) In Uberein- 
stimmung Mermit folgt aus IV.), dafi sich von den m GrdBen 2 m—x angeben lassen, 
die von Anfang an willktirlich gev^ahlt werden kdnnen und durch die dann die r ilbrigen 
Grdfien 2 eindeutig bestimmt sind. 

Setzt man in den letzten funf, unter der Voraussetzung r < jj gemachten, Aus- 
sagen x=p>’ so gelangt man bei richtiger Interpretation wieder zu den funf auf den 
ersten Fall sich beziehenden Aussagen. 


*) Roch, G-. , tlber die Anzahl der willkurliclien Konstanten in algebraisohen Funktionen. (Journal fur die 
reine und angewandte Mathematik, Bd. 64, S. 372.) 
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6 . 

Von besonderem Interesse siud diejenigen .i-Funktionen, Avelche nur fiir eiuen 
einzigen Punkt 7 / der Flacbe T unendlich werden, also das den Punkt 7 ; 77 ^-mal ent- 

1 ^ wi 

haltende Punktsystem if, • • ^ Oder aucb nur einen Teil dessell;ten als System der 

oo^-Punkte besitzen. Nach den Untersuchungen des A^orbergehenden Artikels existieren 

Punktionen Aiz) von dieser Art dann, aber aucb nur dann, Aveun der Bang •••, f ) 

111 

des aufgestellten Punktsystems eine unter m liegende Zabl x ist, und zAvar gibt es dann 
iinmer m — t linear unabbangige Funktionen A(s): 




+ 




> 1 = 1,2,- • — r, 


1 2 VI 

welcben das Punktsystem ^ Oder aucb nur ein Teil desselben als System der 

00 ^-Punkte zukommt, und die allgemeinste derartige Funktion Ah) laBt sicb aus ibnen 
mit Hilfe von m — x + 1 unbestimmten Konstanten A®, A-V • • •, linear zusammen- 

setzen in der Form: 


.4(^)= A^“^ + + d + 

Aus dem soeben aufgestellten Systems der m — r linear unabbangigen Funktionen 
• • •, erbalt man Avieder ein System von m — r linear unabbangigen Fimk- 

tionen A(z) der in Eede stebenden Art, Avenn man darin, unter fi, v irgend zAvei Zablen 
aus der Eeibe 1, 2, • • •, m — x, unter c eine beliebige Konstante verstebend, durcb 

^''{z)-\-cAS'^{i) ersetzt, und man kann dann far den Fall, daB die Funktionen A^'^iz), A^^'‘(z') 
dieselbe Ordnung baben — also die GroBen von Null verscbieden sind, 

die GrOBen 2^+i> ’ ' •> dagegen den Wert Null besitzen — die Ordnung 

von + c indem man c durcb die Gleicbung + c Sb' = 0 bestimmt, kleiner 

als m macben. Von dem urspranglicben Systems A^'^\z), ■ ■ ausgebend kann 
man nun durcb Aviederbolte AuAvendung dieses Eeduktionsverfabrens, indem man zu- 
nacbst bei den Funktionen von der bbchsten Ordnung beginnt, zu einem Systems 
A^^\z), • • •, von m — x linear unabbangigen Funktionen A(z) der in Eede stebenden 

Art gelangen, bei dem keine zAvei Funktionen die gleiche Ordnung besitzen. Haben aber 
die so gewonnenen Punktionen A die — jedenfalls der Eeibe 1, 2, • • •, m angebdrigen — 
Ordnungszablen beziebungsAveise, so muB aucb die Ordnungszahl m irgend 

einer Funktion A(z') der in Eede stebenden Art, da jede solclie Funktion sicb aus den 
Funktionen A mit Hilfe von 7«.-r + l passend goAvablten Konstanten A^ A«, 
linear zusammensetzen laBt in der Form: 
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AU) = + /f-U->(X) + 






sich mit einer der ZaHen uu, ■ ■ ■, w,„_r decken, oder, was dasselbe, es gibt untei’ 

1 lit 

den Zalilen 1, 2, •••, w gerade r = • • •, Zahleu, die nicM als Ordnungszahleu 

bei den Funktionen A(z) der in Rede stehenden Art auftreten konneu. 

Eine positive ganze Zahl w soil eine zum Punkte y der Flaclie T gehorige 

Ldckenzabl genaunt werden, wenn unter den nur im Punkte y unendlich werdenden 

JL-Funktionen keine von der Ordnung n sich befindet, also keine, die im Punkte ?] co” 

wil’d. Die Zahl 1 ist unter alien Umstanden eine Ltickenzahl, da nach dem in Art. 3 

Bewiesenen ^.-Funktionen von der Ordnung 1 nicht existieren. Dagegen ist eine iiber 

1 liegende Zahl n nur dann eine zum Punkte -t] gehorige Ltickenzahl, wenn die Differenz 
1 1 « — 1 

der Definition des Begi’iffes „Rang“ zufolge nur den 

111 |i| 

Wert 1 oder den Wert 0 haben kann, den Wert 1 besitzt, da nach dem soeben Be- 
1 

wiesenen 91|i|(^, • • •, ^) die Anzahl der in der Reihe 1, 2, ■ ■ • , /n vorkommenden, zum 

|i| 

Punkte ->] gehdrigen Liickenzahlen ist. Beachtet man nun, dafi p der grofite Wert ist, 

1 

den die mit wachsendem [jt niemals abnehmende Grofie Stiidij, • ■ v) annehmen kann, 

Ul 

und dafi diese Grofie, nach dem im vorhergehenden Artikel beim ersten Falle Bemerkten, 

jedenfalls fur ^ = 2 — 1 den Wert p besitzt, so erkennt man schliefilich, dafi es im 

ganzen p zum Punkte t] gehdrige Liickenzahlen gibt, dafi diese samtlich in der Reihe 

1, 2, • • •, 2j 9 — 1 enthalten sind, und dafi von ihnen in der Reihe 1, 2, • • 

1 

gerade 31|i|(^, ■ ■ vorkommen.*) 


7 . 

Die in Art. 5 fur die Diskussion des Gleichuugensy stems (Gi.) gemachte Voraus- 
setzung, dafi der Rang • • •, des Punktsystems ■ • •, eine unter m liegende 

|i| 

Zahl r ist, deckt sich nach dem am Ende des Art. 2 ausgesprochenen Resultate mit 
der Forderung, dafi die Kongruenz: 

sich durch ein mit •••, r]„, nicht identisches Punktsystem Si, •••, 8„, befriedigen Ihfit, 
oder — wie im folgenden der Ktirze wegen gesagt werden soli — dafi das Punkt- 

*) Vg], Weiersteass, K., Vorlesungen iiber die Theorie der Abelscbea Transzendenten. (Mathematiscbe Werke, 
Bd. IV, S. 211—225.) 
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system.?;^, •••, 7j,„ ein ersetzbares Punktsystein ist. Zwei dnrcb die autgestellte 
Kongruenz verkntipfte Punktsysteme sollen aquivalente Piiiikt- 

systeme heifien. 

Urn die samtlicben mit deru vorgegebenen Punktsystem 7 ;i, •••, aquivalenteu, 
von rii, •••, i]„i verschiedenen Punktsysteme zu erlialteu, hat man nur for jede zu deni 
Punktsystem •••, tj,,, im Sinne des Art. 1 gehorige Punktion Aiz) das System der 
0^-Punkte aufzustellen und zu ihm dasjenige Punktsystem hinzuzufugen, welches von 
dem Punktsysteme • • •, nach Wegnahme des Systems der co'-Punkte der Punktion 
A(!s) noch hbrig bleibt. Man erhalt auf diese Weise die samtlicben in Rede stehenden 
Punktsysteme, und auch jedes nur einmal, wenn man bei der Durchfiihrung des an- 
gegebenen Yerfahrens jede Punktion A( 0 ) ausschliefit, die sich von einer schon in Be- 
tracht gezogenen Punktion A(/) nur um einen konstanten Paktor unterscheidet. 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafflr, daB ein Punkt s der 
Plache T — einerlei ob dieser Punkt in dem Punktsysteme rji, ■ • enthalten ist 
Oder nicht — in einem mit t]^, ■ ■ rj„, aquivalenten Punktsysteme zum mindesten r-mal vor- 
kommt, werden durch ein System von v homogenen linearen Gleich ungen zwischen den in der 

allgemeinsten hierher gehorigen Punktion A(z)== 1- 

auftretenden m — r + 1 Konstanten A***’, • • •, dargestellt. Dementsprechend kann 

man fur die Bildung eines mit ■■ -,7}^ aquivalenten Pimktsystems die m— t 

Punkte • • •, £„_j beliebig wahlen; denn diese Wahl zieht nach dem soeben Bemerkten 
ein System von nur m — t homogenen linearen Gleichungen zwischen den ni — t + l 
Konstanten nach sich. Die r noch fehlenden, das gewmhlte System 

•••> fim-i zu einem mit tJi, •••, aquivalenten Systems erganzenden Punkte £,„_t+i, • • •, e,„ 
werden aber nur dann eindeutig bestimmt sein, werm durch das erwahnte System von 
m — t Gleichungen die m—t + 1 GroBen A^®Y A^^Y • • •, A^'’'"’=> bis auf einen alien gemein- 
samen Paktor bestimmt sind, oder, was dasselbe, wenn die Matrix der (?« — r) (w — r + 1) 
in diesen Gleichungen als Koeffizienten der A auftretenden GroBen den Rang m — x besitzt. 

Es soil jetzt bewiesen werden, daB durch die Wahl der Punkte £i, •••, £,„_j die r 
noch fehlenden Punkte • ••, im allgemeinen eindeutig bestimmt sind. Zu dem 

Ende grenze man in der Plache T m — t keinen der Punlcte %, • • • , 'tjm enthaltende Be- 
reiche • • •, ab, bilde mit Hilfe der m-r schon benutzten linear unabhangigen 

Punktionen Determinants: 

MW(£i) • • • 

und stelle sich die Prage, ob diese Determinants fur je w— r den Bereichen B^, • • R^-t 
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beziehungsweise augehorige Punkte ej, •••,£, den Wert Xull besitzen kami. Ware 
dies moglicb, so wiirde die Deteiiuinante, als Funktiou des in T beweglicheii Pnnktes 
betraclitet, fiir jedeu dem Bereiche angehorigen Punkt uud folglicb filr jeden 
Punkt von T den Wert Xiill besitzen, •nde anch die Punkte fj, • • •, e,„_^ innerhalb 
der Bereiche B. 2 , • ■ •, B,„_^ gewahlt sind, und es wurdeu dann wegen der Lineavunab- 
hangigkeit der Fnnktionen ■ ■ ■, auch die zu den Eleinenten 

gehdi’igen (■?« — r — l)-reibigen Unterdeterniinanten fur jede Lage der Punkte s.,, • 
innerhalb der Bereiche B«, • • •, B,„_^ den Wert Null l^esitzen. Ninnnt man dann speziell 
die zu deni Elemente gehorige («i — r — l)-reihige Unterdetermiuante, wendet 

dieselbe Schlnfiweise an und fahrt so fort, so gelangt man schlieBlich zu dem sinnlosen 
Resultate, daB die Funktion A^''‘~’^^(/) fhr jeden dem Bereiche B,„_^ angehorigen Punkt 
0 = £„,_j und folglich filr jeden Punkt von T den Wert ETull hesitzt. Damit ist aher 
zunachst bewiesen , daB die aufgestellte Deterniinante nicht filr je m — r den Bereichen 
Bi, ■ • B„,_^ beziehungsweise augehorige Punkte ei, •••, me klein diese Bereiche 

auch sein mdgen, den Wert Null besitzen kann. Wahlt man jetzt m~v den Bereichen 
Bi, ■ • •, beziehungsweise augehorige Punkte • ■ ■, von der Art, daB die auf- 
gestellte Determinante nicht verschwiudet, wenn man gleichzeitig 6i = ii, •••, = 

setzt, so lassen sich, da dieselbe, als Funktion der m — t Veranderlichen a^, • • 
betrachtet, filr Ci = Ci, • • •, = i„;_r stetig ist, in T m — t diese Punkte beziehungs- 
weise enthaltende ’ Glebiete iri, von der Art abgrenzen, daB die Determinante 

fur je m — t diesen Gebieten beziehungsweise augehorige Punkte Cj, •••, einen von 
Null verschiedenen Wert besitzt. Beachtet man dann noch, daB durch die auf irgeud 
ein solches Punktsystem Si, •••,«„, _t bezogenen m — t Gleichungen: 

0 = -t- + • • • + 


die GrSBen X^'^\ ■ ■ ■, bis auf einen alien gemeinsamen Paktor bestimmt sind, 

so erkennt man die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung, daB durch die Wahl der 
Punkte Sj, • • die t noch fehlenden, das angenommene System • • •, £„,_j zu einem 

mit ■ ■,r}„, aquivalenten Systeme erganzenden Punkte e,„_t 4 .i, •••,«« im allgemeinen 
eindeutig bestimmt sind. 

Aus den vorstehenden Untersuchungen ergibt sich jetzt als Resultat, daB die 
beiden Aussagen: 

a. ) Das Punktsystem •••, hesiUt als Rang •••, fin^'die unter m UegendeZahlx; 

1^1 

b. ) Das Punktsystem • • •, 7 i„, ist ersetzkar; filr die Bildung eines mit Him dqm- 
vcdenten Punktsystems kdnnen m - 1 Punkte heliehig gewdlilt werden und es sind durch die 
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TFfl/i? vo}i Hi t die r )ioc]i feldeiidcji Puyilitc i)ii ciUfie/m iiti eiNd' ufiif besfimud : 

gleicliwertig sind, insoferne niclit niu’, wie sclion bewiesen, aus der ersten als Yoraus- 
setzuDg die zweite folgt, soudern aiich umgekelirt aus dieser jene. Denii. besafie das 
uiiter b.) charakterisierte Punktsystem eine von r versckiedeiie, wegeii der Ersetzbarkeit 
des Punkt33'^stenis jedenfalls unter ))i liegen.de, Zalil t als Rang, so konnten, im TYider- 
spruche mit dem ilber das Punktsystem Yoraiisgesetzten, fur die Bildung eines mit ihm 
kguivalenten Punktsj^stems w — r, die r noch feblendeu Punkte iiu allgemeineii eindeutig 
bestimmende Punkte beliebig gewalilt werden. 

Das soeben ausgesprocbene Resultat laBt zugleicli erkennen, da 6 ein jedes mit 
einem Punktsystem • • •, 7 /,,, vom Range t< )n aquivalente Punktsj'stem ebenfalls den 
Rang r besitzt. Man hat dazu nur zu beachten, daS die fflr ein solches Punktsj'stem 
geltende Aussage b.) auf jedes mit ihm aquivalente Punkts 3 ' 5 tem tlbertragen 
werden kann, und dafi daher, wegen der Gleichwertigkeit der Aussagen a.) und b.i, die 
Aussage a.) auch ftlr jedes mit ■■■, r],„ aquivalente Punkts 3 'stem gilt. 


8 . 

Mit Rilcksicht auf die Ausnahmestellung, welche die in Art. 5 betrachteten zum 
zweiten Falle gehorigen Punktsysteme, nach dem doih unter HI.) Gesagten, gegenQber 
den zum ersten Falle gehorigen Punktsystemen einnehmen, sollen in diesem Artikel 
die zum zweiten Falle gehorigen Punktsysteme noch einer besonderen Betrachtung 
unterzogen werden. 

Zu dem Ende nehme man an, dafi das den Pnnkt ( 0 = 1 , 2 , •■•,.) 77i„-mal enthaltende 

Punktsystem rji, • '>f \ • • •> \ • • • •? ‘ ‘ ■> zweiten Falle gehore, oder, 

was dasselbe, dafi sein Rang 9tii|(-?]i, • • •, »/„,) unter m und p liegende Zahl r sei. 

|i| 

Die Zahl m kann dann nach dem beim zweiten Falle Bemerkten nicht grofier als 
22) — 2 sein. 

1st zunachst ??? = 2_p — 2, so muB jj; — r = l sein, da sonst nach dem beim zweiten 
Falle unter III.) Gesagten zum mindesten zwei linear unabhangige Funktionen ^ 
existieren wiirden, denen das Punktsystem rj^, • ■ System der charakteristischen 

Punkte zukame, wahrend doch nach dem in Art. 3 Bemerkten zwei Funktionen denen 

dasselbe Punktsystem als System der charakteristischen Punkte zukommt, sich nur um 
einen konstanten Faktor unterscheiden konnen. Ein zum zweiten Falle gehdriges 
System von 2p — 2 Punkten besitzt daher stets den Rang y; — 1. Auch erkennt man 
ohne Mtthe, daB die Gesamtheit der den Funktionen || zukommenden Systeme der 
charakteristischen Punkte rait cler Gesamtheit der den Rang — 1 besitzenden Systeme 
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von 2 j 9 — 2 Punkteu identiscli ist, unci daB daher, weil je zwei der zuerst genannten 
Panktsysteme, "vvie ein Blick auf die am Ende von Art. 3 aufgestellte Kongruenz zeigt, 
Equivalent sind, aucli je zwei der zuletzt genaunten Punktsj'^steme Equivalent sind. 

Fiir die ganze noch. folgende Untersuchung soli jetzt vorausgesetzt werden, daB 
■m <2j) — 2, also etwa m = 2%) —2 — m sei. Es gibt dann nach dein beim zweiten Ealle 

unter III.) Gesagten — r, dort mit ■ ■ ■, ■ bezeichnete, linear unabhangige 

Funktionen bei -tvelcben das Punktsystem 7;i, • • •, eiueu Bestandteil des Systems 
der cbarakteristiscben Punkte Inldet, und die allgemeinste derartige Funktion ^ setzt 
sick aus ihnen mit Hilfe von — r unbestimmten Konstanten •••, zusammen 

in der Form h siDeziell r=jj — 1, so ist — da sich 

dann die soeben fiir die allgemeinste bier in Betracbt kommende Funktion ^ anf- 

gestellte Gleicbung auf ^ reduziert — das von der Funktion berkom- 

mende, mit rj[, • • •, ri„,, zn bezeicbnende, Eestpunktsystem (siebe die Definition am Scblusse 
von Art. 3) das einzige zu 7 / 1 , • • •, r}„, geliorige Eestpunktsystem einer Funktion ^ und 

folglicb ein nicbt ersetzbares Punktsystem oder, was dasselbe, ein Punktsystem vom 
Eange m'. Ist dagegen x<:p — l, so gibt es auBer dem Systeme %,•••,?/«', welcbes 

von der ersten der vorber aufgestellten Funktionen • • •, berkommt, nocb un- 

begrenzt viele zu i]i., ■■■,%„ geborige Eestpiinktsysteme von Funktionen ein jedes 

dieser Eestpunktsysteme ist auf Grund der am Scblusse von Art. 3 aufgestellten Kon- 
gruenz ein mit • • •, 7 ;^. Equivalentes Punktsystem, wie umgekebrt, sodaB also die 

Gesamtbeit der zu gehorigen Eestpunktsysteme von Funktionen ^ mit der 

Gesamtbeit der mit 7 /j, • • •, t;',,. aquivalenten Punktsysteme identiscb ist. Nacb dem am 
Scblusse von Art. 7 Bewiesenen besitzen daber die zu 7 / 1 , •••, 7 /^ gehorigen Eestpunkt- 
systeme von Funktionen samtlich den gleicben, mit r' zu bezeicbnenden, Eang. Zur 
Bestimmung dieser, jedenfalls unter m' liegenden, Eangzahl r' bat man vor allem zu 
beacbten, daB ein zu rji, ■ • - , i],,, geboriges Eestpunktsystem einer Funktion der Defi- 
nition gemEB, erst dann festgelegt ist, wenn man bei der aufgestellten Funktion 

"I + ~ P ~ willkfirlichen Konstanten A bis auf einen alien 

gemeinsamen Faktor bestimmt bat, und daB man dementsprecbend fttr die Bildung eines 
derartigen zu • • •, 7j„ gehorigen Eestpunktsy stems jedenfalls — x — 1 Punkte beliebig 
wablen kann, da diese Wahl ein System von nur p — x — 1 bomogenen linearen Glei- 
cbungen zwischen den p ~x Konstanten A nacb sicb ziebt. Das zu bildende Eestpunkt- 
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l-i.'* 

system wircl aber durch Wabl von j) — t — 1 Punkten nur dann eindcuti;.' liestiinmt sein. 
wenn die Matiix dev {p vKjJ — v— 1; in diesen Uleicluuipren als Koefrizienten der /. 
anftretenden GioBen den Rang p — v — l besitzt. DaC dieses ini uilireineiueii dev Fall 
ist, evkennt man, wenn man dieselbe Sclilufiweise anweiidet wie in Aid. 7 an dev ent- 
spvechenden Stelle. Ptlv die Bildung eines zu • • - . , gehorigen Restpiinktsvsteins 

einer Funktion ^ odev, was dasselbe, eines uiit ij".,’ ioiuivalenten Pimktsystenis 

konnen also jJ — v — 1 = ;« — (im — -}- v -f Punkte lieliebig gewahlt werdeu. und es 

sind durch diese Wahl die -m' — -f r + 1 uoch fehlenden Punkte iiu allgemeinen ein- 
deutig bestiiunit. Das aber ist nach deni in Art. 7 ausgesprocheuen Resultate nur 
inoglich, wenn die dem Systeme i/i. • ••, zukommende, vorher init r' bezeichnete. Rang- 
zahl sich mit der Zahl -{- r +• 1 deckt, sodaB also r'= - r -f 1 oder auch, 

da die Beziehung m =^p-'2-m besteht, r'=ii-in + r-l ist. Trotzdem die letzte 
Gleichung unter den Voraussetzungen r< Hi<2ji — 2, r<j)~l abgeleitet worden ist, 
gilt sie auch noch unter den Voraussetzungen x<m<2p — '2, x^p — \, da sie dann, 
in Ubereinstiinmuug mit dem vorher Gefundenen, f(ir r' den Wert 2p — 2 — ru = m liefert. 
Unter Benutzung der Relation ?» + -;«' = 2^? — 2 kann man ihr die drei Formen*): 


m 


t'==p~l-x, 


m ~X=p ~ I — x, 


m 


2r' = m — 2r 


gebeu; das System dieser drei Gleichungen stebt im Einklang mit der Tatsache, daB 
jedes zu ■■■, t},,, gehorige Restpunktsystem einer Funktion ^ das Punktsystem 

Vxy ■ ■ ■) Vm selbst wieder als Restpunktsystem einer Funktion ^ besitzt. 

Aus den vorsteheuden Untersnchungen ergibt sich jetzt schlieBlich als Resultat, 
daB unter der Voraussetzung in<2p — 2 die drei Aussagen: 

a. ) JDas Pmilctsysteni rji, ■■■, y,,, lesitzt als Bang •••, t/,,,) die unter m und p 

liegende Zahl r; ‘ 

b. ) Bas Punktsystem rj^, • - •, ist ersetzbar und es gehart zu ihm mindestens tin 
Bestpunktsystem einer Funktion jedes derartige zu •••, t?,,, gehorige Bestpunktsystem 
besitzt den Bang p — m -\- x — 1', 

c. ) Bas Punktsystem ih, ■ ■ t],,, ist ersetzhar und es gehort zu ihm mindestens ein 
Bestpunktsystem einer Funktion fiir die Bildung eines derartigen zu y,, • • gehorigen 
Bestpunktsystenis konnen p-x~l Punkte belieUg gewahlt werden und es sind durch die 


*) Brill, A. und Koether, M., Uber die algebraischen Fimktioiieii uad ihre Anwenduug in der Geoinetrie. 
(Mathematische Annalen, Bd. 7, S. 269.) 

P-E, II. 
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WuU von — r — 1 Puniden die p - m + r - 1 noch feldenden Pimlde im cdlgemeimn ein- 
deutig lestimmt; 

gleicliwertig sind, iusofern aus irgend eiuer von ihnen als Yoraussetzmig jede der beiden 
anderen abgeleitet werden kauu. Da, wie schon bewiesen, aus a.) als Voraussetzung 
jede der beiden Aussagen 1).') und c.) folgt, und diese letzteren nacli dein in Art. 7 aus- 
gesprocbenen Kesultate gleicliwertig sind, so bat man zum vollstandigen Beweise der 
aufgestellten Bebauptung nur nocb zu zeigen, daB aus c.) als Voraussetzung die Aus- 
sage a.) folgt. Dieses aber ist der Fall; derm, besaBe das unter c.) cbarakterisieide 
Punktsysteni eine von t verscbiedene, wegen der Ersetzbarkeit des Punktsysteins jeden- 
falls unter m und wegen der Existenz von mindestens einein Eestpunktsystem einer 

Funktion aucb unter liegende, Zabl r als Rang, so konnten, im Widersprucb mit 
dem tiber das Punktsystem Vorausgesetzten, fiir die Bildung eines zu ibm gebbrigen 
Restpunktsj'stems einer Funktion — r — 1 , die + r — 1 nocb feblenden Punkte 

im allgemeinen eindeutig bestimmende Punkte bebebig gewablt werden. 


9 . 


Jede E-Funktion laBt sich auf unbegrenzt viele Weisen als ein Quotient dar- 
stellen, dessen ZcLbler und Nenner die ersten Derivierten von zwei zu irgend einer 
Cbarakteristik geborigen Funktion en W sind, und man kann, wenn es sicb um die 
Bildung eines solcben Quotienten bandelt, die Derivierte einer beliebigen Funktion W zum 
Nenner nebmen. Eine ausgezeicbnete Darstellung von dieser Art erbalt man, wenn 
man speziell die Derivierte irgend einer allentbalben endlichen Funktion zum Nenner 
nimmt. Zur Gewinnung dieser Darstellung soil bier ein Yerfabren angewendet werden, 
das aucb im allgemeinen Falle zum Ziele fiibrt. 

Gegeben sei eine Funktion A(s), welcbe das den Punkt %■■■,,) j^^-mal 

entbaltende Punktsystem • • •, ri^^\ • • •, • • - , als System der oo^- Punkte 

besitzen moge. Diese Funktion ist nacb Art. 1 durcb eiue Gleicbung von der Form: 






-f- ^ 


+ ■ ■ ■ + I) + 


darstellbar, wobei dann zwiscben den Konstanten die p Beziebungen: 




+ 


(m„— 1)1 




(^) ] = 0 

[dz’p/ol 


r-1,2, •• 


besteben. Sollten von den Punkten • • •, einer oder mebrere an der Be- 
grenzung von T' liegen, so andere man das Scbnittsystem durcb Deformation so, daB 
die Punkte tj samtlicb in das Innere der Flacbe T' zu liegen kommen. Nun verstebe 
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man unter a einen im lunern von T' gelegeiien. von don Punkten «. rv ver.schiedenen 
Punkt, bilde alsdann das Produkt: 

der Funktion A(/) mid der zur Cliarakteristik gehurigen. ebon falls in T ein- 

werfcigen Elementarfunktion P und bestinnne den Wert J des mit dieser Funktion P> z 

1 * 

und irgend einer allenthalben endlicben Funktion ir gebildeten. in positiver Eichtung 
liber die von den beiden Seiten der Schnitte a, I, c gelnldete Begrenzung 31 der Fliicbe I" 
zn ei’streckenden Integrals P>{z)du’, indem man in derselben Weise vorgebt, wie es 
im ersten Teile, in Art. 1 des siebenten Abschnittes, zu almlichem Zwecke geschelien 
ist. Man erhalt dami fur J zunacbst die Gleicbung: 

_ + 

und sclilieBlich, indem man beachtet, daB fur y = l, 2, 
langs <i,.| AL(«!)~, P 

langs I J. (.?)■’■= .4 P 

IsLUgs eJA(sy= A{z)~ , P 


a 

+ 

II 

a 


1 1 


a 

II 

a 


J 1 


a 

+ 

1! 

a 


** da 


ist, und daB daher die Werte von <P(s) in je zwei zu einem der Schnitte a, c ge- 
horigen entsprecbenden Punkten S^'^, cP~ in der Weise verknupft sind, daB 

langs == » 


langs b,.{ 4>(zy = <P(zy-2-^^A(zr, 

langs c^i^( 0 y= ^yy 


ist, die Gleichung: 


v=l,2, — fPf 


Das Integral J ist aber auch gleich der Summe der auf die einzelnen in T' 
gelegento TJnstetigkeitspunkte •••, a von sich beziehenden Integrate 

+ + 

r pi[z)du% 0 = 1 . 2 , r<f>(g)du" und kann daher auch auf Grand der Gleichung: 
lr>) d 


u 
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T=y I <f>(z)clir-\- f f-pizjdu- 

n^ \ Kf ey 

(a) 


ausgewertet Averden. Zu dem Eiide hat man das Folgende zu beachten. 

1.) Fill- das Gebiet des Punktes (0=1,2, •••,») gelten die Eutwickluugen (vgl. A.rt. 7 
u. Art. 2 des vorhergehenden Abschnittes): 

A\z) = + • ■ • + ^ + ■■ — h c„o + + Ccs^fl + ••••, 


P 

1 


dp 

rjWj 

0 

a 1 


da 


+ 


1 dP 

1 1 


.(0-) 


a 


iii = (h.) 4- Jl (£^\ z 4 -— (—] z- 4-- (—\ 2® j 

imd es gilt daher fiir das Gebiet dieses Punktes auch die Entwicklung: 


1 da 
1 /d-2i\ 


^0+ V 


dp 




^ da 
1 /d.'^u\ 


1 

4 + t “ 




a 


3 da 
1 fdhi\ 




wobei 


7 Cl' Cl' Cl' 

/ / \ an ^07)1^ , , , '*-'(71 I ' I ' I ' 'j I ' ‘1 . 

IP ~4p' ~ T ^ ^»0 + ^n2 Pi P Pz P + 


O' ^ ' ^(r 4 . + fi /d^‘u\ 

' ,7^1 (.“-!)! W4‘ A’ 


;.=o,t,2,---,wi„-i, 


ist. Daraus folgt danu weiter, daB in der durch Mnltiplikatiou dieser Entwicklung mit 
der Entwicklung der Punktion P “ sich ergebenden Entwicklung von <P (2) — die 
Potenz mit dem Koeffizieuten : 

dP 




dP 


Cl 

■ + y. 4i 

l' 1 - 

■'rt. J - 1 - 1 J 

a 


;.=i 


anftritt. Dieses Glied ist aber das einzige, welches bei der Answertung des auf den Punkt 
sich beziehenden Integrals in Betracht kommt, und man erhalt dementsprechend: 

n(">l 


J •P(z)du‘=^J = S'„ 


dP 


da 


— X a -i- \ ., \ 

_L. ^ i Q >• 1 ^ 1 

-r ^ X + i I* 


dP 



a 


(,;W) 

2.) Filr das Gebiet des Punktes a gelten die Entwicklungen; 

n a= 1 ^ 7i = 0 


n —1 


und es tritt daher in der durch Multiplikation dieser drei Entwicklungen sich ergebenden 
Entwicklung von die Potenz {z — a)~'* mit dem Koeffizienten A(a)^^ auf. Dieses 
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Gliecl ist aber das eiiizige, welches bei der Auswertunir dns aiif n^^ii l^aiikt a sirh be- 

ziehenden Integrals in Betracht komint, nnd man erhiUt (k'nifnt>i.r.>« hen<l: 

+ -f 

g <h- = 2.7 ; A a 

(«) 



Unter Benutzung der beiden soeben gewonnenen Resiiltate erhiilt man jetzt au.- <b‘r 
letzten fur J aufgestellten Gleichimg die Gleicliung: 


J- 


Ini 2 

CJ~ 1 


Srti 


dP 

,.I0, 

1 /. = 77! J — 1 

dP 

\rp> 

0 

a 

La- V -L Q' 

A 

1 


da 


J. - 


d a 


2n? 


da 


Setzt man mm die beiden fur J erhaltenen Ausdriicke einander gleich, liifit bei 
der eutstebenden Gleicbung in neuer Bezeicbnung zuuucbst an Stelle des Biichstabens .r 
den Bucbstaben l, bierauf an Stelle des Bucbstabens « den Bucbstaben r treten und lu.st 

alsdann die Gleicbung nacb A(g)^ anf, so erbiilt man, wenn man .=;cblieClich nocb die 

Q' durcb die ibnen entsprecbenden Ausdriicke ersetzt, die fur jedeu von den Punlvten 
1 ], a, oo verscbiedenen inneren Punkt z der Fliicbe T' geltende Gleicbung: 


J / N dn 


17 = Jf j = £ 


l,A 




n dF 

0 

y^ia) 

2 

t 

cl 




welcbe nacb Division durcb p- fur die Funktion A(zi die erwRbnte ausgezeichnete 

as 


Darstellung liefert. Trotzdem diese Gleicbung, zur Vereinfacbung der Untersucbung, 
nur far den Fall abgeleitet worden ist, dafi der Punkt ^ im lunem der Flacbe T’ liegt, 
gilt sie auch nocb, wenn z der Begrenzung von T' angebort. Es andert sieb namlich 
die Differenz der bnken mid rechten Seite, als Funktion des in T frei beweglicben 
Punktes « betracbtet, stetig, wenn dieser Punkt durcb stetige Bewegung in einen Punkt 


der Begrenzung von T’ llbergeht, nnd es kann daber diese Differenz, da sie der erbaltenen 
Gleicbung gemSiB immer den Wert Null besitzt, wenn z ini Innern der bblcbe 2 liegt, 
nicht einen von Null verscbiedenen W ert baben, wenn z dei Begrenzung von T 
angebort 

' 

^ _ '? > > 0 > ?'/>>'/ 

oo^-Punkte der Funktion J(z) kleiner als ji ist, oder, was dasselbe, wo Funktionen 


Eine besondere Betracbtung verdient der Fall, wo der llang9tji|(V'’,- -• 
des den Punkt (^= 1 , 2 , •••>*) jw^-nial entbaltenden bjsteins t] , ,7j der 


11)0 
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(ju 

dz 


- existiereu, bei i.lenen das Panktsystem 


in (lem System clei' 


charakteristischen Punkte eutbalten ist. LaBt man nilmlicli in cliesem Falle an Stelle 


du 


dei' in der ixewonnenen Formel vorkommendeu allffemeiuen Funktion ;jr eine der soeben 


geuannten speziellen Funktionen ^ treten, so nimmt die Formel, da nach dem in 


dn 


Art. o Bemei'kten fiir jede derartige Funktion -p die H 


m, Gleichimgen; 


0-= 1 , 2, 


bestehen, die einfacliere Gestalt: 



an, und man erkennt nun, da6 jede Funktion At der inEede stebenden Art sich als Quotient 
z^yeier Funktionen p darstellen lafit/‘'| Da andererseits aber aucli der Quotient irgend 
zweier nicht nur durch einen konstanten Faktor sich unterscheidenden Funktionen 4 ^. 

wie aus dem in Art. o beim ersten und zweiten Falle unter III.) Gesagten hervorgeht, 
eine Funktion A(z) der in Eede stehenden Art ist, so erkennt man schliefilich, da6 die 
Gesamtheit der Funktionen A(s), bei welchen das System 

der oo^-Punkte als Eang • • •, • • • •, , ?/'') eine unter liegende Zahl be- 

lli 

sitzt, identisch ist mit der Gesamtheit derjenigeu Funktionen, welche Quotienten zweier 
nicht nur durch einen konstanten Faktor sich unterscheidenden Funktionen ^ sind. 


10 . 


Es sollen jetzt diejenigen ausgezeichneten Funktionen untersucht wei'den, 

welchen das den Punkt (9=1, 2, . ..r) — l)-mal und den Punkt cxi,, (>==1,2, •■•,5) 7 u,,-mal 

enthaltende Punktsystem cci, • • •, ■ • • •, a^, ■ ■ •, a^, ooj, ■ • •, ooj, • • • •, oo^, • • •, <30^ oder 

auch nur ein Teil desselben als System der 00^-Punkte zukommt. Dabei bedeutet h eine 
Zahl aus der Eeihe 0 , 1 , 2 , •••. Der in Art. 12 des vorhergehenden Abschnittes auf- 
gestellten Formel (D.) gemafi ist jede derartige Funktion A(0) = A^zK^) durch eine mit kon- 




stanten, der Bedingung ^c,,o = 0 gentigenden GroBen c gebildete Gleichung von der Form: 


>■=1 




y.^q 


dF 


■;^0 


dz 


y. = q ;. = (A + l)i^ 

+ 2 ^y.x 

X = 1 1=1 




dz 


*) Vgl. Riesiann, B., Tlieorie der Abelsclien Funktionen. I, Art. 10. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., S, 88 — 141: ; 
S. 117^118.) 
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ll'l 


Oder von der damit aquivalenteu Form; 

(I.) 

7=1 }' = ! \ 


d V 




z = 5 A= 


ilr 


^ y.-l ;.= 1 ^ 


darstellbar. Da abev aucb umgekebrt, wie aus den in Art. 11 des vorhergeheuden Ab- 
schnittes aufgestellten Foimelu (Di-). (D,.), (D;.), (Dl.'i folgt, diese Gleicbnng, ^velche 
erte man aucb den c iin Rahmeu der genannten Bedingung znlegen mag, — von 
dem Falle, wo tq = • • • = c, - 0, c,, = 0, vy’ = • • • = == 0 ist, also die rechte 

Seite sich wegen der nach Art. 12 des vorhergeheuden Aliscdinitts bestehenden Relation 


y,~g dl^ 


dz 


= 1 auf die Konstante C reduziert, abgesehen — stets eine Fuuktion der in 
Rede stehenden Art liefert, so stellt der auf ihrer rechten Seite steheude Ausdniclv bei 

y.-q 

unbestimmten, nur der Bedingung = 0 imterworfenen Konstanten c die allgemeinste 
Fuuktion dar. 


Die Ordnung einer Fimktion hbersteigt nicht die Zahl R = h 

0=1 ^ ' x=l 

= 12 + (7 + 2jj — 2 + lin Ist die Fuuktion von dev Ordnung H, besitzt sie also 

das vorher charakterisierte Puukts 3 'stem als Sj^stem der oc'-Puukte, so kommen ihr 
auch H O’-Punkte e^, s^, • • •, % zu. Ist die Funktion A’-^\s) dagegen von der Ordnung 
H—t, besitzt sie also nur einen, FJ— ^Punkte lunfassenden, Teil des vorher charakteri- 
sierten Punktsy stems als System der oo'-Punkte, so kommen ihr auch nur H—t 0^-Punkte 
£i, ^ 2 , • • •, s^_^ zu. In diesem letzteren Falle erganze man nun das Punktsystem 
fi, £ 2 , • • •, £jj-_( dadurch zu einem System von if Punkten, £ 1 , £21 * • ^n-> dafi man zu 

ihm dasjenige, t Punkte enthaltende, Sj'^steni, welches von dem zu Anfang dieses Artikels 
charakterisierten Systeme nach Wegnahme der H—t oo’-Punkte der Funktion 
noch tlbrig bleibt, hinzunimmt. In jedem der beiden soeben betrachteten Falle soil das 
zur Fuuktion Af\d) deflnierte Punktsystem £ 1 , • • •, insofeme durch dasselbe die 
Funktion Af\s) bis auf einen von s freien Faktor bestimmt ist, das Sj’stem der 
charakteristischen Punkte der Funktion A^h\^) genannt werden. 

Die Systeme der charakteristischen Punkte der Funktionen A}Z\z) lassen sich 
einheitlich definieren; man hat dazu nur die gegen Ende des Art. 2 angestellten Be- 
trachtungen, speziell die Eongruenz (1'.), auf die Funktionen A^Z^[^ zu beziehen. Es 
ergibt sich dann, da6 die Gesamtheit der den Funktionen Af\g) zukommenden Sj^steme 
der charakteristischen Punkte mit der Gesamtheit der Losungssysteme •••, der 
Kongruenz: 


/G-H \ /(} = r y,-q \ 




1 tliueci 




oo 


>1’ 


oc 


.) 


identisf'h i'-t. Da der liaiiu 9?:i; o^i. • • •. fJi, ■ ■ ■ ■. a^, ■ ■ ■. ccj, 

iU' 

<les zu Aiitan;r dieses Artikels cliarakterisierteu Punktsystems wegen E>2p-2 gleich 
I, ist. se kaiiii man. nacli dem in Art. 7 Bewiesenen, fiir die Bildung eines Sy.stems 
fi, • • •, e,i .ler charakteristisclien Puukte einer Fuiiktiou H-j) Punkte beliebig 

wilbb-u un<l es siud diircli die Wahl von J/-j; Pimkten die ‘p nodi fehlenden Punkte 


im allgemeiueu eindeutig bestimmt. 

Mit dri.V; bezeidme man uuterscMedslos jede Fmiktion Af^j, welche das den 

Punkt a„ .,.=>. 2 . rt/„-P-mal entlialtende Punktsystem ctj,---, «!, , «,.,•••, a, oder 

uuch nur einen Teil desselben als System der cjo^-Punkte besitzt, und bei welcber 
das den Punkt .x=t, 2 , ■■■,/> /^-nial enthaltende Punktsystem ooj, •••, coj, oo^, •••, oo,^ 
als Bestamlteil des Systems dev O' -Punkte auftritt. Man erkennt damn, in ahnlicher 
Weise ivie vorher scblieBeiid. zunacbst, daB die allgemeinste derartige Punktion durcli 
die (Tleieliung: 


^■1- i ly.l ~ ^ C,. -jz' do 

1=1 ■* a =1 


dP 


(Iz 


, x' = <l (iP 
1 -sri “ 

y. =1 


dz 


x = q 

geliefeit wird, wenn man unter den c unbestimmte, nur der Bedingung J5'do = 0 unter- 

K = 1 

worfeue Konstanteu versteht, weiter auch, daB die Ordnung einer Funktion A^!^\( 0 ) die 
Zalil 7i -{-q + 22 ? — 2 nicht ilbersteigt und daB zu jeder Funktion A^^K/) ein System von 
q + 2p — 2 Puukten d, • • •, als Sj^stem der charakteristischen Punkte geliort, 

endlicli nocli, daB die Gesamtheit der den Fuuktionen A^^\( 0 ) zulfommenden Systeme 
der charakteristischen Punkte mit der Gesamtheit der Ldsungssysteme Si, • • •, 
der Kongruenz: 




) /Q = r y.zzzq 

Vo = l ' K = 1 


identisch ist und daB man fur die Bildung eines derartigen Punktsystems Sj, • • •, £,+ 2^-2 
gerade q+p — 2 Punkte beliebig wahlen kann. 

Der zu Anfang dieses Artikels unter (I.) fur die Funktion Af^s) (*= 0 , 1 , 2 , -) auf- 
gestellte Ausdruck laBt sich durch eine liueare Verbindung der E—p -h k + 2 spe- 
ziellen, im folgenden der Kiirze wegen als Fundamentalfuiiktionen zu bezeichnenden, 
Funktiouen: 




P" 


'dp 



0 

Z 



t = q 





z 


fPn 

z 

d 

’ z 

/’ 

dz 


w = 0, 1, 2, 

r = l, 2, -.., 5 , 


w6=o,i, 2, 

7r = l, 2, .-..tf, 


dUy 

dz ’ 
r=l. 2, 


Wi = 1, 2, • • h 


dz 
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r = 5 /dP 

r = 1 


dz 


T =2 


dP 


= 0 , 


ru = Q, 1 , 2 , . 


veiknupft sind ersetzen. Die beiden hierzu notigen Hilfsformeln erhalt man auf 
folgende Weise. Zunachst beziehe man die in Art. 12 des vorbergehenden Abselinittes 
aufgestellte Formel (D.) auf die Punktion W{z) = z”'-'^ <«= 1,2, es ergibt sicb dann 


die Gleichung: 


y. = q 


ytn-l 1 


dp ' 


7 niy^ 

Z 




l>f 

00 

1 

\ dz 

n 


x^q 
' r'~l 


dP 

0 


Weiter beziehe man die Formel (D.) auf die Punktion Wi0) = s' 

(t=i! 2’ Gs ergibt sich dann, wenn man noch die soeben abgeleitete Gleichung be- 
rucksichtigt, eine Gleichung von der Gestalt: 


dP 


dz n 


x'=q 


dP 


0 

z 

d 

z 




(GW.) 

?/i = 1, 2, • • • , // -j- 1 


v —1 


x = l 


'dp 



0 

Z 

1 


dz n dz 

y/= 1 


y.=iq — l 

+2 2 

X = 1 l-i 


dP 

.«-i , dP 

1 z 

J-1 « 

Z 1 111 z 

1 


wobei die /cW von den ganzen Zahlen m,x abhhngige, der Bedingung 2 ^To=^^ ge- 

5f=l 

ntlgende Konstanten bezeichnen. Endlich beziehe man die Formel (D.) auf die Punktion 


dp 


a 

Z 


= -1/ ' ergibt sich dann eine Gleichung von der Gestalt: 


dP 



a 

Z 




dz 


{&£*>•) 
m =: 1, 2, • . . , 7/. 

i; = l, 2, - - , /p-l 


r=i?_ 

2 *>: 

r = l 


dz 


x = S_ 

■214 

X=1 


(dp\ 




Z 

1 

\ dz 

n 


H y-’= 9 . 


dP 


0 

Z 


dz 


+2 2 m- 

y = l ;i = l 


dP 


d p 


j 

z 

1 a m + a 

\ . 1 - j ^ 



9 

_ y--q^ 

wobei die von den ganzen Zahlen m, a, r abhangige, der Bedingung ge- 

;<=:1 


niigende Konstanten bezeichnen. 

P-B, II. 
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ruuittr Abiciiuitt. 


1 'j 4 


Fiir j..-dL-s t mis tier lieihe L 2 , •••,2 kaun man jetzt linear ausdrucken: 


d. P. 

a -r 1 i I, 


mit Hilfe der Glcichung dunktioii 


dP 


durcdi Fundaiiientalfunktiuneu und die Funktionen = 


mit Hilfe der Gkdcliimgen 0 ^;^;, .;=.r-i, • •,2.1,*', die Funktionen 

dP 

durck Fundamentalfiinktionen imd die Funktionen — ^ 


d P 

00 

ft n 

Z 


mit Hilfe der Gleiclmngen (Giv'''.), die Funktionen 


dz 



9 

" ly, ‘x-Ph ‘ ‘ ' 

d P 1 





y <7 — Ij • • • , 2 j 1 , 0 j 


dP 


dz 


durch Fundamentalfiinktionen und die Funktionen — 


j = 2 , 1,0 j 


d P 


It+O 

Z 




mit Hilfe der Gleiclmngen (G;‘tj, ..=,,-1, •. ,2,1.0 die Funktionen — ^ 
durcli Fundamentalfunktionen allein. 

Man erkeunt so, daB der zu Anfang dieses Artikels unter ( 1 .) fur die Funktion 
H/'VFi A=o.i,2,- -; aufgestellte xiusdruck sick in der Tat, wie bekaujitet wurde, durck eine 

y.=^q 

lineare — mit konstanten, den Bedingungen = ,h=o,i,2, +1, gentigenden 

X= 1 

GroBen I gekildete — Verbindung: 


v — p , m = h y. — q 


Jii = h-Pl y. — q 


r = l 1,. = 0 


m = 0 X = 1 




y’=q 


dP 


dz 




n — ’ dz 

X = 1 


vi=^h y. = q 7 . — l dP 

Wi = 0 X = 1 /. = 1 


dz 


der II—jp + h + 2 Fundamentalfunktionen ersetzen laBt, und damit zugleicb, nackdem 
man nock zur Abkurzung 






in = 0 


W = A + 1 /( + 1 

y = fiy.M > 


r( = 0 


m= h 

2 

VI = Q 




gesetzt kat, daJJ jede Funktion A‘p\z) sick auck durck eine Gleickung von der Form: 


v = p 


(H.) At\i)=2ir^ + 9i^)+2gJ/) 


k y.:=:q h H 


fdP 



A 

Z 




dPrA 


X =1 


dz 


y.'xzq \ |\ y . = qX = lv ~-' i - h i 

1 xr. » « 1 , xn >^7 . ^ \ I « 


dP 


yv .-^)+2 2 oM - 


X = 1 ;. = 1 


dz 
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^ A 4- 1 h 

darstellen laBt, wobei g{s), g,^-Jz) ganze ratioimle Funktionen von z, deren 

Gi’ade die Zahlen beziehungsweise nicht iibersteigen, bezeicbneii imd speziell 

1 y.^q 

die Funktionen wegen m=o, 1 , 2 , ■••,/, +i, durch die ideutiscbe 

Z = 1 

}: = q A -f- ] 

Gleicbung = 0 verknixpft sind. Die Gleicbuug (’ll.) geht, von der Bezeichniing 


der Konstanten abgeseben, in .die fruher aufgestellte, die Funktion A’^\(zj definierende 

-1 -1 

Gleichung liber, wenn man /<. = — 1 setzt und die dann auftretenden Zeicben g\z), g.^-,is) 
als mit der Null identisch ansieht. 

Der auf der rechten Seite der Gleichung (H.) stehende Ausdruck kann durch 
einep andern ersetzt werden, bei dem die auftretenden ganzeu rationalen Funktionen 
keiner Bedingung mehr unterworfen sind. Man braucht dazu nur in der bei ihm an 

y = q /x -f 1 

dritter Stelle stehenden Sumine, unter Beachtung der identischen Gleichung ^ir^o(.s)= 0, 

>r=l 

/i + l y.-q-l ;/ + l 

die Funktion g^a{z) durch — ^ gy.(,{^) ersetzen. An Stelle der Gleichung (II.) tritt 

y. = l 

dann die Gleichung: 


(ir.) + .»(;')+ 2 nM 


y. = q-l 




y^l 


dP 


dP 

0 


ch 


dz 


y.~q / — — l 

y. = l / = 1 


h dF 

g-A^) 


(Is, 


Nun liefert aber diese Gleichung (IF.), dem Yerhalten ihrer rechten Seite fhr die Punkte 
a^, • • •, a,., ooj, • • •, co,^ zufolge, welche Werte man auch den p Konstanten Ip und 

den (li + l) + {q — l){h + 2) + (n-q){]i + l)^H—2p + l in den ganzen Funktionen 
vorkommenden Konstanten zulegen mag — von dem Falle, xvo alle auBer noch 
voi’kominenden Konstanten den Wei't Null besitzen oder, was classelbe, die rechte Seite 
sich auf eine Konstante, recluziert, abgesehen — stets eine Funktion und 

man erkennt so schlieBlich, daB der auf ihrer rechten Seite stehende Ausdruck bei un- 
bestimmten Konstanten I die allgem einste Funktion darstellt. Dem in Art. 5 am 

Schlusse des ersten Falles Bemerkten entsprechend sind daher die in dem Ausclrucke 
vorkommenden JI—p + 1 willkilrlichen Konstanten I zugleich wesentliche willkurliche 
Konstanten oder, was dasselbe, der in Eede stehende Ausdruck kann nur dann fur 
jeden Punkt z der Flache T den Wert Null haben, wenn die S— p + 1 Konstanten I 
samthch mit der Null zusammenfallen. Da hierbei h irgend eine Zahl aus der Eeihe 
0, 1, 2, • • • bedeutet, so kann auch eine Gleichung von der allgemeineren Form: 


0 - + 9{^) +'2 9,.{‘) VA. 

r = l = l 




dP 


\ 

Z 

0 


. 

\ dz 

dz / 


2 9y.A)- 
>{ = 1 2=1 


dP 


dz 
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l,ei (ler k I. ■■■.I Konstunteu. . //.o oJ^) ii’geiicl ^velche ganze ratioBale Fuuk- 
tionen vub'_^ l,ezei,:liBeB, nur dann ftii- jeden Punkt der Mache T besteken, wenn 
die Konstauten I und die Fuuktionen <j sanitlicb mit der Null identisch sind. 

•Teile N-Funktiou lafit sick bei hinreickend groB gewahlter Zakl h (/.=-i.o.i, 2 , ■ 
als (Quotient zweier Funktionen darstelleu. Zuua Beweise dieser Bekauptung 

iiekme man an, daB die darzustellende Fuuktion AiZ) das Punktsysteni 't]i, ■ ■ ■, i],,, a^^ls 
System der co^-Punkte besitze, uud beackte, daB fur die Bildung eines Systems der 
ciiarakteristiscken Puukte einer Fanktion A^'A) H - = n A q + -2 + hn Pmikte be- 

liebig gewilhlt werden konnen uud daB daker, wenn man unter h die kleinste der 


Bedingung: 


>i + q +2^ - 2 + h n ^ m 


genkgende Zakl aus der Reike - 1 , 0, 1, 2 , • • • verstekt, zu ckeser Zakl h Funktionen At\z) 
existieren, bei denen das System r/i, • ■ i],,, di dem System der ckarakteristiscken Punkte 

entkalten ist. Bildet man nun das ProduktN,(«) 4 r’(» aus der darzustellenden Funktion 
und iryend einer dieser Funktionen Af ‘\2'), so ist dasselbe eine ^-Funktion, welcke fur 
k>-l das den Punkt a„ (?=a.2, ".r) (^„-l)-inal und den Punkt oo, (.=1.2,..,^) 7 u,-mal 
enthalteude Punktsystem a^, • • •, a^, • ■ ■ ■, cir^ ' ' u “d ' ' u • • • •> ■ • u *^5 oder 

einen Teil desselben als System der 00^- Punkte besitzt, fiir li = — 1 dagegen das den 

Punkt a„ (?=i,2, --,r) (u„- l)-mal entkaltende Punktsystem a^, •••,«!, , a,., ■■■, a, oder 

einen Teil desselben als System der oc'-Punkte und das den Punkt 00^ {x=i,2,- -,q) t^j-mal 
entkaltende Punktsystem oo^, coj, 00^ als Bestandteil des Systems der 

0* -Punkte besitzt. Das Produkt A( 2 )AtH/) ist daker im einen wie im anderen Falle 
eine, mit A}^'‘(z) zu bezeicknende, Funktion Ap{s), oder, was dasselbe, es bestekt die 


Gleickung: 


A{z) = 


' 


Damit ist aber der Beweis filr die aufgestellte Bekauptung erbrackt. 


11 . 

Man bezeichne zur Abkiirzung die n GrbBen: 


1 , 


dp 


dP 

OOy 

0 

Z 

0 

1 ^ 


dP 


dP 


dz dz 

x = l, 2,-. 


dz 


d P 


'*-1 

Z 


dz ’ ’ 

x = 5 , 


dz 


in der vorliegenden Reikenfolge mit 4> • • •> A^. Jede ^.-Funktion lafit sick dann als 

komogene lineare Funktion dieser n GroBen mit rationalen Funktionen von z als Koef- 
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fizienten clarstellen und zwar nur auf eine Weise. Die Richti.tikeit dieser Beliauptnug 
erkennt man folgendermaBen. 

Die daizustellende Pnnktion A = Rl-?) moge das Punktsystem ■ ■ •. als 
System der oo’-Punkte besitzeu, imd die Bezeiclmung sei so gewilhlt, da6 ?/;. Tj„, • • 

Oi%m) die mi Endlichen gelegenen Pimkte des Punktsystems t?,, • • •, i;,,, sind. Bildet 
man alsdann das Produkt (/A aus der Fuuktiou A mid der ganzen rationalen Funktioii 
Vi) ‘ ‘ ~ V.u) so ist dasselbe, wenii man nocli in dem Falle. wo 

keiiier der Punkte rj,,^ im Endlichen gelegen ist, nnter ff die Eins versteht, 

eine ^-Fmiktion, welche .fiir keinen im Endlichen gelegenen Pimkt der Flaehe T un- 
endlich wird, also eine Funktion A;^\ 0 ) von spezieller Art. Das Produkt gA laBt 
sick daher auf Grand der Gleichung (II'.) des Ait. 10 darstelleii durch eine Gleichuug 
von der Form: 


gA 


G-=p 




wobei li, Ip Konstanten , g^, gauze rationale Funktioiien von s bezeichuen. 

Man beachte jetzt, daB die Funktion z eine Funktion 

bei der das Punktsystem ooi, • • oo^ als Bestandteil des Systems der 0‘-Punkte auftritt, 
und daB infolgedessen fur diese Funktion, der Formel (I.) des Art. 10 gemaB, eine 
Gleichung von der Form: 


(hi, 


= 'V Ad) iAi j- y Ad 


y.-q 


dp 


^ X ='/ 

-Ay,, 


dP 


dz 


y = q = 

X = 1 /. = 1 


of). ■ 


dP 


dz 


y-q 

besteht, bei der die der Bedingung ^ = 0 genilgende Konstanten bezeichuen. 

y~l 


z = y - 1 


Ersetzt man dann noch auf der rechten Seite dieser Gleichung durch — ^ 

y-1 

und fulirt die GroBen A^, A^, • • •, A„ ein, so erkennt man, daB sicb die Funktion 
{q =!,%■■ -^p) durch eine Gleichung von der Form: 


I = "y^ Ad) Ah 4 - 'y d^^) A 


bei der die Konstanten bezeichuen, darstellen laBt. 

Die oben fhr gA gewonnene Gleichung fasse man nun mit den p aus der letzten 
Gleichung fiir ^ = 1,2, hervorgehenden Gleichungen zu dem Systeme von i? -f 1 

Gleichungen: 


Fimltw' Ahscbnitt. 




[ iLni - 1 . . . 

d: ‘ 

\ >■ = 1 

)-o. 

'.J - ' 

,‘•1 '••• d: ' 

■•A 

r = 2 

= 0, 

'P-. , 

,1: ' " 

v = 2 

= 0 


zusammen. Da die&e Gleichungen in bezug auf die + 1 Grofien 1 homogen 

linear sind, so inufi die Determinante des Systems versch'winden. Es besteht also die 
Gleichung: 

■■■h 


v=l 
r = n 


C j — ^ ‘ • Op 


= 0 




imd damit auch, wenn man noch die aus der Deteiminante nach Wegnahme der ersten 
Horizontalreihe und der letzten Vertikalreihe ilbrig bleibende Determinante Grades, 
die eine ganze rationale Funktion der Veranderlichen s vom Grade ist, mit g' be- 
zeichnet, die Gleichung: 


A 


(-i)P 

<jg' 


I, 




I 




2 " 9v A- 

v = l 


c(p) ■■■ 

v = 2 

Oder, was dasselbe, nachdem man noch zur Abktirzung 




k • 

■k 

9r 

r, = Si- 

^ _ (- 1 )^ 




' 9’ 

99 

■ 




r= 2,3, •••,«, 


gesetzt hat, die Gleichimg: 
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A = r^A^ + r.A, + r„A,„ 


welche die Funktion A = A(z) als homogene lineare Funktion der n GrdBen A^, A.,---, A 
mit rationalen Funlctionen n, von ^ als Koeffizienten darstellt. 

Die so ftir die Funktion A erhaltene Darstellung ist zugleich die einzige dieser 
Art. Gabe es nanilich fiir die Funktion A noch eine zweite derartige, etwa durcli 

die Gleichung .4 = H + reprasentierte Darstellung, so wiirde durch 

Subtraktion dieser Gleichimg von der zuerst erhaltenen, wenn man noch das System 
der dann aiiftretenden rationalen Funktionen — r[, u — • • •, in ein System 

"q } voji Quotienten ganzer Funktionen mit gemeinschaftlichem Nenner ilber- 

fQhrt, die Gleichung ^ ~ yiA^-\- entstehen, hei der, da die rationalen 
Funktionen r^ — r\, r^ — r,^ — r'^ der Voraussetzung gemaB nicht samtlich mit der 

Null zusammenfallen, wenigstens eine der ganzen Funktionen g nicht mit der Null 
identisch ware. Das aber ist nach dem in Art. 10 auf Seite 195 Bewiesenen nicht mos^lich. 
Es laBt sich also in der Tat, wie zu Anfang dieses Artikels behauptet wurde, eine 
.l-Funktion immer und nur auf eine Weise als homogene lineare Funktion der ?? GroBen 
A^A^,---, A,, mit rationalen Funktionen von 0 als Koeffizienten darstellen. 

Man verstehe jetzt unter irgend einen im Endlichen gelegenen Punkt der 
Z-Ebene, hber dem kein Windungspunkt der Flache T sich befindet, bezeichne die n 
ihm entsprechenden Punkte der Flache T in irgend einer Reihenfolge mit Zi, , z^, 
die zugehorigen Werte der GroBe .4,, (-= 1 , 2 . •••>«) mit A^^^, A^{z^, ■ > beziehungs- 

weise, bilde die Determinante: 




Ai(z,) • • • AXZx) 
Axiz„) ■ ■ • A„(z„) 


und stelle sich die Frage, oh diese Determinante vielleicht fiir jeden der gestellten 
Bedingung genflgenden Wert von z mit der Null zusammenfallen kann. Zur Be- 
antwortung dieser Frage nehme man an, daB die Determinante fur einen solchen 
Wert F von z verschwinde, also |J[„(5',)|=0 sei. Dann laBt sich ein von 0, 0, •••, 0 
verschiedenes Konstantensystem , K von der Art bestimmen, daB die Funktion 

\Ax + h^A^-i \-KA„ fttr jeden der n Punkte Zx,z^,---,z„ den Wert Null besitzt. 

Infolgedessen wird der mit dieser Funktion als Zahler und der Funktion z — z' als 
Nenner gebildete Quotient fur keinen der n Punkte z[, z'^, •••, z'^ unendlich, besitzt 
also ausschlieBlich das den Punkt (9=1,2, ••■,0 (^j-l)-mal enthaltende Punktsystem 
(Xi, - (Xr, • • •, Oder nur einen Teil desselben als System der oo'-Punkte. Da 
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iliesev tiuotiont zuJein abev aucli '.las rl'Mi Pnnkt (=< = 1 . 2 , •••.?) euthaltencle Puukt- 

systeni ccj. Xj. . cc,.---. als Bestandteil cles Systems dei* O^-Puukte besitzt, 

■so ist er eine Fimktion .1^1 y - and man erhalt daher, wenn man den in Art. 10 fur 
die allgemeiiiste Funktiuu gewonnenen Ausdruck, unter gleiclizeitiger Ersetzung 




dF 


dP 


vun f,o durch — ^ and der daim auftretenden q — 1 Funktionen — — , 

X = 1 

jr=i.s, .,- 1 , durch die ihuen beziehungsweise entsprechenden Grofieu A. 2 , A.^, A,^, 

herfibernimmt, zimilchst die Gleichuns; 


7- 4 _L /• f J. 


1=2 


' 7- 4 dll 

- y — — 'SP r ZZL -U V ^ J 

0=1 ' 1=2 


bei der die c von z freie GruBen l.iezeichnen. Multipliziert man nun linke und rechte Seite 
dieser Gleichung mit z — z, ersetzt die danu auftretenden GrOBen^ — , c'=». 2 , - •.?, auf 
Grund der vorher gewonnenen Gleichung: 


d H, 


a = p 

= 




durch die ihnen entsprechenden Ausdrhcke und ordnet nach den Grofien 4^, 

^ dz ^ dz ’ ^ dz ^ 

rli, A 2 , ■ ■ ■, A„, SO erhalt man weiter, weun man noch beachtet, daB A^^l ist, die 

fur jeden Punkt z der Flache T geltende Gleichung: 


0 = 5 


-Q-P 
.0 = 1 




dtt„ 


-K+2 


C.-i,o(^ i - K 

0=1 


A, +2 

>- = 2+1 


'2c,Af-K 


A,. 


Besteht aber diese Gleichung fur jeden Punkt .3 der Flache T, so mttssen nach dem in 
Art. 10 auf Seite 195 Bewiesenen die Koeffizienten der GrbBen 4^) 4^, • • •, 1 A^ ■■■ A 

samtlich mit der Null identisch sein, oder, was dasselbe, es muB 


1 -) 


Q-P 


(i = l 




2.) 1-1 = 0 


3-) C,-l,O = 0, v=2,3,..,9, 


Q=P 


^*) ^ ^0 — 0, r=2, 3, • . <, n ^ 


Q = 1 


sein. Beachtet man niin, daB die Konstanten Jo^, Jc, 2 , * • *, der zu Anfang gemachten 
Festsetzung gem^B, nicht samtlich mit der Null zusammenfallen, so erkennt man aus 
den Gleichungen 2.) und 4.), daB auch die GroBeii c^, •••, nicht samtlich mit der Null 
zusaminenfallen konnen, und weiter aus den p unter 1.) stehenden, in bezug auf die 
GroBen q, •••, homogenen linearen Gleichungen, daB die Determinante dieser Glei- 
chungen den Wert Null haben muB. Damit ist aber bewiesen, daB die Determinante 
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I (^/i) I einen dei gestellten Bedinguug gButigenden Wert z — z nur darui Ter- 
schwinden kann, wenn die Determinante : 


. . 

■ 

'P 

• df 


fiir z — z verschwindet. Die aufgeworfene Frage ist also in verneinendein Sinne zu 
beantworten. Die Detei'ininante kann nur fiir eine endiiche Auzabl von Punkt- 

systemen Zj_, ■ ■ ■, z„ der Plache T den Wert Null besitzen. 

Ein System Yon n ^-Funktionen soil ein Basissystem genannt werden, wenn 
sich jede ^d-Funktion als homogene lineare Funktion der n Funktionen des Systems 
mit rationalen Funktionen von z als Koeffizienten darstellen laBt. Nach dein zu An- 
fang dieses Artikels Bewiesenen ist ein solches System. Wie man alle 

ftberhaupt existierenden Basissysteme ei’halten kann, zeigt die folgende Untersuchung. 

Man verstehe unter • • •, Jt'„ ein System von irgend n ^-Funktionen und denke 
sich die n Gleichungen: 

G-s^n 

(!•) i-=i, 2, •••,«, 

(T=l 

gebildet, welche diese Funktionen als homogene lineare Funktionen der n GroBen A^,-- A,, 
mit rationalen Funktionen », 0=1,2, • ••,«, von z als Koeffizienten darstellen. Verschwindet 

dann die Determinante |r,,„| des Systems dieser Gleichungen nicht identisch, so ist 
Ai, ■ ■ •, J.', eiii Basissystem, da die Auflosung des Gleichungensystems fiir jede der 
Funktionen Ai,---,A„ und damit zugleich auch fiir jede beliebige Funktion A=-A(z) 
— insoferne eine .d.-Punktion mit den GroBen Aj^, •••, A„ immer durch eine Gleichung 

von der Form A = r^A^ -| f- r^A^ mit rationalen Funktionen r von z als Koeffizienten 

verknupft ist — eine homogene lineare Funktion der GroBen A[, • ••, A„ mit rationalen 
Funktionen von z als Koeffizienten liefert. Ist umgekehrt das System Ay, ■ ■ ■, A„ ein 
Basissystem, besteht also ein Gleichungensystem von der Form: 


(I'O 


v = n 


r s=l 


x = l, 2, H, 


mit rationalen Funktionen yon ^ als Koeffizienten, und tragt man als- 

dann in dieses System an Stelle der GrroBen die ihnen auf Grand der Gleichungen (1.) 
entsprechenden Ausdriicke ein, so miissen in dem dadurch entstehenden Systeme: 


ff = / V =s TC 

G=1 \v = l 


* Y.V 


d.„u, 


X = 1, 2, 


die in runde 

E-E, n. 


Klammern eingeschlossenen rationalen Funktionen von nach frilher 
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Bewiesenein init der Null itlentijch seiii, iiud es kanii dalier, wegen der hieraus 

sich ergebenden Bezieliung |/i.l = 1 zwi.sclieu dea Detenninanteii die 

Determinaiite }/•,,,[ nicht identiscb verscliwinden. Man erkennt so, da6 das System 
A, dann. aber auch nur dauu ein Basissystem ist, weun die ilim entsprecheude 
Determinaiite j/\^j nicM identiscb verscbwindet, und dafi man alle ilberbaupt existiereuden 
Basissysteme Al, • • •, A'„ erbiilt, wenn man in dem Gleicbungeusysteme (1.) an Stelle 
des Systems der ir' Koeffizieuten ..<7=1,2, •••,«, ein jedes System von u- rationalen Funk- 
tiouen treten Ui6t, fur tvelcbes die Determinante |r,,;| nicht identiscb verscbwindet. 

Zwiscben den Funktionen M'l, • • •, A'„ bestebt nur dann eine Relation von der 
Form -f ••• -1-/4 = init ganzen rationalen nicht samtlich mit der Null iden- 


= 74 

tiscben Funktionen von 2 als Koeffizienten , wenn die aus der Gleicbung 29 .A = 0 

v—l 

durch Elimination der GroBen A[, ■ ■ ■, A'„ vermittelst der Gleicbungen (1.) bervorgebende 

(; = ;i / »■ = V 

Gleicbung Go) -ir = *-> oder, was nacb friiber Bewiesenem auf dasselbe binaus- 

(1 = 1 \v = l / 


kommt, das Gleicbungensystem yg[.r,,;= 0 , <7=1,2,...,,,, sich durcb ganze rationale nicht 

r = l 

samtlich mit der Null identische Funktionen befriedigen lafit. Dieses aber ist 

nur dann der Fall, wenn die Determinante Ir^.^l identiscb verscbwindet, oder, was das- 
selbe, wenn Nj,---, J.'„ kein Basissystem ist. Daraus folgt insbesondere, da6 die Dar- 
stellung einer beliebigen Funktion A^A(/) durcb die n Funktionen eines 

Basissystems in der Form A >\A[ + ■ ■ ■ + r„A'„, bei der die r rationale Funktionen 
von z bezeichnen, nur auf eine Weise mogbcb ist. 

Mit Hilfe der Gleicbungen (l.j soli jetzt nocb ein drittes Kriterium zur Ent- 
scheidung der Frage abgeleitet werden, ob die Funktionen m;, •••, X ein Basissystem 
bilden oder nicht. Zu dem Ende bezeichne man mit z^,---,z„ die irgend einem Werte 
von z entsprecbenden n ftbereinander liegenden Punkte der Flacbe T, mit 
(..= 1 , 3 ,...,,) die Werte der Funktionen A„, A', filr den Punkt z,, und setze zur Abkilrzimg 




Ajz,) ■ - • 


A,(z„) ••• A,(z„) 




4 (^i) ••• 
A[(z,) ■ ■ ■ 


Beachtet man dann, dafi zwiscben den auf irgend einen Wert von z bezogenen Deter- 
minanten |M„(z^)|, |M„(z^)| und der Determinante |g„| des Gleicbungensystems (1.), wegen 

X(g<) = 2 die Gleicbung: 

0-1 


m:wi - M.WI 

bestebt, und daB nacb fruber Bewiesenem die Determinante |M.„(z^)| nur ftlr eine end- 
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liche Anzahl von Punktsystemen der Flache T den Wert Xull besitzen kann. 

so erkennt man, dafi die Deterininante dann aber aucb nur dann nicbt fui* jedes 

Pnnktsystem •••, z,^ der Flache T den Wert Null besitzt, wenn die Deterininante |r,„l 
nicbt identisch verschwindet, oder, was dasselbe, wenn .4'i, ■ • A', ein Basissystem ist. 

Die in dieseni Artikel erhaltenen Resultate kann man jetzt scblieBlicb dabin zu- 
sammenfassen, dafi die vier Aussagen: 

1. ) Die F'unMionen A[,---,A'„ hilden ein Basissystem; 

2. ) Die Determinante |'r,.„| dcsdie Funktionen A[, A'„ dwell die Fmildionen A^, A„ 

a — n 

darstellenden Gleiclmnyensystems A\.= ^ r^.„A„, i'=i, 2 , - versclmindet niclit identisch; 

a = l 

3. ) Zwischen den Funlctionen A-^, • • •, J.'„ lesteht keine Fidation von der Form 
(j\ A[ + ■ • ■ + (j„ A„ = 0 mit yanzen rationalen, niclit scimtlkli niit der Nidi identisclien Funk- 
tionen y von z als Koeffizienten; 

4. ) Die Determinante hesitzt niclit fiir jedes Punktsystem z^, ■ • z^ der 

Flache T den Wert Null; 

gieicbwertig sind, insoferne aus irgend einer von ihnen als Yoraussetzung jede der drei 
anderen abgeleitet werden kann. 


12 . 

Nacli den ini vorliergehenden Artikel durcbgeftihrten Untersuebungen stellt der 
Aiisdriick: 

== III + If) + t- AX^), 

bei dem A^^), A^^), ■ ■ ■, A^^) die zu Anfang des Artikels definierten Funktionen, 
yXz), yX^), ■ ■ ■, ffXS> unbestimmte ganze rationale Funktionen von z bezeiebnen, 

die allgeineinste Al-Funktion dar. Es soil jetzt gezeigt werden, dafi man bei diesem 
Ausdrucke die Funktionen y auf unbegrenzt viele Weisen so bestimmen kann, da6 die n 
aus ibm durcb Potenzierung sicb ergebenden J.- Funktionen: 

1, A(z), AXz), A-'X^) 

ein Basissystem bilden, einerlei welcbe ganze rationale Fiinktion von z man aucb unter 

G(z) versteben mag. _ _ 

Da zugleich mit 1, A(z), A^z),---, immer aucb die n aus der Bbinktion: 

A(z) = yi(^) AX^) + 02 (^) As(^) -h ■ • ' F dn(^) AX^) 

durch Potenzierung sich ergebenden ^4- Funktionen: 

A'Xi^) = 1, A'X^) = A(z), A'X^) = AXz), ■ • •, AX^) = A’'-X^) 
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ein Busi?>sy.stein bil<len, wie uuigekphrt, so kommt es nur darauf an zu zeigen, daB 
man die Funktiomm // auf imbegi-enzt viele Weisen so bestimmen kann , daB die n Funk- 
tionen -I'l F . i , • • •. .I’/iir) ein Basissj'stem liilden. Zu dem Ende beacbte man, daB 
iiac'b dem am Scliliisse des vorbergebenden Aidikels aufgestellten Satze die Funktionen 
Jl ,?;, •••. A' ki dann aber aiicb nur daun ein Basissystem bilden werden, wenn 
nicbt fur jedes System id)ereinander liegender, also demselben Werte von s entsprechender, 
Punkte ^1, • • •, z,, der Fliicbe T die Determinante: 


\a:. 


1 

1 Aiz..< ■ ■ ■ A“~U'z.2) 
1 A(z„} ■ ■ ■ A!‘-Hz„) 


n(w-l) -1 ‘ ^ 

it k 
i<k 


den Wert Xull bat oder, was dasselbe, unter den n GroBen: 


A(zi > = !h(2i A,(X) + g,(z)AJz,) + • • • + g„{z)A„(z^), 

AU2) = A(%) T- 92 (/)A. 2 (z.) + • • • + g^(z)A„(zs), 

A(Zn} = g,\z)A^{z„) + gt(£)At(z,) + • • • + g^{z)A^{z^ 

gleicbe sicb befinden. Urn ein Basissystem der in Rede stebenden Art zu erbalten, geniigt 
es also, nacb Wabl eines Punktes z = £ der Z-Ebene die Funktionen g^{z), g.2{z), • • •, g^[z) 
so zu bestimmen, daB fur z = z' keine zwei der GroBen A{z^, A(z,), ■■ ■, A(z„) denselben 
Wert annebmen. Als Punkt z wable man nun einen im Endlicben gelegenen Punkt 
der Z-Ebene, bber dem » getrennte Punlcte z„ 4 , ••., < der Flacbe T sicb befinden 
und fur den zugleicb die Determinante: 


\M^)\ 


A,(z,) ■ ■ ■ A„(z,) 
Ai(z„) ■ ■ ■ A„(z„) 


die nacb dem im vorbergebenden Artikel Bewiesenen nur filr eine endlicbe An7:ab1 
\ on Punktsj stemen Zi, z^, •••, z„ der Flacbe T verscbwinden kann — einen von Null 
verschiedenen Wert besitzt. Verstebt man alsdann unter a^, a„, h^, K^, •••, 

irgend 2 w durcb die Gleicbungen: 


&. = a,A,(z[) + a,At(z[) + • • • + 

63 — + atAt(zt) + • • • + (t,,A„(zt), 


b„ a^Aj^lz^ + a2At(z„) + • • • + cif„A^(z„J 
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verknllpfte GrOBen. untev p,( 2 ). 7i,(e) unbestimmte game rationale Funitionen 

und setzt: 


fh{^) — ^(2 + •••, (jjz) = 

so wird die mit diesen Funktionen g gebildete Fnnktion; 


= Ox (^) A(^') + OA) A,{2) + --- + g,.{g) AJz) 
fur die Punkte z[, 4, • • •, 4 die Werte: 


A(z[) = ^(4) = 6,, . . ^(4) = 


annehnaeii, und es werden daher die aus ilir durch. Potenzierung entstehenden Funktioueu 
1, A(z^, A (z^, • • A (z'j und damit auck die Funktionen 1, A(z), A^(z'^, • • A'‘~^(z\ 
immer ein Basissystein bilden, wenn man nur die Grofien Oj, a.,, • • •, so Wciblt, daB 
keine zwei der ihnen entsprechenden Grofien 4, 4, • • •, einander gleich werden. 

Durch das im Vorstehenden auseinandergesetzte Verfabren kann aber auck jede 
Funktion: 


^(4 


£i(fi 

G{z) 


A(^) + ^ 


G{z) 


G{z) 


deren Potenzen 1, A(z), A^(z), •••, A^-'^{z) ein Basissystem bilden, erhalten werden. Um 
dies einzuseken, beachte man, daB zugleich mit 1, ^(4, A\z), ■ ■ ■, 2"-Y4 auck die 
Potenzen 1, A(z), A^(z), ■■■, A’'~^(z) der Funktion: 

A(z) = 5fi(4 A,{z) + g,{z) ^(4 + • • • + y44 -i„(4 
ein Basissystem bilden, und daB daher diese Funktion A{z) ftir unbegrenzt viele Systems 
von getrennten tlbereinander liegenden Punkten Zi_, z«, ■ ■ ■, z„ der Flacke T Werte 
A{z^, A(Zo), ■ ■ ■, A(z„) besitzt, von denen keine zwei einander gleick sind. Aus diesen 
Systemen kann man also auck ein, etwa dem Punkte 3 der Z-Ebene entspreckendes, 
System 4)4; •••>4 herausgreifeu, fiir welches nickt nur das zugekorige Wertesystem 
bx = -4(4); 4 = -4(4); • • •, &„ = -4(4) der Funktion 4.(4 keine gleicken GroBen entkalt, 
sondern auck die Determinante |4,,(4)| ''^on Null verschieden ist. Setzt man alsdann 
nock gi(z') = a^, ^ 2 (/) = <» 2 , • • •, == so sind die kier deflnierten GroBen a^, a^, • • •, 

^ 1 ) ^ 2 ) • • •; 4) durch die n vorker aufgestellten Gleichungen: 


h,. = Ui 4i(4) + «2 A(4) + • • • + «« A(4), ’'= 1 - 2 , 

verkniipft, und der Quotient ^ 9 A) ganze rationale Funktion von z. 

Man nekme jetzt eine Funktion 4(4 , deren Potenzen 1, A{z), 4^(4; • ■ •, A''~\z) 
ein Basissystem bilden. Irgend eine 4-Punktion Ikfit sick dann immer und nur auf eine 
Weise durck eine Gleickung von der Form: 

4(4 - r„(4 + r444(4 + r2(44'(4+ • • • + r„_^{z)A-\z) 
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darstelleii, woboi die ratiuiicile Fiinktioneii von z bezeiclinen. Daraus folgt speziell, 
zwiscliwi d-m P.iteiizeu 1. 2 . 2- ^ ■■■. >"'(/), I”(V) der Funktion 1(» eiue mid 

iiiir eiue (ileichnng voii der Form: 

-r ?i2j22j -f roiViAY^j -i + r„_i(8)2'‘~2,^) 

init ratioiialen Fiuiktioneii r als Koeffizienteii besteht, und diese Gleicliuug besitzt als- 
dann fur irgend einen Wert von ^ die zu den // entsprecbenden Puiikten ■ ■ ■, 

der Flache T gehorigeu Werte G JLiYoi, • • •, 2u,j der Funktion 2(z) als Losungen.*) 
Damit ist aber die Muglicbkeit gegebeu, allgemein den Pnnkt cP der Flacbe T durcb 
Angabe des ihin entsprecbenden Wertepaares (Y, 2) zu fixieren — eine Aufgabe, die 
der Algebra zufallt und fur deren Beliandlung auf das vorztigliche Werk der Herren 
K. Hkxsel und Cf. Laxdsberu .,Tlieorie der algebraiscben Funktionen einer Variabeln 
und ihre Anvvendung auf algebraische KuiTen und Abelscbe Integrate (Leipzig, Teubner, 
1'J02/” verwiesen werden moge. 


Tf;!. Kiem-U.'s, li., Theorie der Aljelschen Funktionen. I, Art. o. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 88 — 144; 
S. 107—109.; 
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Es sollen jetzt die am Ende von Art. 7 des zweiten Absclinittes definierten, mit 
F{is) bezeichneten, speziellen zu irgend einer gewdbnlicben Charakteristik gehorigen 
Funktionen W zugleich mit den am Ende von Art. 7 des dritten Abschnittes definierten, 


ebenfalls mit '£'{ 3 ) bezeichneten, speziellen zu irgend einer gemischten Charakteristik 
gehorigen Funktionen einer genauen Betrachtung unterzogen werden. 

Man verstehe unter = irgend eine von verschiedene Charakte- 


ristik, bei der • • •; A;^^, eigentliche, = 1, 5^^^, = 1; • • = 1, == 1 

uneigentliche Faktorenpaare sein mogen. Dabei bezeichnet p eine Zahl aus der Eeihe 
1,2, nnd Aj, • • •, A^^.i, •••, A^ eine Permutation der Zahlen 1, 2, 1st 

p eine Zahl aus der Eeihe 1, 2, • • •, jp — 1, so ist die Charakteristik eine gemischte; 

ist dagegen p =i), so ist die Charakteristik eine gewohnliche. Fun fisiere man in 

der ursprunglichen Flache T' irgend s Punkte 7f^\ 7 ?®, • • •, 7?^“^ die nur der Bedingung 
zu genugen haben, dafi sie als Punkte der Flache T betrachtet getrennt liegen, und 
ordne ihnen die positiven ganzen Zahlen • • ■ , beziehungsweise zu. Ftlr den 

Pall, daB irgend welche dieser Punkte an der Begrenzung von T liegen, filhre man 
am Schnittsystem bei diesen Punkten, ohne jedoch den Charakter des Schnittsystems 
zu hndern und ohne einen Schnitt tlber einen der Punkte i] hinuberzuschieben, eine 
solche Deformation aus, daJJ die skmtlichen Punkte 7; im Innern der dadurch entstehen- 
den neuen Flache T liegen. Fach dem im dritten Abschnitte zu Anfang des Art. 7 
Bemerkten ist dann in dem mit den 'willkurlichen Konstanten £, C gebildeten Ausdruck. 




1 o p 


-!-••• + P 


a ma 
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bei dem du.^ zur Chamkteristik gehOrige Elementarfunktionen bezeichueu, jede zur 
L'hariikteristik (^,) geliOrige Funktion TT' euthalten, welclie in der Flache T' einwertig 

ist. in je zwol zu einem der Schnitte C;^, • • •, C;., • • •, gelioi-igen entsprechenden 

Pnnkten cJ'~, c^~ denselben Wert besitzt, fur jeden von den Punkten 7/ verschiedenen 
Punkt z der Flache T stetig ist und fur den Punkt if-'’'' (0=1,2, •• ,») hochstens von der 
Ordnung ?«., unendlich wird. Auf Grand der Gleichungen (2,,,.), (3„,.), (o„,.) von Art. 3 
des dritten Abschnitte.s sind die Werte dieser Funktion in je zwei entsprechenden 
Punkten S'*. S'~ der Begrenzung von T in der Weise verkniipft, daB 


■ = xt.,TF(^)- + (l-A.,)Ev, 

“ TF(.2rj-, 

langs 5, { W{zy = TF (z)~ + 

langs c, { 

ist. Dabei vertritt den durch die Gleichung: 


langs «,.{ TFfV; 
langs h, { W(zi 
langs c, { W(zf 

langs a,.{ Wl'z)' 


a — s X = m,{ 




V — ?.i 1 ^-2} ‘ ^ 3 ? t 


V - ;.p . 5 . 1 , ;.y + 2 , • • • , , 




bestimmten Ausdruck, bei dem, der einfacheren Schreibweise wegen, durch ersetzt ist. 
Sollen nun fflr die Flache T' zur Charakteristik gehbrige J’-Funktionen existieren, 

die far jeden von den Punkten t] verschiedenen Punkt z dieser Flache stetig sind und 
fur den Punkt (<r=i,s,...,.) hdchstens von der Ordnung m.„ unendlich werden, so muB 
sich das Gleichungensystem = 0, = 0, • ■ = 0 oder, was dasselbe, das System 

der p Gleichungen: 


CT = 1 A = 1 


Q , 





V = l,2, • • 


duich GroBen S, welche niclit samtlich den Wert Null besitzen, befriedigen lassen, da 
nur in diesem Falle der fur W(z) aufgestellte Ausdruck eine F-Funktion mit den ge- 
nannten Eigenschaften liefert. Beachtet man aber, daB durch Addition der ^ Glei- 
chungen, welche aus der vorstehenden, auf behebiges r sich beziehenden, Gleichung 
hervorgehen, wenn man darin der Reihe nach an Stelle von r die Zahlen X^, ■ - X^ 

treten lafit, wegen = 0, = 1^. die Gleichung Gp = 0 folgt, so erkennt 


Theorie der J’-FunTvtiont'n. 


man, da 6 P-Funktiouen der genannten Art dann, aber auch nur danii existiereu, wenn 
sich das System der jp Grleichungen : 


( 1 -) 


i ( + h + a-. = «■ 


durcli GroBen S, welcbe nicht samtlich den Wert Null besitzen, befriedigen lafit, und 
daB zugleich die zu einem solckeu Systeme von GroBeu S geliurige eiuzige Funktion 
F{s) der genannten Art durch die Gleichung: 


( 2 .) 


» = 5 


+ ••• + 


Q 


"<' Fa 


„(.ai 


geliefert wird. 

Betrachtet man bei einer Funktion F{z) der in Rede stelienden Art den Punkt 
7j(") (<1=1, 2, fur den sie unendlicli von der Ordnung werden mbge, als 

aquivalent mit oo^-Punkten, so kommen der Funktion F( 0 ') im ganzen = l-w, 

oo^-Punkte zu, und die Zahl m soli dann die Ordnung der Funktion F(z') genannt 
werden. Um die Frage zu entscheiden , ob die in der Flacbe T' einwertige Funktion 
F(s) aucb fdr Punkte dieser Flacbe den Wert Null haben kann, nebme man — 
indem man beacbtet, daB solcbe Punkte, wie aus dem Verhalten der Funktion F(/) in 
den Punkten 77^^^ , • • •, 7?^“* folgt, nur in endliclier Anzabl auftreten konnen, und daB jedem 
solcben Punkte eine ganze Zabl als Ordnungszabl ftir das Nullwerden zukommt — an, 
daB F(z) fur die Punkte 6^^’, • • •, der Flacbe T' null werde und si^eziell fur den Punkt 
8^ (t = i,2,...,() null von der Ordnung sodaB ibr also, wenn man den Punkt als 

aquivalent mit 0 ‘-Punkten betracbtet, im ganzen 77 = Iq + • • • + 0 ^-Punkte zukommen. 
Andert ma.u alsdann, wenn nbtig, das Scbnittsystem durcb Deformation so, daB die Pxmkte 
7j, e samtlich im Innern der Flacbe T' liegen, und erstreckt das mit der Funktion F(z) und 

ihrer Derivierten F'{z) gebildete Integral ds in positiver Ricbtung tiber die ganze 

Begrenzung der Flacbe T, so erbalt man als Wert dieses Integrals das eine Mai, indem man 
beacbtet, dafi die Funktion in je zwei entsprecbenden Punkten S^~ der Begrenzung 

denselben Wei’t besitzt, die Null, das andere Mai durcb Reduktion auf die, samtlich ini 
Innern der Flacbe T' gelegenen, Punkte e, 77 die Differenz 71 — m und erkennt so scblieB- 
licb, daB die Gleichung n = m bestebt, oder, was dasselbe, daB bei der Funktion F(z) 
die Anzabl h der O'-Punkte sicb mit der Anzabl m der 00^-Punkte deckt. Dem Vor- 

stehenden entsprecbend soli nun das Punktsystem 77^^^ ■ • •, if-\ if \ • • •, if\ , rf^, • ■ 

welches allgemein den Punkt 77^®^ w^-nial entbalt, das System der 00^-Punkte, das 
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Punkt>ystem t ^ f ' . e -'. • • • •- e ‘ , • • e'"- welches allgemem den Punkt w,-mal 

enthalt. das System der n'-Punkte von F(£) genanut werden. 


2 . 


Die im vorhergehenden Artikel betrachtete Gruppe von zur Charakteristik Q 
gehorigen P-Fiinktionen ist durch die in T fisierten s Punkte 

beziehungs'weise zugeordneteu positiven ganzen Zahlen • • •, wtj vollstandig bestinimt. 
Die notwendige itnd zugleich hiureichende Bedingung fflr ihre Existenz ist die, claB das 
vorher aufgestellte System der j) Gleichungeu (1.) sick durch GroBen S, die nicht samtlich 
den Wert Null ])esitzen, befi-iedigen laBt. Es soli jetzt gezeigt werden, claB diese Be- 
diiiguiig durch eine aiidere ersetzt werden kann. 

^Man bilde das Punktsystem ■ ■ ■, if, • • •, ■ ■ ■ ; if, ■ ■ ■, welches all- 

geniein den Punkt ?«„-mal enthalt, bezeichne seine on — on^ + • • • + Punkte ohne 
Bucksicht auf die Reihenfolge durch ih, i],,, und verstehe unter gj, •••, g,„ ein System 
von irgend on Punkten der Flache Bestimmt man nun fur ?^ = 1,2, indem 

man beachtet, dafi die GroBen A,, B, den Modul 1 besitzen, reelle GroBen a,, b, im 
Rahmen der Bedingungen -l<a,^0, 0^&,,<1 durch die Gleichungeu: 


A,. = e' 


ay27ti 


v = l,2,.. 


und setzt, nachdem man zuvor noch, wenn notig, das Schnittsystem durch Deformation 
so geandert hat, daB die Punkte t], s samtlich im Innem der Flache T' liegen, aus 


den den Punkten e,, 


*? 'il^ 


entsprechenden, in Art. 2 des vorhergehenden 


Abschnittes definierten Funktionen 0 unter Benutzung der soeben eingefuhrten GroBen 
1 , und der unbestimmten Konstanten Ausdruck: 


a 


C- 


0 


0 

g, 

z 

... 0 

gm 

Z 

0 

’ll 

z 

0 

V 2 

z 

... 0 

rjm 

z 


v~p 

p V = 1 


zusammen, so ist, wie mit Hilfe des Fundamentalsatzes leicht erkannt wird, in diesem 
Ausdruck, wenn man ihu als Funktion des Punktes 0 von T' betrachtet und die 
Punkte s unbestimmt lafit, jede in T einwertige Funktion von 0 enthalten, welche das 
System ??i, oder auch nur einen Teil desselben als System der 00 ^-Punkte be- 

sitzt, fflr jeden nicht in dem Systeme der 00 ^-Punkte vorkommenden Punkt stetig ist, 
gleich oft 0* wie wird, und in je zwei zu einem der Schnitte a, b, c gehorigen ent- 
sprechenden Punkten iP~ Werte annimmt, die sich nur durch einen langs des be- 
treffenden Schnittes konstanten Faktor, den sogenannten Schnittfaktor, unterscheiden. 


Theorie der J’-Funktionen. 


211 


BeacMet man dann noch, daB das System der OD^-Punkte eiiier jeden J'-Funktirm. 
welclie der in Eede stehendeii Gruppe angehdrt, in dem Punktsysteme 7 ’,. • • ent- 
halten ist, und daB eine J’-Funktion, als Fuuktion des Punktes von T l>etraclitet. 
ftlr 7 / = l, 2 , ••-,^7 langs a,, die GroBe i^ngs die GroBe F>--, langs die Eins 

als Schnittfaktor besitzt, so erkennt man weiter, daB der aufgestellte Ausdruck aucli 
jede der in Rede stehenden P'-Funktionen enthalt. Nun vird aber dieser Ausdruck, der 
fiir jeden Schnitt c die Eins als Schnittfaktor besitzt, nur dann fiir r = 
langs a,, die GroBe e langs die GroBe als Schnittfaktor besitzen, wenn 

die GroBen g,, samtlich ganze Zahlen sind und auBerdem noch fiir <j = 1 , 2 , • • -.p 

das Aggregat: 

^2 - 2^ -2y{a,. + g,:)a,„. 

= 1 /t = i r = l " 

sich von \2ni um ein gauzes, etwa mit zu bezeichnendes, Vielfaches von 2ni 

unterscheidet, also die p Gleichungen: 

= wi ,u t= m v = p 

^ ^ 4- ^ + + (b + ni , o=u 2 , • • -.i?, 

— 1 /< = 1 V =r 1 

bestehen, oder, was dasselbe, wenn die Kongruenz (s. Seite89): 

/fi=m \ t {.L^m 

(1'.) [2 2 + 

= 1 / \/.i = 1 


nt=vi 

bei der I ^ u'h<- + 


/t = m 


2 + 2 «.■ «/< r + 'bpn i 


fl = VL V = p 

das System ^ uy + + \7ii\ 

/« = 1 r = 1 

vertreten soil — ei'ftillt ist. Daraus folgt dann schlieBlich, daB jP-Funktionen, welche das 
Punktsystem • • •, oder auch nur einen Teil desselben als System der co^-Punkte 
besitzen, dann, aber auch nur dann existieren, wenn sich die Kongruenz ( 1 '.) durch ein 
Punktsystem e^, • • •, befriedigen laBt, und daB die allgemeinste zu einem solchen 
Punktsystem e^, ■■■, a,„ gehorige Funktion F{s) der genannten Art durch die Gleichung: 


( 2 '.) 


F[s)-=C- 


0 


0 

^3 

z 

... Q 

Z 

e\ 

z 

0 

z 

... Q 

7 ]m 

Z 


r = p 

2! K+0y)% 

e ’=1 


bei der die g die durch die Kongruenz ( 1 '.) als Faktoren der a^,,, eindeutig bestimmten 
ganzen Zahlen sind und C eine willkiirliche Konstante bedeutet, geliefert wird. 

Hat ein der Kongruenz (1'.) geniigendes Punktsystem «i, • • •, mit dem Punkt- 
system T/i, • • •, ?;,„ keinen Punkt gemeinsam, so ist das Punktsystem tj^, • • - , rj,,, das System 
der oo^-Punkte, das Punktsystem das System der 0 ^-Punkte der zugehorigen 

durch die Gleichung ( 2 '.) bestimmten Funktion F(z), und diese Funktion ist dann von 
der Ordnung m. Hat dagegen ein solches Punktsystem mit dem Punktsystem • • •, 77 ,,, 
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inneu etwa i)i — »i Punkte entlialtenclen Teil gemeinsam, so bilden, wie aus der &lei- 
chimc 2'.' foist, die nach Eiitfernung dieses gemeinsameu Teiles noch ilbrigeti w Punkte 77 
das System der cc'-Punkte, die noch ubrigen m Punkte s das System der 0‘-Punkte 
der zugehOrigen Funktion iind diese Funktion ist danu von dei Oidnung tu. 

Das Hauptresultat der in diesem Abscbnitte bis jetzt durcbgefubrten Untersucbungen 
kami man nun in folgender Weise aussprechen; 

,,Ze< fiuem heliebiij in der FldcJie T' amjenommenen FmJdsystenie %,■■■, !]„ = 

.. ^ , j-y chs den Ptmld rl°'^ nia-mal enthedten moge, existieren 

zur GharaMcridik Q gehorige F-FmiMionen, wdclien das Fimldsgstem jg, ■ ■ ■, gl,, oder aucli 

nur ein Teil desseHjen ah Sgstem der 00^-FunIde zxdmind, dann, alter auch mer dann, wenn 
sick das Sgstem der p Gleiclningen (1.) (lurch Gro§en S, tvelche nicht sdmtUch den Wert 
Full hesifzen, lefriedigen Id/Sf, (Kler, teas auf dasselhe hinauskommt, wenn sich die Kon- 
gruenz (T.i durch ein FunJdsgsfem fj, •••,£,„ lefriedigen laft.“ 


3. 

Die Dntersuchungen des Art. 1 baben ergeben, daB die Derivierten derjenigeu 
allenthalben endlicben Funktionen id, welche zu der zur augenommenen Charakteristik 
reziproken Charakteristik geboren, fur die Tbeorie der zur Cbarakteristik ge- 

borigen J"- Funktionen von fnndanientaler Bedeutimg sind. Mit Kiicksiebt bierauf sollen 
zunaebst die genannten Derivierten, die nacb dem am Ende von Art. 7 des dritten 

Absebnittes Bemerkten zur Cbarakteristik geborige J'-Funktionen sind, einer ein- 
gebenden Betraebtung unterzogen werden. 

Die allgemeinste zur Cbarakteristik geborige Funktion iv wird nacb Art. 2 
des dritten Absebnittes durcb die Gleichung; 


jy-- = cg ^ CjWl + c,w; + h Cp w; 

geliefert, wenn man dabei unter c^, c^, ■ unbestimmte Eonstanten verstebt. Der 
durch Cx^= = Cx^, Cx^^^ = Q, C;,^^,5 = 0, •••, <^^ = 0 ebarakterisierte Grenzfall w' = Co 

ist iin folgenden immer ausgescblossen. Da die Funktion W sich infolge ihrer Stetig- 
keit fbr das Gebiet irgend eines Punktes 77 von T durcb die Gleichung: 





darstellen lafit, so ergeben sich, wenn man in bezug auf die Lage des Punktes rj, inso- 


Theorie der Z-Funktionen. 


feme clieser Punkt ein von den Pnnlrten a verschiedener Puukt 7; oder ein r^-l-faclier 
Windungspunkt oc oder einj,77- l)-facher Windungspunkt a sein kann, drei Falle unter- 
scheidet, fiir die Funktion lo^ und ihre Derivierte die folgeuden Darstellungeu: 

1 .) fur das Gebiet eines von den Pnnlrten 00 , a verschiedenen Punktes tj ist 


“ v) + It (S), . + F, (ID.. ,/* - 1)‘+ ■ ■ 


div 

dz 


2 .) fiir das Gebiet eiiies (f-— l)-fachen WindungsiDunlrfces oc ist 



3 .) fur das Gebiet eines (/t-l)-facben Windungspunktes a ist 



Diese Darstellungeu lassen erkennen, da6 die in T einwertige Funktion: 


(ho 

clz 


du\ , (hti, , 


-L ^ ^ 
ds ’ 


welche infoige der vorher tiber die Konstauten c gemachten Festsetzuug nicbt allent- 
balben denselben Wert besitzen kann, nur ftir die im Endlichen gelegenen Windungs- 
punkte a^, ««, • • •, a,, unendlich werden kann und zwar algebraiscb uneiidlich, und da6 
sie speziell fur den Punkt (^ 1 = 1 , 2 , -.r) hdchstens von der Ordnung unendlich werden 

kann. Beachtet man dann noch, daB nach Art. 3 des ersten Abschnittes die Beziehung 

l)=^^ + g'+2p— 2 besteht, so ergibt sich zunachst, daB ^ eine zur Charakteristik 

geliorige A’- Funktion ist, deren Grdnung die Zahl n + fi + 2p — 2 niclit tlbersteigt. 

Ist die Funktion ^ von der Ordnung n q-\-2p — 2, besitzt sie also das den 

Punkt (^ 1 = 1 , 2 , (/t^— l)-mal enthaltende Punktsystem , • • •, Ci, • • • a,., •••,«,. als System 

der oo’^-Punkte, so kommen ihr auch w + g' -f 2p — 2 O’^-Punkte zu. Unter diesen Punkten 

tritt, wie man auf Grund der unter 2.) fiir ^ aufgestellten Entwicklung erkennt, der 
Punkt 00 ,. (.<= 1 , 2 , mindestens (t„ + l)-mal auf, und es setzt sich daher das System der 
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n Jr q- ip - i '>'-Punkte der Funktioii ^ aus dem den Punkt oo^ (x = i,i. - 

y.-j! 

enthultenden Svsteme :!Ci, • • •. ^i, • • ■ ^(^x + l) “ 

' y = l 

einem Svsteme e., • • •, von ip -2 Puukten zusammen. 

1 st dagegen die Funktion ^ von der Ordnung « + ^ + 2jp - 2 - 


Punkten und 


t, besitzt sie 


also nnr eineu. « -r 7 -f 2jj - 2 - ^ Punkte umfasseiideu, Teil des den Punkt (?=i,2, - -,r) 

( u,,— li-mal entlialteuden Punktsystems a^, •••, «i, — , a,, •••, «r System der 00^-Punkte, 
so' setzt sich das. ebenfalls n -pq^ip-i-t Punkte enthaltende, System ihrer O'-Punkte 

aus dem den Punkt ,x=i.2. -.v) U^-!-l)-mal enthaltendeu Punktsystem ooi, • ••, ooj, , 

oc.^., ■ ■ ■. und einem, mit fj, Cj, • • •, e2p_2_( zu bezeichnenden, Systems von 2 p — 2 ~t 
Punkten zusammen. Im vorliegenden Falle ei’ganze man nun das Punktsystem 
fi, • • -5 f3p-2-< dadurch zu einem System von ' 2 p -2 Punkten Ci, • • •, £2^-2. daB man zu 
ihm dasjenige, t Punkte enthaltende, System, welches von dem oben aufgestellten System 

a„ • • •, Cl. • • • •, a„ •••,«, nach Wegnahme der n + 2 + 2 i; - 2 - 1! oo'-Punkte der Funktion ^ 
noch flbrig Ideibt, hinznnimmt. 

In jedem der beiden soeben betrachteten Falle soil nun das zur Funktion 
definierte Punktsystem 61, • • •, e2p_j, insoferne durch dasselbe die Funktion ^ bis auf 
einen von z freien Faktor bestimmt ist, das System der charakteristischen Punkte 


der Funktion ^ genannt werden. Wie die zu Anfang fur ^ aufgestellten Entwick- 

lungen zeigen, werden die notwendigen und hinreichenden Bedingungen clafur, daB ein 
Punkt T] der Flache T — einerlei ob dieser Punkt ein von den Punkten 00, c ver- 
schiedener Punkt oder einer der Punkte 00 oder endlich einer der Punkte a ist — in 


dem Systems der charakteristischen Punkte einer Funktion ^ zum mindesten m-mal 
vorkommt, durch die Gleichungen; 



dargestellt. 

Nach den vorstehenden Untersnchungen gehoren die Funktionen ^ zur Gruppe 
derjenigen auf die Charakteristik ^ sich beziehenden j?’- Funktionen, welche das den 

Punkt Cp {?=i,2, ,r) (/ip — Ij-mal enthaltende Punktsystem Ci, • • •, Ci, , a^, ■ ■ ■, a,, oder 

auch nur einen Teil desselben als System der 00^ -Punkte besitzen, und zwar gehoren 
sie speziell zu jener Untergruppe, die von denjenigen Funktionen der Gruppe gebildet 
wird, bei welchen das den Punkt 00 (*=1,2, ••,}) (i^-i-l)-mal enthaltende Punktsystem 
•••>«=!> — als Bestandteil des Systems der 0 ^-Punkte auftritt. Be- 
achtet man daim noch, dafi das mit irgend einer zur definierten Untergruppe gehorigen 
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Fuiiktion g0bilcl6t6, iibGr 6inen gunz in T' vGrlanfondGii Weg GrstrGcktG Iiitei^ral 

f F{£)d 2 eine in T einwertige nnd stetige, zur Charakteristik (|) geliorige Funktion W 

d6i komplaxen Veiknderliclien s und zwar eine Funktion w' ist, so ei'kenut man 

scliliefilich., daB die soeben definiei’te Untergruppe auBer den Fimktionen keine 

weiteren Funktionen mehr enthalt. 

Nachdein jetzt ermittelt ist, welclie Stellung die Funktionen uiitev den zur 
Charakteristik gehorigen i?"- Funktionen einnehmeu, lassen sich die Systeme der 
charakteristischen Punkte der Funktionen ^ auch einheitlich definieren; man hat dazu 
nur die gegen Ende des Art. 2 angestellten Betrachtungen, speziell die Kongruenz d'.j, 
aut die Funktionen ^ zu beziehen. Es ergibt sich dann — wenu man noch ftir 

V = 1, 2, ■ ■ ■■> P unter a,, h„ die im Eahmen der Bedingungen — l<a,, ^0, 
durch die Gleichungen .Z„= = bestimmten reellen GroBen versteht — , 

daB die Gesamtheit der Systeme der charakteristischen Punkte, welche den auf die 

Charakteristik sich beziehenden Funktionen ^ zukominen, mit der Gesamtheit der 
Losungssysteme fj, •••, der Kongruenz: 


' H = q \ iqz=r 

^ (t* + 1 ) ^ j = f ^ — 1 ) «“(■ + 


Oder der mit ihr iiquivalenten Kongruenz: 


/;= — 2 


^ - 1 ) w"? + 1 ) w”* + 

,^ = i x = l 


identisch ist. 

Bilden zwei Punktsysteme e^, • • •, e[, el- (m+m'= 2 p- 2 ) zusammen das System 


der charakteristischen Punkte einer Funktion so soli jedes der beiden ein zu dem 


dz 


anderen gehdriges Restpunktsystem einer Funktion ^ genannt werden 


4 . 

Nach dem am Ende des Art. 2 ausgesprochenen Eesultate existieren zu einem 

beliebig in T' angenommenen Punktsysteme rji, • ■ i]m = das 

den PunktT?^'’) »vmal enthalt, zur Charakteristik (^) gehorige F’-Funktionen, 

welchen das Punktsystem 1 ]^, • ■ Oder aucli nui' ein Teil desselben als System der 
oo^-Punkte zukommt, dann, aber aiich nnr dann, wenn sick das System der^ Gleichungen: 
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u 


1 1 o 


.. 

(^El) 

<11 

d.-, Jo ' 

• J/i,— 

1 d:T- Jo ■ 

* 

[dzj, 

Q 


^ Q 


.. J- Q 

fdu-A 

^11 

1 d:, jo 


U.-'P Jo ‘ 

1 ^,-<1 

\</2, j, 






^ (■^)o+ ■ ■ ■ + ^ 


— bei clein der eiufacheren Schreibweise wegen fur a = l, 2, •••, s durch ersetzt 
ist — durch GroBen S. welelie iiicht samtlich den Wert Null besitzen, befriedigen lafit. 
Dies ist nach dem in Art. 4 de.s vorhergehendeii Abschnittes aufgestellten Hilfssatze 
dann. aber auch mir dann moglich, wenn der. mit • • •, 7;„i) zu bezeichnende, 

Rang der Matrix: 




■ (—) 


Id-, /o“ 

1 dz"‘^ )o 

V dSj, jo 

1 dzT^ Jo 

(dir,\ 




\d:Jo" 

\ Jo 

■ Id--, jo ■ 

V d<'» jo 


— oder, wie im folgenden der Kilrze wegen, in tlbertragung des Begriffes von 

der Matrix auf das ihr zii Grunde liegende Punktsystem rji, •••, i],„, gesagt werden soli, 
der Rang des Punktsysteras t/i, • • •, ?;,„ gegeniiber der Charakteristik — der 

weder fiber m noch, wegen der durch die Gleichung + W;.„4 + W;^ = 0 charakte- 

risierten Linearabhangigkeit der Fnnktionen iCp, iiber — 1 liegen kaun, kleiner 

als m ist. Fur m y; + 1, • • • ist immer 91j,i|(7/i, ■ • wie auch das Punkt- 
system von Anfang an gewahlt sein mag; fiir m<p dagegen wird, wie die 

spatere eingehende Uutersuchung zeigt, durch die Forderung, daB der Rang 

kleiner als m sei, zugleich eine Beziehung zmschen den Punkten des Punktsj’^stems 
gefordert. 

Die samtlichen zu dem Punktsystem j/i , • • • , rj„ etwa existierenden Funktionen 
F(zj der in Rede stehenden Art werden nach Art. 1 durch die Gleichung: 




i b 


+ 


+ 2,1^ 


i ‘ + ^sm.P 




gehefert, wenn man darin an Stelle von Sn, •••, Si, S,., •••, S,,,, ein jedes von 
0, •••, 0, , 0, 0 verschiedene, das Gleichungensystem (Gj.) befriedigende Grofiensystein 

treten laBt. Irgend k dieser Funktionen F( 0 ): 


+ ■•• + ££. P 


+ ■ 


p'-’W-cspiyi+.-.+Bg^p 


+ 


+sa’p|’; 


H + Si‘l P 


+ --- + 21*IP 


nm 
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sollen linear unabliilngig genannt werclen, wenn der Ausdruck: 

+ . . . 4 - 

fill’ kein von 0, • • •, 0 verschiedenes Konstantensjstem • • •, in T' allentlialbeu den 
Wert Null besitzt. Existiert dagegen ein von 0, • • 0 verschiedenes Konstautensj’stem 

• • •, fill’ das der soeben aufgestellte Ausdruck in T' allentlialbeu den Wert Null 
besitzt, sodaB also die Grleichung: 

A(ujr(i)(^) + A<-’ + . • • + = 0 

besteht, so sollen die k Funktionen linear abhangig heiBen. Aus diesen Definitionen 
folgt, daB die k Fnnktionen dann, aber auch nur dann linear unabhangig sind, v’eun 
die k bei ihnen auftretenden Konstantensysteme Sif, •••, * , 

im Sinne der in Art. 4 des vorhergehenden Abschnittes gegebenen Definition linear un- 
abhangig sind. 

Da die Funktionen ^ nach den Dntersuchungen des Art. 3 zur Gruppe derjenigen 
auf die Charakteristik sich beziehenden N-Funktionen gehOren, bei denen an Stelle 

des allgemeinen Punktsystems ■ ■ ■, das spezielle den Puukt (^= 1 , 2 , ■.•.e — Ij-mal 

enthaltende Punlrtsystem «i, •••, «!, • ■ • steht, so konnen die soeben auf- 

gestellten Definitionen nnmittelbar auf die Funktionen ^ ilbertragen werden. Aus 
diesen Definitionen folgt hier, daB die m mit irgend welchen Konstanten c gebildeten 
Funktionen 

_ M) j 4- pW 

(Is ~ dg ^ ^ ’'P ds ’ 


'~dr~^^ dz '^^p dz 

jedenfalls dann linear abhangig sind, wenn die w bei ihnen auftretenden Konstanten- 
systeme ^.= 1 , 2 , linear abhangig sind. 

Nach diesen Vorbereitungen soli jetzt das Gleichungensystem (Gi-) unter der 
Voraussetzung diskutiert werden, daB der Rang 91j^| des Punktsystems 7?i, 

der weder fiber p — 1 noch fiber m liegen kann, kleiner als m ist, da nur dann, vpie 
schon vorher bemerkt wurde, das Gleichungensystem (Gi.) sich durch GrdBen S, die 
nicht samtlich mit der Null zusammenfallen, befriedigen lafit. Dabei soil der Pall, wo 
” •> Vm) =i5 — 1 ist, von dem Palle, wo • • •, ?/„.) <p—^ ist, unterschieden 

werden. 
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Erster Eall: JDir Bam) Pmildsysfems ist gleich j^-1. 

I^ii ■ 

Diesel- erste Fall kauu, da die gemachte Voraussetzimg Vm)< ni hier 

in ilbergeht. uur ftir ;h =ii, i? + 1, • • • auftreten; er liegt, wie aus dem im 

folgeuden unter III.'! Gesagten hervorgelit, immer vor, wenu m > 2j3 — 2 ist, also unter 
alien Umstanden filr = 1 . 

In diesein ersten Falle ergibt sicli nun durcli Anwendung des in Art. 4 des 
vorhergelienden Abschnittes aufgestellten Hilfssatzes auf das Gleichungensystem (Gj.), dafi 
die folgenden fflnf Aussagen gleichwei-tig sind, insofern aus irgend einer von ihnen 
als Yoraussetzung jede der vier anderen abgeleitet werdeu kann. 

I.) Der Bang 91| <,(%, • • •, des Punkfsystems i]i, ■ ■ ■, ??„, ist gleicli ^ — 1. 

Ur _ 

II.) Das Glekhungensgstem (Gj.) lesitzt m —]) + 1, von 0, • • •, 0, — , 0, • • •, 0 verscliiedene, 
linear unalluingige Lusungssgsfeme Sif, • • •, Sil,, • • • •, Sif, • • ^md das 
allgemeinste Losungssystem lufit sicli aus ilmen mil Hilfe von j? + l unbestimmten Kon- 
stantcn linear zusammcnsetzen : oder, was dasselbe, es giht -Hi— jj + l linear unabluingige zur 

CharaJderisfilc geliorige Funldioncn F{z): 




OM 

~lw, 


+ ■ 




d 1 SS. P 


= 1, 2, • . m—p + 1 , 


icelchcn das Punktsijstem g„, oder aucli mir cin Toil dcsselben als System der ok-PunMe 

zid’ommt, und die allgemeinste derartige Funldion F(z) liifit sich aus ilmen mit Hilfe von 
III —p -K 1 unhestimmten Konstanten • • •, linear zusaimnensetzen in der F'orm: 


II 

?) + A'^'P'--) 




>H—p 

III.) Das Gleicliungensystem: 






( dw. \ 

Hh 1 

f dii'^ ^ 


• + S ( 

' dwp 

0, 

( cU )„ 

1 dz, , 

. )o~ 


+ C.) 1 


)o+'- 

■+C,( 


0, 

)o 


/o~ 


+ C 9 

/fi if, 

V dZil 

)o+ •• 

0 “- 

■ + 

II 

, 0 

. 

0, 

o 

^2 

\dztt“ 

u- 

• + C;, 1 

id^HOpX 

['d^)o~ 

0 


kann nur durcli = 0? • • Cx, = 0 iefriedigt werden, oder, was dasselbe, 
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es gibt Ji-eine zur GliaraTiteristik geliorige Fnnldion — , hei iler das PimMsysteni 7 / 1 , • ■ 
in. clem Systeme cler charakfenstiscJien Puulde entlialten ist. 

Gleichuncjen (Cti.) lassen sicli j} — l lieranscjreifcn , die voneinancler icii- 
ablidngig sind, iiml die eine dann noch iihrige Gleiclntng ist eine I'dlge derselben. 

V.) Aus den Gleiclnincjen (G,.) lassen sicli g) — ! lierausgreifen . die voneinancler un- 
ablUingig sind, und jede der m iibrigen Gleicliungen ist eine Folge derselben. 

Die allgemeinste zu clem Punktsystem r/i, • • •, geliorige, aiif die Charakte- 
ristik sick beziekeude Pmiktion F(0) entkalt nack II.) m—gi + l wesentlicke will- 

kiirlicke Konstanten linear komogen. In Ukereinstimmung kierniit folgt aus IV.), da6 
sick von den m GroBen Q m—p + 1 angeben lassen, die von Anfang an willktirlick 
gewaklt werden kknnen und durck die dann die y) — 1 tibrigen GroBen £ eindeutig 
bestimmt sind. 


Zweiter Fall; Der Rang 9I|,)|(77,, •••, ?j„,) des Ihinkfsgsfems g,,, ist Meiner 

als p~l. 

Dieser zweite Fall kann, wie aus dem im folgenden unter III.) Gesagten hervor- 
gekt, nur dann auftreten, wenn 2 ist, also unter keinen Umstanden filr _25 = 1; 

er liegt fur p>l, der gemackten Voraussetzung 91u| (%,•••, i?^) <«» zufolge, immer 
vor, wenn m<p ist. 

In cliesem zweiten Falle ergibt sick nun durck Anweudung des in Art. 4 des 
vorkergekenden Abscknittes aufgestellten Hilfssatzes auf das Gleichungensystem (G^.), 
daB die folgenden fiinf Aussagen gleickwertig sind, insofem aus irgend einer von iknen 
als Voraussetzung jede der vier anderen abgeleitet werden kann. 

I.) Der Bang (%,•••, g,„) des Rimktsystems 7/1, • ■ g„, ist cjleich r. 

Ul 

II.) Das Gleichungensystem (G^.) besitzt m — r, von 0, • • •, 0, • • • •, 0, • • •, 0 verschiedene, 
linear unabhdngige Ldsungssysteme • • •, • • • •, • ■ ■, Sim,, und das all- 

gemeinste Losungssystem la/3t sicli aus ilinen mit Hilfe von m—v unhestinimten Konstanten 
linear zusammensetzen; oder, was dasselbe, es gibt m — x linear unahhangige zur Charakteristik 

(^) g^hbrige Funktionen F{z): 


p.-K‘) - fil'JP lyi + ■■• + S!1 iPlt'l + ••■• + «? f I f I + ••• + S2, i 


X=l, 2 , • 


tvelchen das Punktsystem g^, • • •, g.„ oder aucli nur ein Teil desselben als System der 
00 ^-Punkte zukonimt, und die allgemeinste derartige Funktion F{z^ lafit sick aus ilinen mit 
Hilfe von m — x unhestinimten Konstanten A'”'*, • ■ •, linear zusammensetzen in 

der Form: 

F{z) = A«F’W(^) + + • • • + 

28 * 
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Ill.j Las Gleklningensifsfem (G..) hesiLi au^er dem Losungssysteme 
e._^=0, •••, C;,= ii i-on versclnedcne Losungssysfeme 

die ziisammeit mit dm cine Gcsamtheit von - r linear iinahliangigen Losimgssystemen Ulden, 
mid das allgemeinste Losiingssystem lafit sicli aiis diesen mit Eilfe von — r unbestimmten 
Konsfanten linear zusaimnensefzen; oder, teas dasselbe, es gibt j) — 1 t linear widblUingige 


zar Gharalicrisfil: gehorige FunMionen 


dm 
dz ■ 


rfil-;') „^r)du\ J_ 

~dz — nr ' - nr ' 


I Jt) du-p 

dz ■ 




hei icelchen das Pankfsystem tji, ■ ■ ■, ri,„ in dem Systeme cler cMrakteristiscJien Punkte ent- 
halten ist, und die allgemeinste derartige Funktion ^ Ici^t sick aus ilinen mit Eilfe von 
2) — l — t unhestimmten Konsfanten linear zusammensetzen in der Form: 

dn- ui)dir‘^ 1(21 , 1 pfp-l-t) 


IV.) den Gleiclnmgen (Gj.) lassen sick r kerausgreifen , die voneinander vinab- 
Itdngig sind, and jede der j) — t Uhrigen Gleicliungen ist eine Folge derselben. 

Y.) Aus den Gleiclmngen (G,.) lassen sick t kerausgreifen, die voneinander unab- 
hdngig sind, und jede der m — r iibrigen Gleiclmngen ist eine Folge derselben. 

Die allgemeinste zu dem Punktsystem ?ji, •••,•??„ gehorige, auf die Charakte- 
ristik sich beziehende Funktion F{z) entbalt nach II.) m — x wesentliche -willkurlicbe 

Konstanten linear bomogen. In Ubereinstimmung Mermit folgt aus IV.), daB sicb von 
den m GroBen S m — r angeben lassen, die von Anfang an willktlrlich gewahlt werden 
kOnnen und dm-ch die dann die r tlbrigen eindeutig bestimmt sind. 

Setzt man in den letzten funf, unter der Voraussetzung r<^ — 1 gemaebten, 
Aussagen r=i)-l, so gelangt man bei riebtiger Interpretation wieder zu den funf auf 
den ersten Fall sicb beziebenden Aussagen. 


5 . 

Von besonderem Interesse sind diejenigen zur Cbarakteristik geborigen 
JF-Funktionen, welcbe nur fur einen einzigen Punkt tj der Flkcbe T' unendlicb werden, 
also das den Punkt tj w-mal entbaltende Punktsystem oder aucb nur einen 

Teil desselben als System der oo^-Punkte besitzen. Nacb den Untersuebungen des 
vorbergebenden Artikels existieren Funktionen F{z) von dieser Art dann, aber aucb nur 

dann, wenn der Rang Sftjij (^, • • •, f) des aufgestellten Punktsystems eine unter m 
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liegencle Zahl r ist, 
tionen F(/): 


und zwar gibt es daun immer m — x linear unabhangige Funk- 


1 ^ “2 




ic= I, '2, • • • j VI —X 


welchen das Punktsystem t? ^ Oder aucb nur ein Teil desselben als Sj'stem der 

ooi-Punkte znkommt, und die allgemeinste derartige Funktion F(s) laBt sich aus ilinen 
mit Hilfe von in — r unbestinamten Konstanten 2p\ • ■ •, linear zusammensetzen 
in der Form: 


F{s) = + . . . + 


Aus dem soeben aufgestellten Systeme der jji— r linear imabhangigenPunktionenP^‘'(^), 
• • •, F^”' erkalt man wieder ein System von in — x linear unabhangigen Funktionen F(_z) 
der in Rede stebenden Art, wenn man darin, nnter /n, r irgend zwei Zahlen aus der Reihe 
l,2,---,in — X, unter c eine beliebige Konstante verstehend, F^'^s) durcb F^^s) + cF'-'Hz) 
ersetzt, und man kann dann fdr den Pall, daB die Funktionen dieselbe 

Ordnung in < m haben — - also die GroBen yon Null verschieden sind, die GroBen 

•••) •••, Sot dagegen den Wert Null besitzen — die Ordnung von 

F^f\2) + cF^^\ 0 ), indem man c durcb die Gleicbung fiM + cS^) = 0 bestimmt, kleiner als 
m macben. Von dem urspriinglicben Systeme • • •, F^”"-'^\ 2 ) ausgebend kann man 

nun durcb wiederbolte Anwendung dieses Reduktionsverfabrens, indem man zunacbst 
bei den Funktionen von der bdcbsten Ordnung beginnt, zu einem Systeme F^^\i), •••, 
j>(m-r)(^) m — x linear unabhangigen Funktionen F(z) der in Rede stebenden Art gelangen, 
bei dem keine zwei Funktionen die gleicbe Ordnung besitzen. Haben aber die so ge- 
wonnenen Funktionen F die — jedenfalls der Reibe 1, 2, • • •, in angebbrigen — Ord- 
nungszablen beziebungsweise, so muB aucb die Ordnungszabl m irgend 

einer Funktion F{z) der in Rede stebenden Art, da ja jede solcbe Funktion sich aus den 
Funktionen F mit Hilfe von in — r passend gewablten Konstanten A'”', • • •, A^"‘“‘* linear 
zusammensetzen laBt in der Foirm: 


F{z) = + X^^'^F^^iz) + • • • + 

sicb mit einer der Zablen decken, oder, was dasselbe, es gibt unter 

den Zablen 1, 2, • • •, in gerade x = yt,A\(^> • • v) Zablen, die nicht als Ordnungszahleu 

1b1 

bei den Funktionen F(z) der in Rede stebenden Art auftreten konnen. 

Eine positive ganze Zabl n soil gegentlber der Charakteristik eine zum 
Punkte 1 ^ der Flache T' gebdrige Luckenzabl genannt werden, wenn unter den nur im 
Punkte t] unendlich werdenden zur Charakteristik gebdrigen P-Punktionen keine 
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von cler Orrlmmg n sicli befindeu, also keine, die im Punkte ?] co" wird. Eine Zahl n 
ist iiur daiin gegeiiuber der (Jharakteristik eine zum Punkte rj gehorige Liickenzahl, 

wenn die Ditferenz 91. i ^ , • • •• ^ ^ * ’ '? V )? Definition des Begriffes „Rang“ 

li/i ' iBr 

zufolge nur den TV^ert 1 oder den Wert 0 baben kann, den Wert 1 besitzt, da nacb 

dem soeben Bewiesenen 9tj ^ i (rj. • • rj) die Anzabl der in der Reihe 1, 2, • • vorkommenden, 

\b\' 

zum Punkte gehdrigen Luckenzablen ist. Beachtet man nun, daB — 1 der groBte Wert 
ist, den die mit wachsendem ,« niemals abnehmeude Grdfie • • •, f]) annehmen kann, 

und dafi diese GroBe, nach dem im vorliergehenden Artikel beim ersten Falle Bemerkten, 
jedenfalls far /i = 2^? — 1 den Wert — 1 besitzt, so erkennt man scblieBlich, daB 

es im ganzen gegeniiber der Cbarakteristik (g) - 1 zum Punkte rj gehorige Ldcken- 

zahlen gibt, daB diese samtlick in der Reihe 1, 2, • • •, 2j; - 1 enthalten sind, und daB von 

1 

ihnen in der Reihe 1, 2, • • •, ,u, gerade 9l| .j • •, v) vorkommen. 


6 . 


Die in Art. 4 fur die Diskussion des Gleichungensystems (Gj^.) gemachte Voraus- 

setzung, daB der Rang 9ti i|(7?i, • • •, des Punktsystems i]i, ■■■, eine unter m liegende 

|b| 

Zahl r ist, deckt sich nach dem am Ende des Art. 2 ausgesprochenen Resultate mit der 
Forderung, daB die Kongruenz: 


(G.) 


\m = 1 


/£ = »l 

^ W""* + 

.fi=i 


sich durch ein Punktsystem gj, •••, e„ befriedigen laBt. 

Um die samtlichen der Kongruenz (C.) genagenden Punktsysteme g^, • • •, e„, zu 

erhalten, hat man nur fur jede zu dem Punktsystem • • •, 7j„, im Sinne des Art. 1 

gehorige Punktion das System der 0^-Punkte aufzustellen und zu ihm dasjenige 

Punktsystem hinzuzufogen, welches von dem Punktsysteme riy, • • •, nach Wegnahme des 

S 3 ''stems der oo^-Punkte der Punktion F{3) noch dbrig bleibt. Man erhalt auf diese Weise 

die samtlichen in Rede stehenden Punktsysteme, und auch jedes nur einmal, wenn man 

bei der Durchfuhrung des angegebenen Verfahrens jede Punktion F{z) ausschliefit, die 

sich von einer schon in Betracht gezogenen Punktion F{£) nur um einen konstanten 

Faktor unterscheidet. Ist speziell • • •, ~ so unterscheiden sich, wie 

l»l 

aus dem in Art. 4 unter I.) und II.) Gesagten zu ersehen ist, je zwei zu dem Punkt- 
system 1 ?!, •••,7/m gehorige Funktionen F{i) nur um einen konstanten Faktor, und es 
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gibt claher in diesem Falle nnr ein einziges der Kougruenz (Cg gentigendes Punktsystein 
ei, J^ur die folgenden Untevsucliungen soli dieser spezielle Fall ausgescliiossen 

sem also vorausgesetzt werden, daB der Rang eine nnter - 1 liegende 

Zanl r ist. |u| ° 

X..,. , ^otwendigen und hinreichenden Bedingungen dafilr, dafi ein Piinkt ^ der 

^ acie 1 ^ einerlei ob dieser Punkt in dem Punktsysteme • • •, entlialten ist oder 
nicht m einem der Kongruenz ( 0 .) gentlgenden Punktsysteme Cj, • • •, 8 „ zum min- 

desten r-nial vorkoinmt, werden durch ein System von v liomogenen linearen Gleicliungen 
zwiscben den in der allgemeinsten FunktionF’(g = + A® -| f- 

auftretenden m — v Konstanten A® • • dargestellt. Deinentsprecliend kaun 
man fur die Bildung eines der Kongruenz (C.) gentlgenden Punktsy stems • • •, die 
m-r-1 Punkte beliebig walilen; denn diese Wahl zieht nach dem 

soeben Benierkten ein System von nur m — r — 1 homogenen linearen Gleichuugen 
zwiscben den m ~ x Konstanten A'^', A'^', • • A^’"-^) nach sich. Die r + 1 noch fehlenden, 
das gewahlte System zu einem der Kongruenz (C.) genugenden Systeme 

erganzenden Punkte • • •, werden aber nur clann eindeutig bestimmt sein, wenn 
durch das erwUlmte System von m — t—1 Gleichuugen die m — x GroBen A'^’, A^"’, • • •, A'"‘“’^' 
bis auf einen alien gemeinsamen Faktor bestimmt sind, oder, was dasselbe, wenn die 
Matrix der (la — r — l)(w — r) in diesen Gleichungen als Koeffizienten der A auftretenden 
Grofien den Rang m - r - 1 besitzt. 

Es soil jetzt bewiesen werden, daB durch die Wahl der Punkte 
die r + 1 noch fehlenden Punkte • • •, im allgemeinen eindeutig bestimmt sind. 
Zu dem Ende grenze man in der Flache T' m — x — 1 keinen der Punkte 7 / 1 , • • •, tj„, ent- 
haltende Bereiche B^, • • •, ab und bilde mit Hilfe der m — r — 1 schou beiiutzten 

linear unabhangigen Funktionen die Determinante: 








Durch dieselbe SchluBweise, die in Art. 7 des vorhergehenden Abschnittes an der ent- 
sprechenden Stelle angewendet wurde, erkennt man clann zunachst, daB die aufgestellte 
Determinante nicht for je w — r — 1 den Bereichen beziehungsweise an- 

gehbrige Punkte e^, • • •, wie klein diese Bereiche auch sein mogeu, den Wert 

Null besitzen kann. Wahlt man jetzt m — x — 1 den Bereichen B^, ■ ■ B,„_^_x beziehungs- 
weise angehdrige Punkte ■ ■ •, von der Art, daB die aufgestellte Determinante 

nicht verschwindet, wenn man gleichzeitig ' • '> setzt, so lassen 

sich, da dieselbe, als Funktion der m — x — 1 Veranderlichen fix, • • •, betrachtet. 
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fnr r - ^ ... p =i steti<^ ist. in T' m-t-l diese Punkte beziehungsweise 
enthalteiide Gebiete G,, ■ ■ von der Art abgrenzen, daB die Determinante fur 
j 0 jj; _ 1 diesen Gebieten beziehungsweise angehorige Punkte Si, ■ ■ sinen 

von !^ull ver.schiedenen PTert besitzt. Beachtet man dann noch. daB duich die auf 
irgend ein .solches Punktsystem fj. • • bezogenen )» - r - 1 Gleichungen: 




die GroBen A'-, A'”*"*' bis auf einen alien gemeinsamen Faktor bestimmt sind, 

so erkennt man die liiclitigkeit der aufgestellten Behauptung, daB durch die Wahl der 
Punkte fi, •••, die r + 1 noch fehlenden, das angenommene System Si, •••, 

zu einem der Kongrueuz (C.) genxigenden Systeme erganzenden Punkte e„_t, •••,«„ im 
allgemeinen eindeutig bestimmt sind. 

Nimmt man jetzt zu dem Resultate der yorstehenden, unter der Voraussetzung 
r < /H ~ 1 durchgefuhiien Uutersuchungen das schon yorher fhr den Fall r = m — 1 
erhaltene Resultat liinzu, so erkennt man, daB die beiden Aussagen: 

a. ) iJas Piodisysfem %, ■■■, lesitzt als Bang SImi (%, ?/,«) die unter m 

Viegende Zahl r; 

b. j Die auf das JPunktsystem rj^, • • rjm i^zogene Kongruenz (C.) Id^t sicli durch ein 
Butiktsystem hefriedigen ; fur die Bildung eines derartigen PunMsysiems konnen — r — 1 
Punkte heliebig geicaldt zverden und es sind durch die Wahl von m — r — 1 Pmiktezi die t + 1 
ziodi fehlenden Punkte im allgemeinen eindeutig bestimmt; 

gleichwertig sind, insofeme nicht nur, wie schon bewiesen, aus der ersten als Voraus- 
setzung die zweite folgt, sondern auch umgekehrt aus dieser jene. Denn, besaBe 
das unter b.) charakterisierte Punktsystem tji, •••, eine yon r yerschiedene, wegen 
der Ldsbarkeit der Kongruenz (C.) jedenfalls unter zn liegende, Zahl r als Bang, so 
kOnnten, im Widerspruche mit dem ■Q.ber das Punktsystem Vorausgesetzten, fllr die 
Bildung eines der Kongruenz (C.) genhgenden Punktsystems zn — x — l, die r + 1 noch 
fehlenden Punkte im allgemeinen eindeutig bestimmende Punkte heliebig gewkhlt werden. 

1st der Rang •••, tjJ eine unter to liegende Zahl r, so existiert mindestens 

Isl 

ein Punktsystem Ci, • • •, welches der auf das Punktsystem • • •, bezogenen Kon- 
gruenz (C.) geuQgt. Jedes weitere dieser Kongruenz etwa noch gentigende Punktsystem 
• • •, 8 ^ ist dann auf Grund der im yorhergehenden Abschnitte zu Anfang des Art. 7 
gegebenen Definition ein mit e^, • • •, kquivalentes Punktsystem wie umgekehrt, sodaB 
also die Gesamtheit der die Kongruenz (C.) befriedigenden Punktsysteme — auch wenn 
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cliese Gesamtheit fiir r = 5» — 1 nur aus clem ehizigen Sj^steme • • •, e,„ bestelit — mit 
del' Gesamtheit der mit e^, • • •, ac|uivaleiiteii PuBlctsysteme identisch ist. Nach dem 
am Schlusse des genamiten A.rt. 7 Bewiesenen besitzen daher die dft' Kongruenz (C.) ge- 
niigenden Puiiktsysteme samtlich den gleichen, mit x' zu bezeiclmenden, Rang Stiii fei, • • •, e,,,). 

Ul ' 

Zur Bestimmung dieser Rangzahl r' hat man nur zu beachten, claB nach dem vorher 
ausgesprocheuen Resultate fixr die Bildung eines der Kongi’nenz (C.) gentigenden Punkt- 
sy stems m — x — 1 Punkte beliebig gewilhlt werden kdnnen und da6 durch die Wahl 
von m — r — 1 Punkten die r + 1 noch fehlenden im allgeineinen eincleutig bestimmt 
sind. Es ergibt sich dann aus der im genannten Art. 7 bewiesenen Gleichwertigkeit 
der ebendort gemachten Aussagen a.) unci b.), dafi jeclenfails fur — 1 die Glei- 

chung r' = r-+-l besteht. Diese Gleichung gilt aber auch noch fur r = w — 1, da sie 
dann, der Nichtersetzbarkeit des Punktsystems gj, • • •, s„, entsprechend, fftr x den Wert 
liefert. Es besteht also fur je zwei durch die Kongruenz (C.) verkntipfte Punktsysteme 
• • •, £»; Vm die Beziehung: 

^ji| (®i) ■ ■ ■) ®fli) ~ ^1^1 


1 . 

Mit Rticksicht auf die Ausnahmestellung, welche die in Art. 4 betrachteten zum 
zweiten Palle gehorigen Punktsysteme, nach dem clort unter UI.) Gesagten, gegenflber 
den zum ersten Palle gehorigen Punktsystemen einnehmen, sollen in diesem Artikel 
die zum zweiten Palle gehorigen Punktsysteme noch einer besoncleren Betrachtung unter- 
zogen werden. 

Zu clem Ende nehme man an, dafi das den Punkt (0 = 1 , 2 , ■,^) «Jo-mal enthaltencle 

Punktsystem rj^, ■ ■ ■, = if, ■ ■ •, if, , if, ■ ■ •, zum zweiten Palle gehore, oder, was 

dasselbe, dafi sein Rang Stu. (?ji, • • •, 2 ?™) eine unter m und p — 1 liegencle Zahl r sei. 

UI 

Die Zahl m kann dann nach dem beim zweiten Palle Bemerkten nicht groBer als 2p—2 sein. 

Ist zunachst w = 2j) — 2, so mufi ^ — 1 — r = l sein, da son-st nach dem beim 
zweiten Palle unter III.) Gesagten zum mindesten zwei linear unabhangige Punktionen 
existieren wiirden, denen das Punktsystem rji, • • •, als System der charakte- 

ristischen Punkte zukame, wahrencl doch nach clem in Art. 3 Bemerkten zwei Punk- 
tionen denen dasselbe Punktsystem als System der charakteristischen Punkte zu- 
kommt, sich nur uin einen konstanten Paktor unterscheiden kdnnen. Ein zum zweiten 
Palle gehdriges System von 2p- 2 Punkten besitzt daher stets den Rang p - 2. Auch 
erkennt man ohne Miihe, dafi die Gesamtheit der den Punktionen zukommenden 
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Sy.stenie tier cliarakteristischeu Pirakte mit tier Gesamtheit der gegentlber der Charakte- 
ristik Vj.) deu Kangi>-2 besitzenden Systeme von 2}) -2 Punkten ideutiscb ist, und 

daB daher. well je zwei der zuerst genaunten Punktsysteme, wie eiu Blick auf die am 
Ende von Art. 3 aufgestellte Kongruenz zeigt, iiquivalent sind, aucli je zwei der zuletzt 
genaniiten Punktsysteme uquivalent sind. 

For die ganze nock folgende Untersuchung soil jetzt vorausgesetzt werden, daS 
}ii< 22 > — 2, also etwa »i = 2j> — 2 — «i' sei. Es gibt dami nach dem beim zweiten Falle 

* bezeichnete, linear imabhangige 


ds 


unter IIJ.) Gesagten — 1 — r, dort mit -jr 
zur Charakteristik gekorige Funktionen bei welchen das Punktsystem 
einen Bestandteil des Systems der cliarakterisierten Punkte bildet, und die allgem einste 
derartiae Funktion ^ setzt sick aus ihnen mit Hilfe von n — 1 — r unbestimmten Kon- 

+ 1 st 


stanten A-*’, • • zusammen in der Form ^ = A'^^ 

da sick dann die soeben ftlr die allgemeinste bier in Be- 

das 

^ as as 

dii-W 




+ 


speziell r=j^ — 2 , so ist 

trackt kommende Funktion ^ aufgestellte Gleichung auf = A'’-^ 4^ reduziert 


ds " dz 

aj-v. JL jjlxjl e; '/I j ' ' j zu bezeicknende, Restpunktsystem 

(siehe die Definition am Scklusse von Art. 3) das einzige zu gekorige Rest- 


von der Funktion -A 7 - herkommende, mit 7 / 1 , 


punktsysteui einer Funktion ^ und folglick ein nickt ersetzbares Punktsystem, oder, was 
dasselbe, ein Punktsystem vom Range 9 tjij( 7 /'i, • • •, ??'„.) = m. Ist dagegen r <p — 2, so gibt 

es auBer dem SystemeTji,”-,?^',/, welckes von der ersten der vorker aufgestellten Funktionen 
-JT’'"’ — Ts — kerkommt, nock unbegrenzt viele zu 7 / 1 , gekorige Restpunktsysteme 
von Funktionen ein jedes dieser Restpunktsysteme ist auf Grund der am Scklusse von 

Art. 3 aufgestellten Kongruenz ein mit rj[, • ■ ■, t]„,- aquivalentes Punktsystem, wie umge- 
kekid, sodaB also die Gesamtheit der zu 771 , • • •, gekorigen Restpunktsysteme von Funk- 

tionen mit der Gesamtheit der mit 7 / 1 , •••, 7 ;^. aquivalenten Punktsysteme identisck ist. 
Nack dem im vorhergehenden Abscknitte am Scklusse von Art. 7 Bewiesenen besitzen daker 
die zu riu---, Vm gekdrigen Restpunktsysteme von Funktionen — samtlich den gleichen, 
mit r' zu bezeichnenden, Rang 91|i|(7;;, • • •, t?;,-). Zur Bestimmung dieser, jedenfalls unter m' 
liegenden, Rangzakl r kat man vor allem zu beachten, daB ein zu • • •, gekoriges 
Restpunktsystem einer Funktion der Definition gemaB, erst dann festgelegt ist, wenn 

man bei der aufgestellten Funktion g = + • • • + die p-l-r 

willkflrlicken Konstanten A bis auf einen alien gemeinsamen Faktor bestimmt kat, 
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und da6 man dementprectiend fur die Bilduug eines zu rji, z/,,, gehurigen Eest- 
punktsy stems einer Funktion ~ jedenfalls - 2 - r Punkte beliebig wablen kanu, da 

diese Wahl ein System von nur — 2 — x homogenen linearen Gleichungen zwischen 
den — 1 — r Konstanten A nach sich zieht. Das zu bildende Eestpunktsystem wird 
aber durch Wahl von j; — 2 — r Punkten nur dann eindeutig bestimmt sein, wenn die 
Matrix der (i? — 1 — r) Q; — 2 — r) in • diesen Gleichungen als Koeffizienten der A auf- 
tretenden GroBen den Rang p — 2 — r besitzt. DaB dieses im allgemeinen der Fall ist, 
erkennt man, -wenn man dieselbe SchluBweise amvendet wie in Aid. 6 an der entsprechen- 
den Stelle. Ftlr die Bildung eines zu 7}^, ■ ■ ?/,„ gehorigen Restpnnktsj'stems einer 

Funktion ^ , oder, vpas dasselbe, eines mit i][, • • •, aquivalenten Punktsj’stems konnen 
also j) — 2 — r = m' — (m'— ji + r + 2) Punkte beliebig gewahlt werden, und es sind durch 
diese Wahl die m — p + r + 2 noch fehlenden Punkte im allgemeinen eindeutig bestimmt. 
Das aber ist nach clem in Art. 7 des vorhergehenden Abschnittes ausgesprochenen Resultate 
nur moglich, w^enn die dem Systeme 7][, • • 7]„,, zukommencle, mit r' bezeichnete, Rangzahl 

v'm) sich mit der Zahl «i'— y5 + r + 2 deckt, sodaB also x = '»i' — i) + x + 2 

oder auch, da die Beziehung m = 2p — 2 — m besteht, r'=yj — ■»» + r ist. Trotzdem die 
letzte Gleichung unter den Voraussetzungen r<m<2jj — 2, x<p — 2 abgeleitet -worden 
ist, gilt sie auch noch unter den Voraussetzungen x<ni<2p — 2, r=y3 — 2, da sie dann, 
in tlbereinstimmung mit dem vorher Gefundenen, fiir r' den Wert 2ji — 2 — liefert. 
Unter Benutzung der Relation m-\-7n=2p — 2 kann man ihr die drei Formeu: 

m — x!=p — 2 — x, — r=ji — r', 

w — 2r'= — 2r — 2 

geben. Es besteht demnach fur jedes zu t/i, • • •, gehorige Restpunktsystem • • •, 
einer Funktion ^ die Gleichung: 

W- 2 91|i|(7ji, • • •, tjL-) = m - 23fl|^|(7/i, • • •, t?,,,) - 2. 

Aus den vorstehenden Untersuchungen ergibt sich jetzt schlieBlich als Resultat, 
daB unter der Voraussetzung m<2p — 2 die drei Aussagen: 

a. ) Das PunUsystem t?,, lesiUt als Bang die miter m und 

p ~1 Uegende Zahl r; 

b. ) Die auf das PimUsystem ■■■, ?/,„ hezogene Kong7"mnz (C.) ist loslar und es geJwrt zu 

Vi! ■ ■■} Vm mindestens ein RestpunUsystem einer FunUion jedes de7-artige zu rj-^, 
gehorige Restpunktsystem rj[, ■ ■ •, hesitzt als Rafig • • •, rf,,,) die Zahl p — m + t; 

c. ) Die auf das PunUsystem ri^, ■■■, rim kezogene Kongruenz (G.) ist losbar mul es gehort zu 

29 * 
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Tji, mindf.sftHS tin Jksfj/Uiihisifsftm finer Funliion fiir die Bildung eincs der- 

artigen zu tj,. • • •. gehtirigen Besfjninldsgsfcms r'^, ■ ■ ■, i],„. Umien j) - r - 2 PimJcte heliebig 
gen'iiMt iverden lunl es sind durch die Wahl von p — x — 2 Piinkten c?ie — ?)i +t nodi feldenden 
PunJde im uUgeineinen eindeutig hestimmf: 

gleichwertig siiul, iasofern aus irgend einer von ilineii als Yoraussetzung jede der beiden 
anderen abgeleitet werden kann. Da, wie sebon bewiesen, aus a.) als Yoraussetzung 
jede der beiden Aussagen li.) imd c.) folgt und diese letzteren uach dem in Art. 7 des 
vorbergelienden Abschnittes ausgesprocheneu Resultate gleich-wertig sind, so hat man 
zum vollstandigen Beweise der aufgestellten Behauptung nur uoch zu zeigen, daB aus 
c.) als Yoraussetzung die Aussage a.) folgt. Dieses aber ist der Fall; denn, besaBe das 
unter c.) charakterisierte Punktsysteiu iji, ■ ■ ■, eine von r verschiedene, wegen der 
Losbarkeit der auf dieses Punktsystem bezogenen Kongruenz (C.) jedenfalls unter m und 

wegen der Existenz von mindestens einem Restpunktsystem einer Funktion ~ auch 

unter — 1 liegende, Zahl r als Rang 91 m 1 ( 7 / 1 , •••, ?/,„), so konnten, im Widerspruch mit 

|b| ' 

dem uber das Punktsystem Yorausgesetzten, fur die Bildung eines zu ihm gehbrigen 
Restpunktsy stems einer Funktion ^ p — r — 2, die p — m + x noch fehlenden Punkte im 
allgemeinen eindeutig bestimmende Punkte beliebig gewahlt werden. 


8 . 

Jede P'-Funktion laBt sich auf unbegrenzt viele Weisen als ein Quotient dar- 
stellen, desseu Zahler und Xenner die ersten Derivierten von zwei zu passend gewahlten 
Charakteristiken gehorigen Funktionen W sind, und man kann, wenn es sich um die 
Bildung eines solchen Quotienten handelt, die Derivierte einer beliebigen Funlction W zum 
Nenner nehmen. Eine ausgezeichnete Darstellung von dieser Art erhalt man, wenn 
man speziell die Derivierte irgend einer allenthalben endlichen Funktion, deren Charak- 
teristik zur Gharakteristik der darzustellenden F’-Funktion reziprok ist, zum Nenner 
nimmt. Zur Gewinnung dieser Darstellung soil hier ein Yerfahren angewendet werden, 
das auch im allgemeinen Falle zum Ziele ftlhrt. 

Gegeben sei eine zur Gharakteristik ^ gehorige Funktion F(s), welche das den 
Punkt ,,) m„-mal enthaltende Punktsystem •••, 7 /(^>, •••, r]^^\ ••••, 

als System der 00 ^-Punkte besitzen mOge. Diese Funktion ist nach Art. 1 durch eine 
Gleichung von der Form: 

a=l ^ 1 
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darstellbar, wobei danii zwischen den Konstanten S die Beziehuugeii: 

fe)o+ (44)0+ • • • + 


r = l, 


bestehen. Sollten von den Punkten einer oder melirere an der Be- 

grenznng von T liegen, so andere man das Schnittsystein dnrch Deformation so, da6 
die Pnnkte rj samtlich in das Innere der Flache T' zu liegen kommen. Nun verstehe 
man unter a einen im Innern von T gelegenen, von den Punkten or, 00 verschiedenen 
Pnnkt, bilde alsdann das Produkt: 


der Funktion F{z) und der zur Charakteristik geborigen, ebenfalls in T' ein- 


wertigen Eleinentarfunktion P * imd bestimme den Wert J des nait dieser Funktion 


und irgend einer, zu der zur angenommenen Charakteristik reziproken Charakte- 
ristik gehorigen, allenthalben endlichen Funktion w gebildeten, in positiver Rich- 
tung liber die von den beiden Seiten der Schnitte a, h, c gebildete Begrenzung 9f{ der 
Flache T' zu erstreckenden Integrals f ^{£)dw\ indem man in derselben Weise vor- 
geht, wie es im ersten Teile, in Art. 1 des siebenten Abschnittes, zu ahnlichem Zwecke 
geschehen ist. Man erhalt dann fur J zunachst die Gleichung: 

v-p 4* + 

< k 4 

und schliefilich, indem man beachtet, dafi fiir r = l,2, 


langs a, { F(zy = A.PX^y, 
langs b,. I F( 0 y = B,. F (gy, 
langs c,, j F'(.e!)+ = F(zy, 


p 

a 

p 

a 

1 


1 

z 

p 

a 

+ = p 

a 

1 

z 

1 

z 

p 

a 

■"= p 

1 

1 


1 



ist, und daB daher die Werte von <^>( 0 ) in je zwei zu einem der Schnitte a, b, c ge- 
hbrigen entsprechenden Punkten F’~ in der Weise verknilpft sind, daB 


langs a„| «?(£()+ = .4, t^(^) , 

langs i^[^{zy^BM^y- 2 i^F{ 0 y, 

langs c^\^^{0y = ^{^y> 


v = l, 2, 
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ist, die Gleiclumg: 


T 

Jf( 3 )cIw\ 


Das Integral J ist aber auch gleich der Sumine der auf die einzelnen in T' 
gelegenen Uustetigkeitspunkte (i A'on ‘S(^) sicli bezielienden Integrals 

<1=1,2, f‘<P(z]dic" nnd kann daher aucbi auf Grand der Gleicliung: 

1». ‘^■1 (at ^ ^ 

J = ^ f<P(i)d w' + f cldo" 

§) 

ausgewertet werden. Zu deni Ends hat man das Folgende zu beachten. 

1 .) P(ir das Gebiet des Punktes rf”^ (a = 1 , 3 , ■■■,<,) gelten die Entwicklungen (vgl. Art. 7 
des vierten nnd Art. 2 des dritten Abschnittes) : 


Ffz) 




P 

1 


(la 


— + •*•-! T- -| h + ^o3^a + ****? 

'a ■ 

"/T 

4 +-- 



dp 

rr 



i“l 

0 

a 

.a. 1 ‘ 

a 




da 


dP ^ 

1 s a 

‘ 2 da 


, d P 



a 


div / dtc\ , 1 /d- 'ic\ , 1 /d^iv\ 2 I 1 3 , 

-m “ (777)0+ IT + 2 ! (dlilo^o + 3 ! (777)0^0 + ■•••’ 

nnd es gilt daher fur das Gebiet dieses Pnnktes anch die Entwicklung: 


dw , , ^<t 8 , ^al 


wobei 


F(/) -J 7 — d 1 2 “ + ~~ + C<jO + (^al^a + CssK + GaiK + 


A = 0 , 1 , 2 , • • •, 


ist. Daraus folgt dann Tveiter, daB in der durch Multiplikation dieser Entwicklung mit 
der Entwicklung der Punktion F “ sich ergebenden Entwicklung 
Potenz mit dem Koeffizienten: 


S' 


dP 

rjW 


0 

jj 

a 

•+’ 


X — mff — l 

^ ■ 

;i = i 


dP 


X 

a 

da 


auftritt. Dieses Glied ist aber das einzige, welches bei der Auswertung des auf den Punkt 77^"' 
sich beziehenden Integrals in Betracht kommt, und man erhalt dementsprechend: 


f f a; 

W®)) “ I 


( 

dP 



0 

a 

1 ^al 

da 


^ •“ 1 






X=l 


da 
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2.) Fiir das Gebiet des Punktes a gelten die Entmcklungeii: 


F{s) = F{a)+2cX8-a)’‘, 


P 

1 


z — a 


+ -2’ c„{^ — ay‘, 
= 0 


dw du'^ . ft f 


und es tritt daher in der durcli Mnltiplikation dieser drei Entwicldungen sicli ergel^enden 
Entwicldung von <P(z)^ die Potenz {s — dy^ mit deni Koeffizienten -F(fl) ' auf. 

Dieses Glied ist a,ber das einzige, welclies bei der Auswertung des auf den Punld a sicli 
beziekenden Integrals in BetracM kouimt, und man erhalt dementsprecbend : 


j j t>{zf^clz-2mF(afy. 

(a) (a) 

Unter Benutzung der beiden soeben gewonnenen Resultate erhalt man jetzt aus der 
letzten fCir J aufgestellteii Gleicliung die Gleicliung: 


a = s [ dP 

J= 2 ni:^\Q[ ” 


n(o) 


?. ~ mg - 1 


d a 




dp 


i. 

a 


;. = i 


da 


\ + 2„iP(a)‘y. 


Setzt man nun die beiden fdr J erhaltenen Ausdrdcke einander gleich, laBt bei 
der entstehenden Gleichung in neuer Bezeichnung zunachst an Stelle des Buchstabens s 
den Buchstaben 'Q, hierauf an Stelle des Buchstabens a den Buchstaben 2 treten und 

lost alsdann die Gleichung nach F(2) ^ auf, so erhalt man, wenn man schlieBlich noch 
die £' durch die ihnen entsprechenden AusdrUcke ersetzt, die fur jeden von den Punkten 
1], a, CO verscliiedenen inneren Punkt z der Plache I" geltende Gleichung; 


F(z) 









+ ^ 




1 

T 


— Q . 


(fi-l)! 




ds 


1 

) 


+ 



welche nach Division durch ^ fiir die Punktion F{2) die erwhlinte ausgezeichnete 

Darstellung liefert. Trotzdem diese Gleichung, zur Vereinfachung der Untersuchung, 
nur fftr den Fall abgeleitet worden ist, daB der Punkt 2 im Innern der Plache T' liegt, 
gilt sie auch noch, wenn 2 der Begrenzung von T' angehbrt. Es andert sich nkmlich 
die Differenz der linken und rechten Seite, als Funktion des in T' frei beweglichen 
Punktes 2 betrachtet, stetig, wenn dieser Punkt durch stetige Bewegung in einen Punkt 
der Begrenzung von T ttbergeht, und es kann daher diese Dilferenz, da sie der er- 
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( ileicliiing goiiuiB iinuior dpii Wert !Null hesitzt, wenii z ini Innern der Flilclie T 
liegt. nicht eiiiPii von Xull verschiedenen Wert liaben, vremi z der Begrenznng von T 
angelioi-t. 

Kine besondere Beti-achtung verdient der Fall, wo der Rang 

de.s den Punkt (..-=1,3,. ?;?,.-mal enthaltenden Systems 7 f\ •••, der 

:^’-Punkte der Fuuktion /’iV, kleiiier als p-l ist, oder, was dasselbe, wo Funk- 

tionen existieren, bei denen das Punktsystem 7/^ •••. ?/*’, in dem 

System der cliarakterlstischen Pimkte eiitbalten ist. LaBt man namlich in diesem Falle 
an Stelle der in der gewonnenen Formel vorkommenden allgemeinen Funktion ^ eine 
der soeben geiiannten speziellen Funktionen ~ treten, so nimmt die Formel, da nacli 
dem in Art. d Bemerkten ftlr jede derartige Funktion ^ die + 1- m-, G-leicbmigen: 



11 = 1,2, •••, s 


besteben. die einfachere Gestalt: 


F(^) 


dtc 

in 



an, und man erkennt nun, daB jede Funktion F{z) der in Rede stebenden Art sicb als Quotient 
mit einer Funktion ^ als Zabler und einer Funktion ^ als Nenner darstellen laBt. 

Da andererseits aber auch jeder derartige Quotient, wie aus dem in Art. 4 beim ersten 
und zweiten Falle unter III.) Gesagten unmittelbar bervorgebt, eine Funktion F{z) 
der in Rede stebenden Art ist, so erkennt man scblieBlicb, daB die Gesamtbeit der 
Funktionen F{z}, bei welcben das System 77'’’, • • •, 77'^, • • • •, if', rf' der oo*-Punkte als Rang 

if) eine unter j; — l begende Zabl besitzt, identisch ist mit 

der Gesamtbeit derjenigen Funktionen, welcbe Quotienten mit einer Funktion als 

Zabler und einer Funktion ^ als Nenner sind. 

dz 


9. 

Es soUen jetzt diejenigen ausgezeichneten zur Cbarakteristik Q gehOrigen Funk- 
tionen F{z) untersucbt werden, welcben das den Punkt (9=1,2,-. (^^-l)-mal nnd 

den Punkt oo„ (*=1,2, •■■,9) /u^-mal entbaltende Punktsystem a^, •••, a^, , a„ •••, a„ 

ooi. • • •, ooi, , c»9, • • •, ooj Oder aucb nur ein Teil desselben als System der oo'-Punkte 

zukommt. Dabei bedeutet li eine Zabl aus der Reibe 0, 1, 2, Der in Art. 7 des 
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clritten Absclinittes aufgestellten FormelfD.) gemaB ist jede derartige Fnnktioii F{z)==Fll°Hz) 
durch eine Gleicliung von der Form: 


(I-) 




z=4 ;. = (/, + 1),^ 


dP 


x=i ;. = o 


bei der die c Konstanten bezeicbnen, darstellbar. Da aber aucb umgekelirt, wie aus 
den in Art. 6 des zweiten Abschnittes aufgestellten Formeln (Dj.), (Di.), (D;.), (D'j.) 
folgt, diese Gleichung, welche Werte man aucb den c zulegen mag, — von dem Falle, 
wo = • • • = = • • • = = 0 (P5P), c„_x = 0, ist, also die i*echte 

Seite sich wegen H + «>;ij. 2 !] = 0 auf die Null reduziert, abgesehen — stets eine 

Funktion der in Rede stehenden Art liefert, so stellt der auf ihrer rechten Seite stehende 
Ausdruck bei unbestimmten Konstanten c die allgemeinste Funktion Fj^^z) dar, luid 

diese Eigenscbaft wird wegen F ■ ■ • + ^0 nicht aufgehoben, wenn man eine 


der :p Konstanten Cx^, ■ • Cx^ mit der Null zusammenfallen laBt. 




y.=q 


Die Ordnung einer Funktion F^f^{z) ilbersteigt nicbt die Zabl ^ F li ^ 

(} — l y.=l 


= « + (J' + 2j 9 — 2-t- hn. Ist die Funktion Ft\z) von der Ordnung H, besitzt sie also das 
vorber cbarakterisierte Punktsystem als System der oo^-Punkte, so kommen ibr aucb H 
0^-Punkte Sx-, Sa zu. Ist die Funktion F^f^(z) dagegen von der Ordnung H—t, 

besitzt sie also nur einen, H— t Punkte umfassenden, Teil des vorber cbarakterisierten 
Punktsystems als System der oo^-Punkte, so kommen ibr aucb nur JS—t 0^-Punkte e^, 

• • zu. In diesem letzteren Falle erganze man nun das Punktsystem Si, b-x, • • •, s^r-, 

dadurcb zu einem System von If Punkten, gj, a., • • •, e^, daB man zu ibm dasjenige, 
t Punkte entbaltende, System, welches von dem zu Anfang dieses Artikels cbarakteri- 
sierten Systeme nacb Wegnahme der E—t oo'-Punkte der Funktion Ft\z) nocb tibrig 
bleibt, hinzunimmt. In jedem der beiden soeben betracbteten Falle soil das zur Funktion 
Flr\^) definierte Punktsystem s^, • • •, Sj, insoferne durch dasselbe die Funktion Fi°°\z) 
bis auf einen von z freien Faktor bestimmt ist, das System der cbarakteristiscben 
Punkte der Funktion Ft\z) genannt werden. 

Die Systeme der cbarakteristiscben Punkte der Funktionen Ft\z) lassen sicb ein- 
heitlich definiei-en; man bat dazu nur die gegen Ende des Art. 2 angestellten Be- 
trachtungen, speziell die Kongruenz (!'.), auf die Funktionen Ft\ 2 ) zu bezieben. Es 
ergibt sicb dann, daB die G-esamtbeit der den Funktionen Ft^s) zukommenden Systeme 
der cbarakteristiscben Punkte mit der Gesamtheit der Losungssysteme 6i, • • •, % der 
Kongruenz: 


( a^B 

2 

( 7=1 


w 


/Q = r 
\u = l 




+ 

x = i 


+ 
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identiscli ist. Da tier Rang • • •, «i< . «,•> • • •? “r? > °°'i’ 

(les zu Anfaiar dieses Artikels cliaraktei'isierteu Punkts\-stems wegen II >2p — 2 gleicb 


— 1 ist, so kaiiii man, nach deni in Art. 6 Beiviesenen, fiir die Bilclung eines Systems 
der charakteristischen Puukte einer Funldion FilKz) H-{iJ-l)-l = II-i) 
Pinikte lieliebig wiihlen und es sind durcli die Wahl von II— p Puukten die p noch 
fehlenden Punkte im allgemeiueii eindeutig bestimmt. 

Mit bezeicbne man unterscbiedslos jede Punktion F{z), welche das den 

Punkt a„ ((.= 1 ,?, fu^-li-mal entbaltende Punktsystem a^, ■■■■, a^, ■ ■■, a, oder 

aucb nur einen Teil desselben als System der oo^-Punkte besitzt, und bei welcbei’ das 


den Punkt fx=i, 2 ,. vi} t^-mal entbaltende Punktsystem ooi, •••, oo^, — , oo,, • • •, oo,^ 
als Be.standteil des Systems der O'-Punkte auftritt. Man erkennt dann, in ahnlicher 
Weise wie vorber scblieBend, zunacbst, dafi die allgemeinste derartige Funktion durcb 


die Gleicbung: 






dP 


r=l 


dz 


Oder aucb, wegen 


dlC; 

^ 

itz 


= durcb die Gleicbung: 


t = p 


die. 


y.~l 


dP 


dz 


geliefert wird, wenn man bn einen wie im ancleren Falle unter den c unbestimmte 
Konstanten verstebt, weiter aucb, daB die Ordnung einer Funktion F!^l{s) die Zabl 
H q-\-2p — 2 niebt ftbersteigt und daB zu jeder Funktion Fl\[z) ein System von 


q-{-2p — 2 Punkten 




.0 als System der ebarakteristisebeu Punkte gebort, 


^ij+ip—2 der 


endlicb nocb, daB die Gesaintbeit der den Funktionen F!^^l{z) zukommenden Systeme der 
ebarakteristisebeu Punkte mit der Gesamtbeit der Losungssysteme gj, 

Kongruenz: x 

( 2 ^ - 1) - 2 + 

\ 0-1 J \o = l y.^\ 


identiscb ist und daB man fur die Bildung eines derartigen Punktsystems «i, •••, £j+ 2 j ,_2 
gerade q+p — 2 Punkte bebebig wablen kanu. 

Der zu Anfang dieses Artikels ftir die Funktion F}f^{z) (i=o,i, 2 ,.--) aufgestellte Aus- 
druck laBt sicb durcb eine bomogene lineare Verbindung der H—p-\-2 speziellen, im folgen- 
den der Kurae wegen als Fundamentalfunktionen zu bezeiebnenden, Funktionen; 


dw^ 

77’ 


dP 

00 

0 

Z 


dz 

f = 1, 2, • • y , 


dP 


fpn 


dz 


77t=0, 

< 7 = 1 , 2 ,...,/^-!, 
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von donon die an erster Stelle aufgefuhrteii dnrch die Kelation ^ ~ verknn2)ft 

V=1 

sind ersetzen. Die beiden hierzu notigen Hilfsformeln erhalt man anf folgende 
Weise. Zunaclist beziehe man die in Art. 7 c1es dritten Abschnittes aufgestellte 


dP 


0 

Z 


Gleichung von der Gestalt: 


dP 



0 

Z 




r = p 


— V 7-(''0 4- V V ^ /•('») ' t I - I , 1_ I 

rSo ''' 


(IP 


1 -P 

1 7JL f r ^ j 


(or.) 

?« = 1, 2, •••,/< + ! 

wobei die von den ganzen Zalilen vi, r abhangige Konstanteu bezeicbnen. Weiter 

/M = l, 2, ■••,// \ 

J’ ergibt sicli 


dP 


beziebe man die Formel (D.) anf die Funktion bF(.s) = z'" ~ 
dann eine Gleichung von der Gestalt: 


(Gr^) 


dP 



a 

Z 




m = 1,2, • • -j/i 


dz 


v = p^ 

r~l 


dw^, ^ ‘ 
dz 


2 2' 

y. = l ;. = o 


dP 



d p 


k 

^ n,_ 

c 

m + a 

Z 


dz dz 


wobei die von den ganzen Zablen m, o, % abbaugige Konstanten bezeicbnen. 

Fur jedes r aus der Eeibe 1, 2, •••, g kann man jetzt boniogen linear ausdriicken: 


mit Hilfe der Gleicbung (G^'‘+^>.) die Funktion 


d p 


{h + -L),r 

Z 


dz 


durch Fundamentalfunktionen und die Funktionen 


dP 


i 





mit Hilfe der Gleichungen (GJJ'*.), ,2,1,0, die Funktionen 

dP' 


dz ’ ^ + ij ■ • *j + 1 ) i ’ 

j -,2,1,0, 


d P 


kij.+ a 

z 


clurcb Fundamentalfunktionen und die Funktionen 


dz 


mit Hilfe der Gleichungen (GJJ‘ F), a=i*-i, ■•■,2,1,0, die Funktionen 


dz ’ + 1 } • - • 5 /x — 1 ’ 

d P 


~ 1 ) ^ 


durch Fundamentalfunktionen und die Funktionen 


‘ip :■ 


dz 


y. = l, 2, 


= --,2,1,0 , 


dz ’ 'x + l, • • •, ’ 


mit Hilfe der Gleichungen (G^o’ 


= <„-!,■.■, 2.1,0, 


d P 

die Funktionen 


dz 


r7=r,,-l,.--, 2,1,0, 


durch Fundamentalfunktionen allein. 


30 * 
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ilan erkt'unt so, tlafi der zu Aufang des Artikels fiir die Fuuktion Fr'(*) « = o,i. 2 , - ) 
aut•ge^,t elites Ansdruck sick in der Tat, Avie liehauptet wnrde, diirch eine homogene lineare 

Verbindung: , 

■ ■ dF\^ 


t sz p , ... = -r 1 

, = i ...- = 0 


aP\ 





• + 


111 =zh y-q }. = ty-l 


dz 


m-Q y. = l A = 1 

der If-p-r'l Fundumentalfunktiouen ersetzen Mt, and damit zugleich, nachdem man 
nock zur Abkfirzung 

m = A 


^ A-rl 

^ ^)!0 * 


gesetzt kat, dafi jede Fuuktion FiT'i^) sick auck durck eine Gleickung von dor Form: 


i'll.) 


l =p , X = IJ h + l dF I . I .. = v « = .. '• 

' ' .,-1 ““ v-^1 “ X = 1 X = 1 


y = q = 


dP 


dz 


A -f 1 

darstellen laBt, wobei g^o(zj, ganze rationale Funktionen von z, deren Grade 

die Zaklen7( + i, h beziekungsv7eise nickt ubersteigen, bezeichnen. Die Gleickung (II.) 
geht, von der Bezeicknung der Konstanten abgeseken, in die fruker aufgestellte, die 

Fuuktion jPl“i(/) definierende Gleickung nber, wenn man 7t = - 1 setzt und das dann 

-1 

auftretende Zeicken g^,x{‘^) als mit der Xull identisck ansieht. Nun liefert aber die 
Gleickung (IL), dem Verkalten ikrer rechten Seite fur die Punkte • • •, a„ oo^, ■■ ■, <x>^ 
zufolge, welche Werte man auck den j) Konstanten ■■•,1^ und den 2(/« + 2) + (h — g)(/i + l) 
= if— ■2j) + ’2 in den ganzen Funktionen g{z) vorkommenden Konstanten zulegen mag — 
von dem Falle, avo li^ = = = ist und alle aufierdem nock vorkommenden Konstanten 

den Wert Kull besitzen oder, was dasselbe, die reckte Seite sick anf die KTull reduziert, 
abgeseken — stets eine Funktion und man erkennt so scklieBlick, daB der auf 

ikrer rechten Seite stehende Ausdruck bei unbestimmten Konstanten I die allgemeinste 
Funktion darstellt. Die in diesem Ausdrucke vorkommenden S'— + 2 willkur- 

licken Konstanten mflssen sick daker, dem in Art. 4 am Scklusse des ersten Falles Be- 
merkten entspreckend, aufS"— j) + l wesentlicke willkiirlicke Konstanten reduzieren 

lassen. In der Tat kann man, da die Funktionen durck die Gleickung 

d Wi d Wi d 

-jp + H h = 0 verknupffc sind, eine der mUkurliclien Konstanten 

okne die Allgemeinheit des Ausdruckes zu besckranken, mit der Null zusammenfallen 
lassen. Zugleich erkennt man, daB der in Rede stehende Ausdruck nur dann filr jeden 
Punkt z der Flacke T den Wert Null kaben kann, wenn ^ ist und die 
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J/ — j9 + 2 — )3 tibrigen Konstanteii Z samtlich mit der Xiill zusammeufallenj oder aucli, 
da hierbei h irgend eine Zahl aus der Eeihe 0, 2, • • • bedeutet, daB eine Gleichung 

von der allgeineineren Form: 




d 

dz 


y. = q 




dp 


0 

z 


dz 


y.^q 




dP 

/. z 
dz ’ 


bei der l^, l^, • ■ 1 ^, Konstanten, g^oi^)) 9 y.>.{^) irgend welche gauze rationale Funktionen 
von z bezeichneii, nur dann ftir jeden Punkt « von T bestehen kann, wenu = = = 

ist uiid die tibrigen p — 'ig Konstanten I sowie die Funktionen g samtlich mit der Null 
identisch sind. 

Jede zur Charakteristik gehbrige K-Funktion IkBt sich bei binreicbend groB 
gewkhlter Zahl li e=-i,o,i.2, •••) als Quotient mit einer Funktion Ff'iz) als Zahler und 
einer Funktion Af'^{z) als Nenner darstellen. Zum Beweise dieser Behauptung nelune 
man an, daB die darzustellende Funktion F{z) das Punktsystem ??i, •••,??,„ als System 
der oo^-Punkte besitze, und beachte, daB ftir die Bildung eines Systems der charakte- 
ristischen Punkte einer Funktion H— p ==- n ■{- q+ 2^ — 2 phn Punkte beliebig ge- 

wahlt werden konnen und daB daher, wenn man unter h die kleinste der Bedingung: 

n + q + p — 2 + lin'^m 


gentigende Zahl aus der Keihe —1, 0 , 1 , 2 , • • • versteht, zu dieser Zahl h Funktionen Af‘\0) 
existieren, bei denen das System rj„, in dem System der charakteristischen Punkte 

enthalten ist. Bildet man nun das Produkt F(0)A^^\0) aus der darzustellenden 
Funktion F(z) und irgend einer dieser Funktionen Af‘\ 8 ), so ist dasselbe eine P- Funktion, 
welche ftir ]i> — l das den Punkt (9=1.2. ••>•) — l)-mal und den Punkt 00^ (x=j,2, -.,j) 

A(„-inal enthaltende Punktsystem cti, ■ ■ ■, a^, ■ ■ ■ ■, a^, ■ ■ •, a^, ooj^, ■ • •, 00^, • • • •, 00^, ■ ■ 00,^ 
Oder einen Teil desselben als System der cx>'^-Punkte besitzt, fur li = — 1 dagegen das 

den Punkt (9=1,2, •••,0 — l)-mal enthaltende Punktsystem a^, • ■ • , a^, , a^, ■■■, 

Oder einen Teil desselben als System der 00^-Punkte und das den Punkt 00,, 

V^nal enthaltende Punktsystem 00^, ■ ■ ■, ooj^, ■ ■ ■ ■, 00^, ■ ■ 00^ als Bestandteil des Systems 

der 0^-Punkte besitzt. Das in Rede stehende Produkt F(z)Af‘\z) ist daher im einen 
wie im anderen Falle eine, mit F^^z) zu bezeichnende, Funktion Ft\z), oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, es besteht die Grleichung: 

Damit ist aber der Beweis far die aufgestellte Behauptung erbracht. 
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Mun bezeichne ziir Abkiirzung die )i GroBen: 


dF 


dF 


dP 


d F 


-1 3 


dz ’ 

x = I, 2,. 


dz ’ 

>! = 1| 2, ■••>?) 


dz 


in der vorliegenden Reihenfolge niit Jede zur Charakteristik ge- 

horige P-Funktion laBt sich clann als homogene lineare Funktion dieser n GroBen mit 
rationalen Funktionen von z als Koeffizienten darstellen und zwar nur auf eine Weise. 
Die Richtigkeit dieser Behauj)tnng erkennt man folgendermafien. 

Die darzustellende Funktion F = F(z) mdge das Punktsystem • • •, rjm als System 
der oc^-Punkte besitzen, und die Bezeichnung sei so gewahlt, daB C"?"') 

die ini Endlichen gelegenen Punkte des Pnnktsystems %, •••, ?/« sind. Bildet man als- 
dann das Produkt gF aus der Funktion F und der ganzen rationalen Funktion 
g = (z — Tji)(z—T],'\ (z — Tiu) von z, so ist dasselbe, wenn man noch im dem Falle, wo 
keiner der Punkte r^, ■ • 7 ]„, im Endlichen gelegen ist, unter g die Bins versteht, eine 

zur Charakteristik gehorige F’-Funlction, welche fhr keinen im Endlichen gelegenen 

Punkt der Flkche T' unendlich wird, also eine Funktion F}^'>(z) von spezieller Art. 
Das Produkt gF laBt sich daher auf Grund der Gleichung (11.) des Art. 9 darstellen 
durch eine Gleichung von der Form: 


a — p v = n 

a=l v=i 


wobei li, • • •, Ip Konstanten, gi, • • •, g„ gauze rationale Funktionen von z bezeichnen. 

Man beachte jetzt, daB die Funktion 0 -^ (?= 1 , 2 , • • •,?) eine Funktion ist, bei 


der das Punktsystem cx)^, •••, 00 ^ als Bestandteil des Systems der 0^-Punkte auftritt, 
und daB sich infolgedessen diese Funktion, der Formel (I) des Art. 9 gemaB, durch eine 
Gleichung von der Form: 




dz 


darstellen laBt, bei der die Konstanten bezeichnen, und bei der auch, wegen 

-jp d b = 0; die Konstante der Null gleichgesetzt werden darf. 

Die oben far gewonnene Gleichung fasse man nun mit den p aus der 
letzten Gleichung far ^ = 1, 2, hervorgehenden Gleichungen zu dem Systeme von 
^ + 1 Gleichungen: 
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dw 




( 1 ) ^ 
dz 


r = l 
r~n 


+ 


0, 


1 = 1 


= 0 


zusammen. Da diese Gleichungen in bezug atif diej; + 1 GrdBen 1 homogen 

linear sind, so muB die Determinante des Systems verschwinden. Es besteht also die 


Gleichung: 


h 


■■■ I 


r.(i). 






2’ (JvFy-fjF 

r = 1 
v = n 




= 0 


und dainit auch, wenn man noch die aus der Determinante nach Wegnahme der ersten 
Horizontalreihe und der letzten Vertikalreihe hbrig bleibende Determinante Grades, 
die eine ganze rationale Funktion der Veranderlichen ^ vom Grade ist, mit / be- 
zeichnet, die Gleichung: 

I 

ill 


F’== 


(-1)" 

Off' 


cW-,2 


n(P) 



9rF.. 


V = 1 

■■■of 

v — n 

^dfF^ 


r = l 

. . . Ap). 

-,s 

'I' = 1 


Oder, was dasselbe, nachdem man uoch zur Ablcflrzung 


n = 


(-i)p 


Off 


li 




9. 


cf-z • • • c« 


c(rt . . . (ZW 

F = r^F-, + fa-Fs H + r„J'„ , 


i' = l, 2, • • • , «, 


gesetzt hat, die Gleichung: 
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welclie (lit' Funktion J’= T' z als liomogeiie lineare Funktiou der n GroBen F^, F^,---, F^ 
mit rationaleu Funktioneu vou als Koeffizienten darstellt. 

Die so fur die Funktion F erlaaltene Darstellung ist zugleicli die eiuzige dieser 
Art. Gabe es nainlich fiir die Funktion F noch eine zweite derartige, etwa durch die 

Gleiclumg F^)\F^ + )\F.^ \-r„F^ reprasentiei-te Darstelluug, so wiirde durch Sub- 

traktion dieser Gleichuua vou der zuerst erhaltenen, wenn man noch das System der dann 


auftretendeii raticmalen Funktionen 1\ — — ■ ■ - , in ein System g j ■ ■ ■> 

von Qnotienten ganzer Funktionen mit gemeiuschaftlichem Nenner liherfuhrt, die 
Gleichung 0 = ,7iFi + ^2^2 + --- entstehen, hei der, da die rationalen Funktionen 
r\ — r[, r^ — der Yoraussetzung gemaB nicht samtlich mit der Null zu- 

samineufallen , wenigstens eine der ganzen Funktionen g nicht mit der Null identisch 
ware. Das aber ist nach dem in Art. 9 auf Seite 237 Bewiesenen nicht mSglich. Es 
laBt sich also in der Tat, wie zu Anfang dieses Artikels behauptet wurde, eine zur 


Charakteristik gehorige N-Funktion immer und nur auf eine Weise als homogene 
lineare Funktion der n GrSBen F^, F^, ■■■, F^ mit rationalen Funktionen von ^ als 
Koeffizienten darstellen. 

Man verstehe jetzt unter z irgend einen im Endlichen gelegenen Punkt der 
Z-Ebene, uber dem kein Windungspunkt der Plache T sich befindet, bezeichne die n 
ihm entsprechenden Punkte der Flache T' in irgend einer Reihenfolge mit 32, ■■■, 3,„ 
die zugehorigen Weiie der GroBe F„ 0 =1,2, ■■■,») mit F,.(3^, F„{3^, ■ - F,.{ 3 ,) beziehungs- 
weise, bilde die Detemiinante; 




F,{3,)---F„{3,) 


und stelle sich die Frage, ob diese Deteminante vielleicht fur jeden der gestellten 
Bedingung genhgenden Wert von 3 mit der Null zusammenfallen kann. Zur Beant- 
wortung dieser Frage nehme man an, daB die Determinante fur einen solchen Wert 
3 von z verschwinde, also |N,,( 4 )| = 0 sei. Dann laBt sich ein von 0 , 0 , • • •, 0 ver- 
schiedenes Konstantensystem k^, h, ■ ■ ■, k„ von der Art bestimmen, daB die Funktion 

kiF^ + hF^-i fur jeden der n Punkte 3 [, 82, ■ • • , 3 ^. den Wert Null besitzt. 

Infolgedessen wird der mit dieser Funktion als Zahler und der Funktion s — 3 als 
Nenner gebildete Quotient fOr keinen der n Punkte z\, 4 , • • •, 4 unendlich, besitzt 
also ausschlieBlich das den Punkt (j=i,s, . ..r) — l)-mal enthaltende Punktsystem 

(Zi, a,, — , a,., •••,«,. Oder nur einen Teil desselben als System der 00^-Punkte. 
Da dieser Quotient zudem aber auch das den Punkt 00,, (>c=i,2....,g) t^-mal enthaltende 
Punkts3fstem ooi. •••, •••, 00^ als Bestandteil des Systems der 0 ’ -Punkte 
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besitzt, so ist er eine Punktion und man erhalt daher, wenn man den in Art. 9 

fur die allgemeinste Punktion F'lI{3) gewonnenen Ausdruck herubernimmt, zunacbst 
die Gleichung: 


^1 ~h ! + • 


. _J_ /• JP ? = ^ 

±hilji^2ci 

e= 


dwi ’'=? 


bei der die c von z freie Grofien bezeicbnen. Multipliziert man nun linke und recbte 

Seite dieser Gleichung mit z — z, ersetzt diejo— 1 dann auftretenden GroBen e=2,3, • 

auf Grand der vorher gewonnenen Gleichung: 




dz 


a=p 



V = \ 


(o=l, 2, 


durch die ihnen entsprechenden Ausdrticke und ordnet nach den GroBen 

Fi^, F^, ■ ■ ■ , F^, so erhalt man weiter die fiir jeden Punkt z der Plache T' geltende 
Gleichung: 


a—p 


0=2 Lo = 2 




0-2 .2 Oj, .a) 


dio^ 


dz 


1^=1 




? = 3 


V=q-i- I Lo = 2 


F,.. 


Besteht aber diese Gleichung far jeden Punkt z der Plache T', so mussen nach dem in 


Art. 9 auf Seite 237 Bewiesenen die Koeffizienten der GroBen 


dlVi„ dw;^ 


dlC) 


dz ^ dz ^ ’ dz 

samtlich mit der Null identisch sein, oder, was dasselbe, es muB 


, -Fx, -P'2, 


(!=P 


1-) = <T = 2,8.-.,?, 

^, = 2 


^•) — 1 | 2 , J , 




3 .) -K=o, 


sein. Beachtet man nun, daB die Konstanten A\, k^, ■ ■ ■, k^, der zu Anfang gemachten 
Pestsetzung gemaB, nicht samtlich mit der Null zusammenfallen , so erkennt man aus 
den Gleichungen 3.), daB auch die Gr66en nicht samtlich mit der Null 

zusammenfallen kOnnen, und weiter aus den ^ — 1 unter 1.) stehenden, in bezug auf die 
GrSBen C;,,, C;i^, • • •, C;.^, homogenen linearen Gleichungen, daB die Determinante dieser 
Gleichungen den Wert Null haben muB. Damit ist aber bewiesen, daB die Deter- 
minante gestellten Bedingung gentigenden Wert z = z nur dann 

verschwinden kann, wenn die Determinante: 



cf^~Z • 

. . ci^p) 


, c^^py 

Ap 


P-E, II. 
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z ^ z verse hwindot. Die aufgeworfene Frage ist also in verneinendem Sinne zn 
beantworten. Die Determinante ks;nn nur fur eine endlicbe Anzabl von Punkt- 

systenien der Fla.che T den Wert Null besitzen. 

Ein System von n zur Charatteiistik gehdrigen J’-Funktionen soil ein Basis- 
system genannt werden, werm sich jede zui’ Charakteristik gehorige i^-Funktion 

als homogene lineare Funktion der n Funktionen des Systems mit rationalen Funktionen 
von 2 als Koeffizienten darstellen laBt. Xach dem zu Anfang dieses Artikels Bewiesenen 
ist F'l, •••, ein solches System. Wie man alle aberhanpt existierenden Basissysteme 
erhalten kann, zeigt die folgende Untersuckung. 

Man verstehe unter F^, • • F' ein System von irgend n zur Charakteristik 
gehorigen F-Funktionen und denke sich die n Gleichungen: 

(1.) F; = 5«'v<rF„, 

a = l 

gebildet, welche diese Funktionen als homogene lineax'e Funktionen der n Grofien 
Fi, • • •, F„ mit rationalen Funktionen »<o=i>2, •••.», von e als Koeffizienten darstellen. 
Verschwindet dann die Determinante |r,,a| des Systems dieser Gleichungen nicht identisch, 
so ist Ft', • • •, F„' ein Basissystem, da die Anflosung des Gleichungensystems fur jede 
der Funktionen F^, ■ • F„ und damit zugleich auch fur jede beliebige zur Charakte- 
ristik ^ gehOrige Funktion F=F{z) — insofeme erne F- Funktion mit den Grofien 

Fi, • • •, F, immer durch eine Gleichung von der Form F=riF^-\ 1-^„F„ mit ratio- 

nalen Funktionen r von z als Koeffizienten verknupfb ist — eine homogene lineare 
Funktion der GrSBen F/, • • •, F„' mit rationalen Funktionen von z als Koeffizienten 
liefert. Ist umgekehrt das System F/, • • •, F„' ein Basissystem', besteht also ein Glei- 
chungensystem von der Form; 

(!'.) Fx = ^r^„F,', >!=i, 2, 

»=i 

mit rationalen Funktionen it, v=i, 2 , •••,», von z als Koeffizienten, und trS.gt man als- 

dann in dieses System an Stelle der GroBen F' die ihnen auf Grund der Gleichungen (1.) 
entsprechenden Ausdrtteke ein, so mfissen in dem dadurch entstehenden Systeme: 

0 = 2" F„, . . = 

0=1 \»=1 / 

die in runde Klammem eingeschlossenen rationalen Funktionen von z nach friiher Be- 
wiesenem skmtlich mit der Null identisch sein, und es kann daher, wegen der hieraus 
sich ergebenden Beziehung |r;,||r,4 = l zwischen den Determinanten I^Vol. die 
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Determinante nicht identisch verscliwinden. Man erkennt so, daB das System 
Fu * * •? dann, aber anch nnr clann ein Basissystem ist, wenn die ihm entsprechende 
Determinante nicbt identisch verschwindet, und daB man alle liberhanpt existiereii- 
den Basissysteme • • •, F^ erhalt, wenn man in dem Gleichungensysteme (1.) an Stelle 
des Systems der Koeffizienten ein jedes System von rationalen 

Funktionen treten laBt, fiir welches die Determinante |;v^[ nicht identisch verschwindet. 

Zwischen den Funktionen F^ ^ F^ besteht nur dann eine Relation von der 
Form FdnFn^O mit ganzen rationalen nicht samtlich mit der ISTuil iden- 

tischen Funktionen von ^ als Koeffizienten, wenn die aus der Gleichung jp; - 0 

r = l 

durch Eliminatiou der Grofien F^, ■ • •, F^ vermittels der Gleichimgen (1.) hervorgehende 
Gleichung ^ -Fo = 0 oder, was nach fruher Bewiesenem auf dasselbe Mnaus- 

0 = 1 \j. = l / 

kommt, das Gleichungensystem ^g[,r^a‘=0, o=i, 2 ,...,o, sich durch gauze ratiouale nicht 

r=:l 

samtlich mit der Null identische Funktionen g[, • • •, g„ befriedigen laBt. Dieses aber 
ist nur dann der Fall, wenn die Determinante [r,,„[ identisch verschwindet, oder, was 
dasselbe, wenn F^, • • •, F^ kein Basissystem ist. Daraus folgt insbesondere, daB die 
Darstellung einer beliebigen zur Charakteristik gehbrigen Funktion F=F{s) durch die 

n Funktionen F^, •••, F„' eines Basissy stems in der Form F^riF^-] )- bei der 

die r' rationale Funktionen von ^ bezeichnen, nur auf eine Weise mdglich ist. 

Mit Hilfe der Gleichungen (1.) soli jetzt noch ein drittes Kriterium zur Ent- 
scheidung der Frage abgeleitet werden, ob die n Funktionen F^, ein Basissystem 

bilden oder nicht. Zu dem Ende bezeichne man mit die irgend einem Werte 

von z entsprechenden n hbereinander liegenden Punkte der Flache T', mit F„(z^), F^{z^) 
(/(= 1,3, •■ •,») die Werte der Funktionen F„, F„' fiir den Punkt z^^ und setze zur Abkiirzung 





J’.'W ■ ■ 

■ -F-'W 

l-F-WI- 



\ f : m \ - 


• 


Fi(^„) • • • F^(z„) 


■ ■ 



Beachtet man dann, daB zwischen den auf irgend einen Wert von z bezogenen Deter- 
minanten und der Determinante des Gleichungensystems (1.), wegen 

F;(^^) = 2noFo(^J, die Gleichung: 

besteht, und daB nach frtlher Bewiesenem die Determinante |Fj(^i^)| nur fur eine end- 
liche Anzahl von Punktsystemen z^, ■■■, z„ der Flache T' den Wert Null besitzen kann, so 
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erkennt man, claB die Detenninante \F'Jz^)\ dann, aber auch nur dann nicht fur jedes 
Punktsystem der Fliicbe T den Wert Null besitzt, wenn die Detenninante |r,.„| 

nicht identisch verschwindet, oder, was dasselbe, wenn F[, ■ ■ ■, F^ ein Basissystem ist. 

Die in diesem Axtikel erhaltenen Resultate kann man jetzt schlieBlich dabin 
zusammenfasseu, daB die \der Aussagen: 

1. ) Die Futikfianen F-^, ■ ■ F^ bildeu ein Basissystem; 

2. ) Die Determinante jr,„| des die FunMionen F^, ■■■, F^ durcJi die B’unUioneu B\,---,Fn 

o = n 

darstellenden Gleichungensystems F'l = ^ > = i. 2 . - versclmindet nicht identisch; 

0 = 1 

3. ) Zidschen den FnnMionen Fl, • ■ ■, F^ lesteht keine Relation von der Form 

g'iFi-\ ^g^F^ = 0 mit ganzen rationalen, nicht sdmtUch mit der Nidi identischen F’unk- 

tionen g' von z als Koeffizienfen ; 

4. ) Die Determinante \Fl{z^)\ hesitzt nicht fur jedes Punktsystem z^, ■ • z„ der 
FUche T den Wert- Nidi; 

gleichwertig sind, insofeme aus irgend einer von ihnen als Voraussetzung jede der 
drei anderen abgeleitet werden kann. 
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Es soil zunachst die Prage beantwortet werden, ob die mit Hilfe eines beliebig 
angenommenen GroBensystems - ■ ■\iv^ gebildete, auf die Flacbe T bezogene 

Kongruenz: 


(C.) 


fi^p 

2ur 


^ ^ 4 ““ I • • • I ^ i W3 1 • • • j Wj, 


Ibsbar ist oder, mit anderen Worten, ob ein diese Kongruenz befriedigendes Punktsystem 
^ ^2 ? * * ' > existiert* 

Zu dem Ende bringe man, nachdem man im Innern der Flacbe T irgend j) Punkte 
Vi’V 2 j ■ • 'y Vp gewahlt bat, das GrbBensystem Wi\w^\- ■ ■\tVp in die durcb die Gleicbung: 


1 I • • • i = 2 -f- ^'r) % .- + (^1 + ^j) ^ * 1 • • ■ I + ''2 («v + 9'^) <^P V + ^ « 


.u = l 


r = l 


(.1 = 1 


v=l 


bestimmte Gestalt, bei der die a, h den Bedingungen — l<a,. ^0, 0^ &,.<!, >- 1 , 2 . 
gentlgende reelle GroBen, die g', ¥ ganze Zablen bezeicbnen. Das ist nacb Priiberem 
(vgl. S. 89) immer und nur auf eine Weise mbglicb. Fubrt man alsdann die so fur 
die w gewonnenen Ausdrticke in die Kongruenz (C.) ein, so laBt sicb dieselbe unter 
Benutzung der scbon auf Seite 211 angewandten Bezeicbnungsweise durcb die Kongruenz: 


(O'.) 


( fi-P \ f H--P 

2^^') -^[2^ 
(i=l J V4=l 


+ 


ersetzen. Jetzt sind zwei Falle zu unterscbeiden. Entweder fallen die 2jp GroBen 
a,, v=i, 2 , •••.p, samtlicb mit der Null zusammen, dann besitzt die Kongruenz (O'.) 

wenigstens die eine Lbsung (ci, • ■ = (f?!, • • •, ^?p); oder es fallen die GrbBen o, 6 

nicbt samtlicb mit der Null zusammen, dann ist far 
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Tjpi ^ — 1 uud es besitzt die Kongruenz (O'.) nach dem auf Seite 224 auf- 

|b| ' 

gestellten Satze wenigstens eine LOsung (e,, • • e,,). Daroit ist aber bewiesen, da6 die 

kongruenz (G.j, wie auch das GroBensystem • • • |«’^ beschaffen sein mag, immer 

wenigstens eine Losung i Ci , - • e^) besitzt. 

Zwei Losungen der Kongruenz (C.), die sich nur durch. die Eeihenfolge ihrer 
Punkte unterscheiden, sollen als identisch angesehen werden. Liegt von den Punkten 
fp einer Ldsung der Kongruenz (C.) irgend einer an einem Schnitte h,. oder 
c, und ersetzt man alsdann diesen Punkt durcb den ihm entsprechenden, der 

anderen Seite des l)etreffenden Scbnittes angehdrigen, Punkt, so entsteht wiederum 
eine Losung der Kongruenz fC.); aucb diese soil als identisch. mit der ursprunglichen 
angesehen werden. 

Eine Losung (fi, • • Cp) der Kongruenz (C.) ist nun, wie nach den soeben ge- 
machten Pestsetzungen aus dem in Art. 7 des funffcen Abschnittes erhaltenen Eesultate 
folgt., zugleich die einzige, wenn fRjij (ei, • • •, =p ist. In dem Falle 91ji| («i, • • •, «p) <P 

dagegen besitzt die Kongruenz (C.), wie ebenfalls aus dem in Art. 7 des fiinften Abschnittes 
erhaltenen Resultate folgt, unbegrenzt viele Losungen, und diese werden durch die mit 
£i, • • •, «p aquivalenten Punktsysteme e'l, • ■ e' geliefert. 

Die auf der linken Seite der Kongruenz (G.) stehenden Punktionswerte 
lassen sich durch Integrate darstellen, indem man unter Benutzung von irgend p im 
Innem der Plache T' gewahlten Punkten Xp 

= Uf +Jldu^, . = 1 . 2 ,- ■ -.P, 

xp. 

setzt. Dabei soli der dem Integralzeichen beigefugte Strich andeuten, daB der von x^ 
bis £p sich erstreckende Integrationsweg die Begrenznng von T' nicht schneiden darf; 
hierdurch ist dann zugleich die Unabhangigkeit des Integralwertes vom Integrationsweg 
gesichert. Fdhrt man nun diese Integrale in die Kongruenz (C.) ein, so nimmt dieselbe 
die Form; 

(C”) 

Xfi 

aoa. 

Unter der Voraussetzrmg, daB (gj, • • •, eine Losung der Kongruenz (C.) ist, 
Oder, was dasselbe, daB das Punktsystem •••,£, die Kongruenz (C".) befriedigt, soU 
jetzt bewiesen werden, daB man die von den Punkten x^, • • •, Xp bis zu den Punkten 
si,---,6p beziehungsweise sich erstreckenden, in der Plache T' verlaufenden Integrations- 
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wege durch andere, die Begrenzung von T' schneidende, von der Art ersetzen kann, 
daB die Gleichung: 



erftillt 'wird. Zu dem Ende moge zunachst das Folgende festgesetzt werden. Geht man 
auf irgend einem Wege vom Punkte zum Punkte und flberschreitet man dabei 
irgend einen der Schnitte a, h in-mal von der negativen auf die positive Seite und m^-mal 
von der positiven auf die negative Seite, so soli die Differenz m — xn' die dem Wege 
in bezug auf den betreffenden Scbnitt zukommende charakteristiscbe Zahl genannt 
werden. Nun beackte man, daB das GrdBensystem il\\ - ■ sich auf Grund der Kon- 
gruenz (C".) immer und nur auf eine Weise durch eine Gleichung von der Form; 

V - I • • • 1 + ^2 

11 = 1 u = 1 

y,u 

bei der die g, Ji ganze Zahlen bezeichnen, darstellen laBt. Man erkennt dann, daB die 
Gleichung (G.) immer dadurch, aber auch nur dadurch, befriedigt werden kann, daB man 
als Integrationswege solche p, von den Punkten • • •, bis zu den Punkten • • •, 
beziehimgsweise sich erstreckende, Wege wahlt, deren charakteristische Zahlen allgemein 
in bezug auf den Schnitt a,, die Zahl h,, in bezug auf den Schnitt 6,. die Zahl g^ als 
Summe besitzen. 

Nach dem soeben Bewiesenen ist eine Losung (s^, • • •, Sp) der Kongruenz (€".) 
immer auch eiue Losung der Gleichung (G.). Da aber auch umgekehrt jede Losung der 
Gleichung (G.) die Kongruenz (C".) befriedigt, so sind die Losungen der Gleichung (G.) 
identisch mit den Losungen der Kongruenz (C".). Verbindet man dieses Eesultat mit 
dem vorher ftir die Lbsungen der Kongruenz (C".) oder (C.) erhaltenen, so ergibt sich 
schlieBlich als Kesultat der Untersuchungen dieses Artikels der folgende Satz: 

„Die Gleichung: 

( ft=P M-P {* \ 

hesitzt immer wenigstens eine Losung (e^, • ■ •, e^). Diese Losung ist mgleich die emzigc, wenn 

9^111 (G) •••> dagegen existieren urihegrenzt viele Losungen der Gleichung (G), wenn 

|i| 

9^111 («i» •••> <jP diese werden durch die mit dquivalenten Punhisysteme 

|i| ^ ^ 

4 gdlieferL‘ 



w. 


fl=P fi=p v = p 

1 %=^^'' + ^ du,-2. 

//=! /.t = l I r = l 
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2. 

Mail betrachtB jetzt in dcr fjl6iGliiiiig (Gr. ) dGS vorhergGhGnden Artikels, dGi mau 
auch. die Form: 

11=1 ^ 
y-it 

geben kaun, die GroBen n\, )i\, ■■■, Wp als unabhangige komplexe Yeranderlicbe und ordne 
zur Erzielung einer ktii-zeren Ausdrucksweise dem Wertsysteme u\ = w^p + ■ ■ ■, 

^ denjenigen Punkt (?c) eines •2iJ-dmiensioBalen Eaumes W, der die 2p reellea 
GroBen itf, uf; ■ • •; uf, iff zu Koordinaten bat, als Korrespondenten zu. Der Gesamt- 
beit der Wertsysteme u\, ■ ■ ■, Wj, entspricbt dann die Gesamtbeit der Punkte (to) des 
Ilaumes TP. In diesem Raurae IT" fasse man nun diejenigen, mit (w) zu bezeicbnenden, 
Punkte ins Auge, denen mebr als eine Losung der Gleicbung (G.) entspricbt. 

Die Gesamtbeit dieser Punkte (iT) wird durch die Gleicbung (G.) geliefert, wenn man 
darin unter Bescbrankung der Integrationswege auf die Placbe T an Stelle von ei, • • •, Cp ein 

jedes der Bediugung Dtiiifei, • • •, Spi <p genftgende Punktsystem treten laBt und zu jedem 

111 ' 

so erbaltenen Systeme (u-) nocb jedes System zusammengebdriger Periodizitatsmoduln 
hinzufugt. Da die samtlicben Punktsysteme Si, • • Sp der cbarakterisierten Art aber 
aucb aus der Kongruenz (vgl. Seite 171 u. Seite 132); 


(G. 




u =p 
« = 1 t/ 


/f = 1 




\2K' 


/i=ip + l 




p-p + i 


erbalten werden, wenn man darin an Stelle von fip+i, • • •, Sop _2 ein jedes p — 2 Punkte 
entbaltende Punktsystem treten MBt, so bilden die definierten Punkte (w) in dem 2p- 
dhnensionalen Raume TT eine Mannigfaltigkeit W von nur 2^9 — 4 Dimensionen. Von 
jedem Punkte (?r) der nacb Ausscbeidung dieser Mannigfaltigkeit W tlbrigbleibenden, mit 
TF — IT zu bezeicbnenden, 2p-dtmensionalen Mannigfaltigkeit kann man zu jedem andern 
Punkte (ic'j derselben auf einem ganz innerhalb W—W verlaufenden Wege gelangen; 
aucb kann man von jedem Punkte (w) der Mannigfaltigkeit W zu jedem Punkte (w) der 
Mannigfaltigkeit W—W auf einem Wege gelangen, der von dem Anfangspunkt (iv) ab- 
geseben nur Punkte von W—W entbalt. 

Nacb diesen Festsetzungen soil jetzt die durcb die Gleicbung (G.) bestimmte Ab- 
hangigkeit der GreB^Ci, • • •, Sp von den GroBen u\, • • •, wip fur den Pall, daB der Punkt H 
dem Bereicbe TF— IF angebdrt, nkber untersucbt werden. Zur Vereinfacbung dieser 
Untersucbung denke man sicb die in der Gleicbung (G.) vorkommenden, bisber ganz 
willktlrlichen Punkte Xj, • • - , Xp im Innem der Placbe T' so gewahlt, daB SlnGxi, •••, Xp) ==i) 
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ist und dafi zudem unter dieseu Punkten weder zusammenfallende noch Punkte a, oo voi- 

kommen. Pur eiu solches Punktsystem ist danu imiuer die Determinante 
YOU Null verscMeden, und der dem GroBeusysteme: ^ 


ft-p 


fi-p 




' == Wi 


.( 0)1 




entsprechende Punkt gehdrt dem Bereiche W~W an. 

Ein zweiter Punkt (io ) des Bereiches W— W werde dadurcli gewonnen, da6 man 
in T p der Bedingung 9fiji| =y) gentigende, voneinander verschiedene Punkte 

^ 1 ) • • •) Sp walalt, diese mit den Punkten • • ■,Xp beziekungsweise durch Kurven 
verbindet und unter Beuutzung dieser Kurven als Integratiouswege 



setzt. Man grenze nun in der Flache T allgemein zum Punkte das ihm entsprechende 
Gebiet ab, verstehe unter e,, irgend einen Punkt von unter eine von fiber 
nach Cp fuhrende, zwischen und e', mit sick deckende, zwiscken e', und e„ ganz 
in (t„ verlaufende Kurve und setze unter Beuutzung dieser Kurven als Inte- 

grations wege 


p=p ^t-=p fi=p A''' 

p. = l tJ /.i = l fJL = l tJ 

y.ft 




Die p so definierten, von dem Yerlauf des zwiscken e', und liegenden Teils der 
Kurve unabkangigen GroBen sind dann einwertige und stetige 

Punktionen der p in ihrer Bewegung auf die Gebiete G^,---, Gp besckrankten komplexen 
Yerfinderlicken fii, • • •, e^, die zudem ffir = e'^, • • •, £p = e' die Werte lol, •• •,Wp annekmen. 

Auf Grand der aufgestellten, die GroBen iv' und w definierenden Gleickungen 
lassen sick umgekehrt aber auck die GroBen e als Punktionen der GrfiBen w darstellen. 
Zu dem Ende bilde man durck Subtraktion der vorletzten Gleickung von der letzten 
die neue Gleickung; 

fi=p Ai'- fiv^p Af^ 

^ JIdu, 1 • • • I ^ Jl dUp = w^-w[\---\tOp — w'p^ 


bei der der Strich am Integralzeichen andeuten soli, daB dem Integrationsweg von 
bis Sp die Bedingung auferlegt ist, ganz in G^ zu verlaufen, beackte, daB nack Art. 3 
des ffinften Abscknittes ffir jeden Punkt des Gebietes G^, die Entwicklungen: 

P-R, II. 32 
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7« f/i 

d Up‘ 

-Jl; 


(}= 1 , 


bestehen, wobei 4 oder ^^=ie„— cj‘ oder endlicb s„ ' ist, je uacbdem e„ 

ein gewobnlicber Puiikt der Fiiiche T oder ein Puukt a niit der Ordnungszabl r-1 
oder eiidlicb ein Puukt oc luit der Ordnungszabl i — 1 ist, uud ersetze die gewonnene 
Gleichung nacb Einfflbruug dieser Entwicklnngeu durcb das Gleicbungensystem.: 




/o 


(Oil. I 


)/. + ■ • ■ i^h +I.B (^f ).< - - < ■ 


Da 9t|i|(el, • • •, ^p)=P ist und zudeni keine zwei der Punkfce s'l, •••, 4 ^i^i^ decken, so 

^ /du^^\ /clu^p\ 

hat die aus den Koeflizienten von •••, gebildete Determinante 

einen von Xull verscMedenen Wert, und es lassen sich daher nacb bekanntem Satze die 
Grofien fflr binreichend kleine Werte der Moduln der Differenzen 

n'—ir' imiuer und nur auf eine Weise durcb Gleicbungen von der Form; 


n, = 30 «o = 00 




= ^ • • • ^ 4?... »,(«’!- “’i)”' • • ■ 

«1 = 0 « j ;=0 


«l = 0 «n=0 


darstellen, bei denen die Koeffizienten c nur von den Punkten Si> • • •> 4 abbangen, 
speziell die p Koeffizienten 4 ^Loj 

Koeffizienten der linearen Glieder durcb die p^ Gleicbungen: 


•j samtlicb den Wert Null besitzen und die 


rif) 


„C-) 

V 

’ 




"f+t 




in der Determinante 


bestimmt sind, wenn mit die Adjunkte des Elemeutes 
^0 = ••• bezeichnet wird. Der Wert des aufgestellten, durcb n,,= 
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charakterisierten, Koeffizienten ist zugleich, wie ans f®,.') folo-t der Wert (-^1 

° ' V«-'o 

der Derivierte ^ for w,,\ ■ ■ ■ \ wp=^ w[\ 

Die Darstellungen (@3.) gelten fur alle Punkte f/rj des durcli die Bediuguugen: 

J/, mod[«>^-2r;]<Jlf 

bestimmten Bereiches, wenn nur die positive Zahl iif so klein gewahlt ist, dafi keines 
der den Punkten (to) des Bereiches entspreclienden Punktsysteme die Bedingung 

I (®i> •*■?%) verletzt oder zusamnoenfalleude Punkte enthalt. Man erkennt aus 

diesen Darstellungen, daB jedem innerhalb des fiir sie festgelegteu Bereiches von (w'j 
nach (to) fiihrenden Wege ein hestimmtes System von p in der Flache T von s'l, • • ^ 

nach Si, ■ ■ ■, £^ beziehungsweise fiihrenden und punktweise eindeutig einander zugeord- 
neten Wegen entspricht. 

Die vorstehenden Betrachtungeii bleiben in Kraft, wenn man als Punkte s[, • • •, gp 
die Punkte wahlt und zngleich fiir ^ = 1, 2, ■ • die von nach g', fiihrende 

Kurve /c', sich auf den Punkt reduziert denkt, sodaB dann an Stelle der die GrdBen 
to[, • • •, to'j, definierenden Gleichung die Gleichung: 

f.=i fi=i 

tritt. 

Fiir die soeben beendete Untersuchung war das gewahlte Punktsystem s'^, ■■■, Sp 
nicht nur der Bedingung 9 fl|i|(£i, •••, s'p)=p unterworfen, sondem auch noch der weiteren, 

Ur 

daB keine zwei seiner Punkte zusammenfallen. Im folgenden soli nun diese Untersuchung 
auf den Fall ausgedehnt werden, wo das im Rahmen der Bedingung 9 tjij(eU • • •, s^)=p 

gewahlte Punktsystem s[, ■ • s'p zusammenfallen de Punkte enthalt. Man wird sich dabei, 
der einfacheren Darstellung wegen, auf den speziellen Fall beschranken, wo das Punkt- 
system gj, • • Bp nur eine Gruppe zusammenfallender Punkte enthalt, und zudem diese 
Gruppe durch die Punkte g'l, ■ ■ ■, b( (ks??) gebildet wird. 

Die durchzufuhrende Untersuchung deckt sich bis zur Gewinnung des Gleichungen- 
sy stems (®i.) vollstandig mit der fruheren. Die Gleichung des so erhaltenen Systems (@i.) 
kann man aber, da im vorliegenden Falle die Punkte gj, • • •, g' mit g^ identisch sind und 
infolgedessen fiir 9 = 1, 2 , • • •, und jede positive ganze Zahl n 
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ist, aucli in die Form: 


71=1 \ ‘^-1 /u ' /i=l-rl H = l 


n = =0 / « 7^ 


1 Id »n « 
d^';. )<f ‘‘ ~ 


bringen. Fuhrt man alsdann an Stelle der s GroBen z^, z^, -,8, s neue GrbBen 
vermittels der Gleicliungen: 


('Tj 


Zi-i + ^',= 1 : + ••• + «, = 2! i",, • • •, -I- . . . + = s! 4 


ein, so erhalt man, wenn man noch beacbtet, daB dadurcb die Summe \- z” 

(K=i+i, in eine ganze rationale Funktion der s GroBen ubergeht, an Stelle 

von (03i.) das neue System: 




d’ "e‘'\ f ^ 


, du l^ 


+ (G, • • •, f.-. • • -7 <) + • • • + gf{ti 7 • • -e'.+i, • • •, ^^) + • • • • =-10^- w\, 

(y = l,2, .-.p, 

wobei fflr n = 2,3,--- 9 f{t^---,t,,z,^^,---,z^ eine homogene ganze rationale Funktion 
Grades der p Argumente bezeichnet. Da 3flji|(4 • • •, e'l, e;+i, • • •, e;) =i9 ist und zu- 

dem die Punkte e'l, e'+i, • • •, e' samtlich voneinander verschieden sind, so hat die 

aus den Koeffizienten von ■ ■ ■, t„ z,^^, ■■■,z^ gebildete Determinante • • • 

v'^/o verschiedenen Wert, und es lassen sich daher 

die GroBen ■ • ■, t„ •■■,z^ fur liinreichend kleine Werte der Moduln der Differenzen 
Ui ic^, •••, tVp Wp immer und nur auf eine Weise durch Gleichungen von dei* Form: 


»i=« «» = 0' 


ti = ^ ^ iv[y^ ■ ■ ■ (iVp- W)')"!-, 


«1 = 0 «p = 0 


n, — 05 Ttn = ® 


( 03 .) 


*> =- 2 ^ ■■•{Wp- w'pY^ 

= 0 rip = 0 


«i = » n„ 


^-+1= ^ ^ w[y^ . . . 

— 0 rt« = 0 


Hi = » rip = 00 


= 2 • ■ ■ 2 oif... (tt’i- w[y^ ■ . . (iVp~ w'pY^ 

rij — 0 Wp — 0 
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darstellen, bei denen die Koeffizienteii c niir von den Punkten abhangen, speziell 

die ^ Koeffizienten 4? -o) ’ **? samtlich den Wert Null besitzen und die Koeffizienten 
der linearen Glieder durch die f Gleicbungen: 


(^i 





• — 7lp- 1 = 0, 7Zp = 1, Tip 4- 1 = • • • = Tip = 0) 


/l = l, 2, •• ,i?, 

e = l,2, 


bestimmt sincl, wenn mit die Adjunkte des der 9 *“ Horizontali-eihe imd der Yer- 
tikalreihe gemeinsamen Elements in der Determinante : 



bezeichnet wird. Der Wert des aufgestellten, durch n„ == 1 charakterisierten, Koeffizienten 


ist zugleich, wie aus (©j.) folgt, der Wert 

Wert ■’ - • • ' - ' ' 

\OlV^, J tv = w' 


der Derivierte oder der 

oto„ 


dz 

der Derivierte fur w. 


Wp = tAi I • • • I If' , je nachdem /t der Zablen- 


reihe 1, 2, • • •, s oder der Zahlenreihe s + 1, s + 2, ■ ■ p angehort. Die Darstellungen (® 2 -) 
zusammen mit den die GroBen i definierenden Gleicbungen (T.) lassen erkennen, daB 
jedem innerhalb des fur diese Darstellungen in Betracht kommenden Konvergenzge- 
bietes von (w') nach (w) fuhrenden Wege ein bestimmtes System von p in der Flache T 
von s\, - • •, e[, 4 i^^-ch %, ■ ■ ■, e,, • • •, beziehungsweise fuhrenden und punkt- 

weise eindeutig einander zugeordneten Wegen entspricht. 

Man gehe jetzt in dem Bereiche W —W von dem frilher definierten Punkte 
auf irgend einem Wege SCS zu einem andern Punkte und mache zunachst die 

Voraussetzung, daB fur keinen zwischen (to®) und gelegenen Punkt (tv) dieses 

Weges 3B das ihm anf Grund der Gleichung (G.) entsprechende Punktsystem Ei, Sj, 
zusammenfallende Punkte enthalt. Bewegt sich dann der Punkt (w) auf dem Wege 9B vom 
Anfangspunkt his zum Endpunkt so durchlaufen, wie aus den soeben erhaltenen 
Kesultaten folgt, die korrespondierenden Punkte 81 , • • •, «p gleichzeitig ein bestimmtes 
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System 3 von von bezivliiingsweise ausgelieiiden unci punktweise eindeutig 

einander 7 ,ugeovdneten, Wegeu. dereu Endpunkte ii', ■ ■ ■, fjj’ die zuin Punkte ') gehdiige 
Ldsimg der Gleicliung Ct. Inlden. Gelit man auf irgeiid eineni andern, die fill S&5 ge- 
stellten Bedingungen el>eiifalls erftilleuden Tiege von. iw"') nach so werden als 

Endpunkte der ihm eutspreckendeu Wege der Punkte s^. •••.. vrieder die Punkte 
sei es in der fruheren oder nnter Emstanden aucli in einer anderen Reihenfolge, auf- 
treten. Geht dagegen der in B'— TT von bis verlaufende Weg SB durch einen 
Oder melirere Punkte ! fur die das entsprecbende Puiiktsystem Ci, • • •, gp zusammen- 
fallende Punkte enthiilt, so kann man einem solcben Wege SB mebrere Systeme © von 
von z,. • • •, beziehungsweise ausgehenden, Wegen zuordnen; immer aber werden die 
j) ^Yege eines jeden dieser Systeme S als Endpunkte die Punkte • • •, e™ in einer ge- 
wissen Reihenfolge besitzen. 

Auf Grand der Ergebnisse dieses Artikels kann jetzt die Frage nacb der durch 
die Gleicliung (G.; bestinnnten Abhaugigkeit der GroBen gj, •••, gp von den GroBen u\, •••, 
far den Fall, claB der Punkt dn clem Bereiche JF—W angehort, durch den folgenden 
Satz beantwortet werden: 

,,ZHe diircli die Gleicliung iG.) mit den GroBen • ■ ■, ic^ verknii 2 )ften Gr6/3en 
gi,---,gp s/h(7 im Bereich W-Wi^-ivertige FtmJdionen der komgylexen VerdnderUcJien 
u\, • • •, Wj,, jedoch p-icertige Funktionen von der Art, da^ die p, durch Punkte der Fldche T 
reprasentierti'H, Werfc s’p, ■ ■ ■. dp, icelclie diese Funktionen lei anahjtisclier FurtseUung auf 
eineni inncrhalb W—W com Punkte zum Punkte fiilirenden Wege nach vorher- 
gegangener Wahl eines der zum Punkt gehorigen Werfsysteme, etiva g^ = • • •, gp = 

als Ausgangssystem annehmen, lei Zugriindelegung eines anderen, dieselben Bedingungen 
erfullenden Weges hochsfens eine Anderung Hirer Beihenfolge erfahrenP 

■ Aus diesem Satze soil jetzt zum Schlusse noch eine wichtige Folgerung gezogen 
werden. Es sei jS(gi, • • gp) eine in der ganzen Flache T' einwertige und stetige Funk- 
tion der komplexen Veranderlichen gj, • • •, gp, die zuclem fur jede Permutation Vi, • • •, ^'p 
der Zahlen 1, 2, • • -, 1 ? der Gleichung jSfg,.^, • • g,.J = 5(gi, • • •, gp) genftgt, und es werde 
im AnschiluB an die Gleichung (G.) 


fG'.i 




r-P n . e~p i>=p n 

■2 

fj I ^ = 1 ft = 1 tJ I 

y-fi 


'■ n\ 


'-p > 


gesetzt, wobei die den Integralzeichen beigefagten Striche ancleuten sollen, daB die 
Integrationswege die Begrenzung von T' nicht schneiden durfen. Die zu den so defi- 
nierten GrSBen w gehdrigen Punkte (w) erfQllen einen bestimmten, mit [W] zu be- 
zeichnenden, Teil des zu Anfang definierten 2p-dimensionalen Raumes W, und ent- 
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spiechend eifullen diejenigen Punkte (^v) des fiaumes [W], welche durch die Glei- 
chung (G .) geliefert werden, wenii man darin an Stelle von 6in jedes der Be- 

dingung (ci, • • s^) =p geniigende Punktsystem treteii laBt, einen, mit { W-W} zu 

bezeichnenden, Teil des ebenfalls zu Anfang definierfcen Bereichs TF— W. Beziebt man 
nun die Punktion mit Hilfe der Gleichung (G'.) auf den Baum {TF} und 

wendet den vorber gewonnenen Satz an, so erkennt man, daB S(a„ ■ ■ ■, ejX als Punktion 
der Veranderlichen betracbtet, eine in dem ganzen Bereicbe { TT'- TF] ein- 

wertige und stetige Punktion JE ■ ■ ■ , w^) der komplexen Veranderlichen 
ist, deren Wert fur einen beliebigen Pmikt (ty) des Bereiches {TT"— TF) durcb die Glei- 
cbung -&(wi, •••, Wj,) = S(si, Sj,) geliefert wird, wenn dabei •••, SjJ die dem Puukte (n?) 
entsprecbende Losung der Gleichung (G'.) bezeicbnet. 

Um die Derivierte ~ zu erhalten, bat man die folgenden Uberlegungen anzu- 

stellen. Man verstehe unter (w') irgend einen Punkt des Bereichs {TF — TF], miter 
(e'l, • • •, 4) die ibm entsprecbende Losung der Gleichung (G'.) und beacbte, daB die Punk- 
tion S(ei,---,Sp) sicb fur eine gewisse Umgebung der Punkte durcb eine Glei- 

chung von der Porm: 


71/i = 0 = 0 ^ 

darstellen laBt, bei der die Koeffizienten e nur von den Punkten 4 abbangen und 

2.- ■•, 1 ') die auf Seite 250 ftir einen beliebigen Punkt 4 definierte GroBe ist. 

Ist nun zunacbst das Punktsystem «{, • • •, 6^ von der Art, daB keine zwei seiner 
Punkte sicb decken, so gelten ftir binreichend kleine Werte der Moduln der Differenzen 
— die scbon fruber aufgestellten Entvi^icklungen (® 2 .), und man erbalt 

dann auf Grand der Gleichung: 

M = iMiA: 

~ dZi ' dzs dw^ '' d^p ’ 


dS 

wenn man nocb den Wert von ^ fur Wj 


Wp = -lOi 


I tVp Oder, was dasselbe, fur 
1 = 0, • ■ 0 p = 0 mit bezeicbnet und das frtiber im AnschluB an die Gleichung (©j.) 


tiber , Gesagte beachtet, die Derivierte ^ ftir den Punkt (w') des Bereichs 

{TF— TF} dargestellt durcb die Gleichung: 
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bei der4 = 2±(Sj^).-(^).«t 

Enthalt dagegen das Punktsystem zusammenfallende Punkte, so wird 

man in der Yorher filr 8 aufgestellten Gleichung bei jeder in dem Puuktsysteme ent- 
baltenen Gruppe zusammenfallender Pnnkte an Stelle der diesen Punkten entsprechen- 
den GrdBen GroBen t der frilher definierten Art einfQbren und beachten, daB diese 
GrbBen i sick durcb Eeihen darstellen lassen, die nacb. Potenzen von — — 

mit positiven ganzzahligen Esponenten fortscbreiten. Zur Erlauterung des weiter ein- 
zuschlagenden Verfahrens kann man sick wieder auf den speziellen Fall besckranken, 
wo das Punktsystem b\, • • •, 4 Gruppe zusammenfallender Punkte entkalt, und 

zudem diese Gruppe durck die Punkte b^, • ■ 4 gebildet wird. In diesem Falle 

bestekt die Gleickung: 

= ds ct, ds ds dz„ 

2tCp dti dte^ ' ot, dic^ 

und man erkalt auf Grand derselben, wenn man nock die Werte von ■|^c«= 1 , 2 , 
dS 

^ (p=.+i, fttr w^\- • •\w^ = w[\‘ ■ •\w^ Oder, was dasselbe, fur = • •, t, = 0, 

/ B S \ / 3 S\ 

^/+i = 0j Zp = 0 mit beziekungsweise bezeicknet und das frflker im An- 

sckluB an die Gleickung (@j.) fiber _ , e'=*+i. --.?) Gesagte be- 

achtet, die Derivierte ^ ffir den Punkt (w') des Bereicks {W—W} dargestellt durck 
die Gleickung; 
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bei der 



ist. — Setzt man in der erhaltenen 


Gleichung s = l und dementsprechend = (|r)o=(| 7 )o) so erhalt man wieder die 

vorher abgeleitete Grleichung, welche sich auf den Fall bezieht, wo die Punkte e'l, • • •, e'j 
samtlicb voneinander verscbieden sind. 


3 . 

Man grenze in der Flache T' p keinen der Punkte a, oo enthaltende Bereicbe 
Bp ab. Durch. Betrachtungen, welcbe den iji Art. 7 des fiinften Abscbnittes in 
bezug auf die Determinante angestellten ganz abnlich sind, 

laBt sich dann zeigen, daB die Determinante: 


du[^ 

du\^^ 


dBp 

du]t 

dup^ 


dsp 


nicht fiir je p den Bereichen B^, ■■■, B^ beziehnngsweise angehorige Punkte Ci, 
den Wert Null besitzen kann. Wahlt man jetztp den Bereichen B^, ■ ■ ■, B^ beziehungs- 
weise angehorige Punkte Ci, • • •, Sp von der Art, daB die aufgestellte Determinante nicht 
verschwindet, wenn man gleichzeitig = • • •, Sp=Sp setzt, so lassen sich, da dieselbe, 

als Funktion der p Veranderlichen Sp betrachtet, fiir ei== • • •, £p== Sp stetig ist, 

in T' p diese Punkte beziehnngsweise enthaltende Debiete • • •, Gp von der Art ab- 

P-R, II. 33 
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grenzeu, da6 die aufgestellte Detenninante for jedes dem System G^, ■ ■■, G^, angehOrige 
Punktsystem fj. ■ • •. einen von ISTuU verscliiedenen Wert besitzt. 

Es sei nun f,. • • •. irgend ein dem Systeme Gi, Gp angehoriges Punktsystem. 
Mit diesen Punkten verbinde man den der positiven Seite von Cp und der 

negativen Seite von gemeinsam augeborigen Punkt durch Scbnitte ■ ■ ■, und 
bilde alsdann zu der dadurch aus T' hervorgehenden Flacbe T”, unter Benutzung einer 
im Folgenden erst zu bestimmenden, nur von • • •, abbangigen GiroBe ej 

die Funktion: 


( 1 -) 


(j=p 


+ ^{ei, ■■■, e^. 


Die so zu den Punkten s, definierte Funktion L ist dann eine in T" 

einwertige Funktion der komplexen YerOndeiiicben z, welcbe fur jeden von e^, • ■ Sp 
verschiedenen Punkt z der Flacbe T" stetig ist, filr den Punkt e„ (?=i, 2 , unstetig 
■ffird wie ln(^— e„) und deren, allgemein mit L*,L~ zu bezeicbnenden, Werte in je 
z-wei eiitsprecbenden Begrenzungspunkten aP''', in der Weise verkniipft sind, daB 


langs i", 

langs 6.. { — 2 ^ — Jc)j - a ,. , , 

langs 27ti, 

langs = 2m, (.=1,3, ....p, 

ist. Betracbtet man die letzten Gleicbungen und speziell das Verbalten der Funktion 
L ^ ^ p\ langs des Scbnittes {••= 1 , 2 , ••,?), so wird man auf die Frage gefObrt, ob es 
nicht moglicb ist, die GroBe A{s^, e,) als Funktion der komplexen Veranderlicben 

£ 1 , •••, so zu bestimmen, daB die Funktion L P + 1 GroBen z, Ej, • • •, Ej, 

eine nur von den p GroBen: 


ul - ul- - K 

f=i ?=i 5=1 


abbangige Funktion -mrd, oder, was dasselbe, so, daB die Funktion L 
tiellen Differentdalgleicbung: 

(2-) +? + ^l = 0 


der par- 




OZ 


g6iiiQ.gfc, bsi der die die dutch die Gleichungen! 


( 3 .) 










(7, V = l, 3 , • 
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Oder durch die damit aquivalenten Grleichungen: 


(3'.) 


a=p 


dli^- 

da^ 






o,r=l, 2, •• •,?) 


bestimmten Funktionen der komplexee Veranderlichen e^, - • bezeichnen. Die 
Aqnivalenz der beiden Forderungen erkeunt man, wenn man beacktet, dafi jede der 

p DrdBen ^ , » = i, a, •••,?, eine partiknlare Losung der Differentialgleichung (2.) 
e=i 

ist, und dafi jede Funktion von partiknlaren Losungen wieder eine Losung der Diffe- 
rentialgleichung (2.) bildet; weiter aber auch beachtet, dafi die jp genannten Grofien, als 
Funktionen von • • •, Sp betrachtet, die von Null verschiedene Grofie (— • - •, e^) 

als Funktionaldeterminante besitzen, also durch keine Relation verkniipft sind, und dafi 
jede Losung der Differentialgleichung (2.) als Funktion von irgend p unabhhngigen parti- 
kularen Losungen dargestellt werden kann. Ersetzt man jetzt noch in der Differential- 
gleichung (2.) die Funktion L durch den auf der rechten Seite der Gleicbung (1.) stehenden 
Ausdruck, so erhalt man schliefilich zur Bestimmung der Funktion A(s^, • ••, die 
Differentialgleichung : 


( 4 .) 




() = 1 a-1 


P 

1 


. dA\dv,l 
9s J dz 


0. 


Das in der gewonnenen Differentialgleichung vorkommende zweigliedrige Aggregat: 


«(0)- 


Q=P 


()=p a=p 
q-la=l 1 


dz 


ist eine in T' einwertige Funktion der komplexen Veranderlichen z, die, wie unmittel- 
bar zu sehen, in je zwei entsprechenden Punkten^+, eines Schnittes a,, oder c,. (.■=i, 2 ,...,p) 
denselben Wert besitzt, die aber auch, da 


langs 



I 2 dtil 
p dz 



9 dul 
^ ds ’ 


8t{2r-aW--2^ 



dul 

ds^ J dz ^ 


ist, und die hierbei in runde Klammern eingeschlossene Summe nach (3.) den Wert 
hat, in je zwei entsprechenden Punkten eines Schnittes denselben 

Wert besitzt. Die Funktion %{z) ist also eine ^.-Funktion. Beachtet man dann noch, 
dafi fur den Punkt = ((>= 1 , 2 , •••,?) das erste Glied des Aggregats %{z) unendlich wird 

wie j—, das zweite Glied wie - -jf^j also wegen (3'.) wie - > ^mcl 


33* 
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daB daher die Funktion fur den Punkt {«=i, 2 , ->i>) stetig ist, da6 sie dagegen 

das den Punkt a„ 0 = 1 , 2 , - Mri («,,-lj-inal enthaltende Punktsystem Ci, •••, au ••••; «r. •••> «,■ 
Oder auch nnr einen Teil desselben als System der oo‘-Punkte und das den Punkt 
00 ^ (*=1,2,. ..,5., ('i^-fli-mal enthaltende Punktsystem ooj, • • •, 00 ^; — ; oo^, • • •, oo^ als Be- 
standteil des Systems der O'-Punkte besitzt, so erkennt man (s. Seite 171), dafi %{d) eine 

Funktion ^ ist, und daB daher eine Gleichung von der Form: 

StW-l’-K'.S 

a = l 


besteht, bei der die K„, < 1 = 1 , 2 , •••.?, von z freie, also nur von b^, ■■ ■, abhangige GrbBen 
bezeichnen. Aus dieser Gleichung geht, wenn man %(z) durch seinen Ausdruck ersetzt, 
die Gleichung: 


(5.) 




o—p a^p 
Q=io=i 1 


dz dz 

(7=1 


hervor, und die Subtraktion dieser letzteren Gleichung von der Gleichung (4.) liefert 
dann die mit der DiiFerentialgleichung (4.) aquivalente Differentialgleichung: 


( 6 .) 



= 0 . 


Genugt aber eine Funktion ^== ^(e^, • • •, «p) dieser Differentialgleichung, so gentigt sie, 
da die p Funktionen 0=1,2, •.?, linearunabhangig sind, auch dem Systeme der 
p Differentialgleichungen: 

+ 0 = 1, 2,.. .,P 

^ = 1 ? 

Oder dem damit aquivalenten, durch Aufldsung nach den GroBen |^, r=i,2,. -.p unter 

O^v 

Beachtung der Kelationen (3'.) entstehenden, Systeme der p Differentialgleichungen : 




dsy 


(T = p 

■2K 


(7 = 1 


- 


v=l, 2 ,- -,^ 3 , 


wie umgekehrt. 

Damit ist bewiesen, daB die Forderung, die in (1.) vorkommende GrOBe Cp) 

in der zu Anfang angegehenen Weise zu bestimmen, sich mit der Forderung deckt, das 
System der^? Differentialgleichungen (7.), bei dem K^, K^, die durch die Gleichung (5.) 

vollstandig bestimmten Funktionen von g^, • • Sj, bezeichnen, zu integrieren. 

Es soli jetzt gezeigt werden, dafi eine Funktion A = A{b^, • • •, b^ existiert, welche 
dem Systeme der p Differentialgleichungen (7.) genQgt, Zu dem Ende hat man die 
rechte Seite der unter (7.) stehenden Gleichung in eine andere Form zu hringen. 
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Man lasse in der Gleichung (6.) z gegen e,, konvergieren und gehe zur Grenze 
liber. Es ergibt sicb so, unter Berucksicbtignng von fur den auf der recbten Seite 
von (7.) stehenden Ausdruck die Gleicbung; 


ff=i 


(i~p 


+ limlp 
1 



wobei der am Summenzeicben stebende Akzent andeuten soil, da6 bei der Summation 
fur den Index q der Wert v auszuscblieBen ist. Beacbtet man dann, daB fur das Gebiet 

des Punktes e,, die Entwicklung ^ d — > ^^so anch die Entwicklung: 


bestebt, und daB 


^ - 5^ In sj, limj P •; 


+ )!'>>?# + 

ffssi a~l ^ 




ist, so erkennt man zunacbst, daB man der Gleicbung (7.) aucb die Form: 


( 8 .) 


3^ — V' P 
1 


+ (l'' 


+ p 


)+^ln.^(ei,---,£^) 


geben kann. Der bier auf der recbten Seite stebende Limes deckt sicb aber mit dem 
Werte, welcben die in Art. 8 des vierten Abscbnittes (s. Seite 119, 123, 132) definierte, 
zu der ebendort durcb die Gleicbung: 

(9.) F{^) = -Sp?-!) f\ I +2V.+ 1) p\ ?1 + l)«a I ^ I d- C 

dargestellten Funktion Fid) als Derivierte geborige Funktion /{s) fur 2 = 6 , besitzt. Er- 
setzt man dementsprecbend auf der recbten Seite der Gleicbung (8.) diesen Limes durcb 

so erbalt man scblieBlicb das mit dem Systeme (7.) bquivalente System: 


( 10 .) 


dA 


i Ilf l'.i + ^ ”'^1’ 




und Brkonnt dann sofort, daB die allgoniGinstG dem Systeme der Differentialgleicliungen (7.) 
genugende Funktion A durch die Gleichung: 

(11.) 6,) 2' P 

v = l ^ = V + 1^ ^ 1'=1 

bei der c eine von unabliangige GroBe bezeiebnet, dargestellt wild. 
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14.1 


Den so fur erhaltenen Ausdruck fahre man nun, nacMem man F(e^ 

durch den ihm auf Grund der Gleichung (9.) entsprechenden Ausdruck ersetzt hat, in die 

definierende Gleickung (1.) ein. Man erhalt dann schlieBlich fur 

die Gleichung: 

r=jj y. = q 


die Funktion L 
die Funktion L 


( 12 .) 


<i=p f 
- 


- I'iV,- 1) f 1 :: I + 1 + 1) f I 

l. = l^ = l “ » r = lx = l 


^ v = l «i = r + l“ ®e <1=1 v = l 


bei der c eine von z, £j, freie Konstante bezeicbnet. 


4 . 

Man definiere jetzt mit Hilfe der soeben gewonnenen Funktion L eine neue 
Funktion G der j) 4- 1 Grofien z, s^, 


•, indem man 


(13.) 

Oder, was dasselbe. 


G 


= e 


a 


G 


e p 

z 


{e\ 

1 

...0 


1) 

|....| 


h \ 

...0 

“r 

*3. 

i) 

1 

(0 

ooil 

... 0 



'1 + 1 

|....| 

(® 

«i 

...0 

1 

1 p 


/g + 1 

1 


du[^ 


du\^' 

ds^ 

ds^ 

dfj. 


diif 

du^p 

ds, 

ds^ 

dsj, 

dM? 

du^j^ 

dUpP 


d d 


ds„ 


0 

^2 

0 


... 0 


X 

1 

0! 

1 

«2 

^3 

...0| 


x0\ 




a~p v=p 

0=1 v=l 


0 


setzt, wobei 0 die in Art. 2 des funften Abschnittes definierte, der Eelation 0 

gendgende, Funktion ist, und lasse alsdann die den Punkten Si, ••-, zu Anfang des 
vorhergehenden Artikels auferlegte Bedingung fallen, betrachte also jeden di,eser Punkte, 
ebenso wie z, als einen in T frei beweglicben Punkt. 

Als Funktion des Punktes z bat nun G die folgenden Eigenschaften. G ist eine 
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in T allenthalben einwertige und stetige Funktion der komplexen Veranderlichen. z, 
die in dem Palle • • •, =_p die Punkte •••, als 0^-Punkte besitzt, in 

dem Falle 3iji|(£i, •••, dagegen in der ganzen Flacbe T' den Wert Kull bat, und 

deren Werte in je zwei entsprechenden Punkten z^, z~ der Begrenzung von T' in der 
Weise verkntipft sind, daB 


(s.) 


ist. 


langs 

= G 

Z~ 

langs 

= G 

z~ 

langs 

= G 

1 iJ 


Als Funktion des Punktes (< 7 = 1 . 2 , •••,?) dagegen hat G die folgenden Eigenscbaften. 
G ist eine in T' allentbalben einwertige und stetige Funktion der komplexen YeiAnder- 
lichen die in dem Falle, wo •••, gj = — 1 ist und auck nacb 

Ul 

Aufhebung der Schnitte a,h,c, mit keinem dieser Punkte e,, •••, 6„_i, go+i, •••, g^ zu- 
sammenfallt, den Punkt z und die ^ — 1 Punkte des zu g^, g<,_i, So+d •••) geborigen 

Eestpunktsystems einer Funktion ^ als 0^ -Punkte besitzt, in jedem anderen Palle da- 
gegen in der ganzen Flacbe T' den Wert Null bat, und deren Werte in je zwei ent- 
sprechenden Punkten gj:, 6~ der Begrenzung von T' in der Weise verkntipft sind, dafi 


langs 

a„| 

\Q H- 

1 

— 1 ^0- ^a + 1 ■ ' 
Z 

■•b<| 

= 6r 


' ‘ ^cr+ 1 ’ ' 

Z 

■^P 

(S„.) langs 

K\ 

G 

L 

Srr-kl-' 

Z 


= 


^a-1 ^0+1 

Z 

' ■ 

langs 


\ Q\h- 
[^1 

' * ^(T-1 ^a + 1' ' 

Z 


= G 


‘ ^a—1 ^a + 1 * 

Z 



J 


+ 2 
e 



_ V7 u f—k \ ~a 
f-a+1 / 




ist. Ftir die Ableitung der zweiten unter (S„.) 
die Form: 


G 


h' 


Z 



h 


Z 


stehenden Eelation, der man anch 


1 

f=l 


- ^ 

-U 

e=ff+i 


geben kann, ist die im vierten Abschnitt am Scblusse des Art. 8 anfgestellte Grleiclmng 
zu benutzen. 

Man verstehe jetzt unter p beliebig gewahlte Punkte der Flacbe T , verbinde 

diese Punkte durch p Kurven • • •, k'^, welche die Schnitte h, c beliebig oft schneiden 
dtirfen, mit den in Art. 1 angenommenen Punkten Xi, • • beziehungsweise und be- 
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zeichne mit fi, • • •, irgend p diesen Kurveii beziehungsweise acgehorige Punkte. Mit 
Hilfe der fur a — \,2, ■ • p geltenden Grleichungen (S„.) lafit sich. dann die dutch die 
G-leichuug (14.) zunachst nur fur die Flache T definierte Punktion G bei festgehalteneua s 
als Punktion der koinplesen Yeranderlichen Si, •••, von der Stelle bis zur 

Stelle (£(>•••» 4) den Kurven entlang fortsetzen. In dem speziellen Palle, wo 

die Kurven lc\, • • -jlcp vollstandig in der Plkche T' verlaufen oder nur irgendwelche der 
Schnitte c schneiden, ist der durch diese analytische Fortsetzung fur die Stelle (el, •••, 
sich ergebende Wert mit G identisch. Uberschreitet dagegen der Punkt £„ (<r=i, 2 ,...,f.) 

bei seiner Bewegung auf der Kurve von bis s„ den Schnitt a, tn^„-mal von der 
negativen auf die positive Seite und mlv'Jtnal von der positiven auf die negative Seite, 
den Schnitt u„,-mal von der negativen auf die positive Seite und nl„-mal von der 
positiven auf die negative Seite, sodaB also, nach der in Art. 1 aufgestellten Definition, 
der Kurve Ti„ in bezug auf den Schnitt a„ die charakteristische Zahl m,„.— ml,, iii bezug 
auf den Schnitt die charakteristische Zahl ill,, zukommt, so erhalt man auf 
Grund der Gleichungen (Sy.), nachdem man noch zur Abktirzung 


a=p 


a=p 


^ (nio - ml,) = 7i,, ^ (ii„, - 111,) = (?„ 

tJ=l (/ = 1 

gesetzt hat, bei analytischer Fortsetzung der Punktion G Ikngs der Kurven far 

die Stelle (el, • • •, el) den Wert: 


(16.) 




= G 


=I \ f - 1 / ,<=1 


9fi 


Das Symbol ...^1} Charakteristik des Kurvensystems A^, ■ • ■,k'^ genannt werden. 

Zu jedem Kurvensysteme A'l, • • Al gehdrt nur eine Charakteristik, wkhrend umgekehrt 
ein vorgegebenes Symbol unbegrenzt vielen Kurvensystemen als Charakte- 

ristik zukommt. Auf Grund der Gleichung (15.) erkennt man, daB die Werte 

I ^ z ^ + + I*’ a welche man erhalt, wenn man die Punk- 

tion G von der Stelle (xi, •••,z^) bis zur Stelle (el,---, el) das eine Mai Ikngs eines 
Kurvensystems mit der Charakteristik das andere Mai langs eines Kurven- 
systems mit der Charakteristik + analytisch fortsetzt, durch die Gleichung: 

f ( z \ h-'=^P 

-3^ 9fi\uu-2^ u^- ku + Z dfi'ctftfi' +huni]- Z Z ^ 

verknfipft sind. 
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Die Funktion ^ erfiillt auf Grand der Gleichungen (2.), (13.) filr je + 1 

von a, oo versckiedene, der Bedingung J(s^, ■ ■ s^) =^0 geniigende Punkte s, 
die Differentialgleicliung: 

^^=1 L=i ^ j 

Oder, was dasselbe, die Differentialgleicliung: 


(17.) 


IT 


dG 

dG 

dG 

dz 


dsp 

dii{ 

dit\^ 

du\p 

dz 


dtp 

dii], 

du^j} 

dUpp 

dz 

ds^ 

dsp 


= 0 , 


bei der z/= ist. Diese Gleickung soil jetzt in eine andere Form ge- 

braclit werden. 

Man verstelie unter /, b\, •••, s), irgend p-\-l nur der Bedingung 9ljij(«i, •••, 

unterworfene Punkte der Flacke T' und nehme, der einfacberen Darstellung wegen, an, 
da6 das Punktsystem s\, • • •, 4 nur eine Gruppe zusammenfallender Punkte enthalt und 
daB zudem diese Gruppe durch. die Punkte e\, 0 -<»^p) gebildet wird. Filr eine 

gewisse Umgebung der Punkte e, b\, •••, e), gilt dann die Entwicklung: 


G 


m — oo mi = co 
fi • • f ^ I ^ . 

I m=0 w/i = 0 


2 




bei der die Koeffizienten e nur von den Punkten z, Ci, •••, abhangen, ^ = z — s oder 

1. -X 

(^_«)’' Oder endlich ^=z ‘ ist, je nacbdem zf ein gewohnlicber Punkt der Flacbe T 
Oder ein Punkt a mit der Ordnungszahl v — 1 oder ein Punkt oo mit der Ordnungs- 
zahl t - 1 ist, und allgemein c«=i. 2 .- -,p) die auf Seite 250 filr einen beliebigen Punkt 

definierte GroBe ist. Da die Funktion G Permutation der 

Zahlen 1, 2, •••, p der Gleichung G ^ soeben 

for G aufgestellte Entvricklung an Stelle der den Punkten s[, e, entsprechen- 

den GrdBen z^, ■■■, z, die in Art. 2 durch die Gleichungen (T.) definierten GroBen 
einfilhren, und man erhalt auf diese Weise eine Gleichung von der Form: 

P-E, II. 


34 
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G 


?72 = 30 7 Ui = 30 = » 

V’ X jm ~in«+i . Jiiji 

= ^ 2^ • • ' ^ ^ *<+1 » 

m = 0 Tfti = 0 = 0 


bei der die Koeffizienten e Dur von den Punkten z, Ci, abbangen. Beachtet naan 

nun, da6 auf Grund dieser Gleichung 

i^ = i^ 

az dS ’ 

da __ da dz, 

^ = 1 , 2 , •••,#, (»=:a+l,a + 2 ,--*,i), 

ist, daB entsprechend, wenn man 

d !■ ^ “’<7 (a=l,S,..;p) 

setzt und die GroBe iCg, wie es schon in Art. 2 gescheben ist, als Punktion von 
• • •> • • •) betracbtet, fur cr = 1, 2, • • die Gleicbungen: 


L£_ /’■“'vif 





_ dj^ ^ 





dz 

dS dz ’ 





atA 

d^tj 

dul^ 






d0 ds ^ 



^=1, 2, 


^=a* + lji + 2j* ■ ’iPi 

besteben, und fubrt die so 

gewonnenen 

AusdrO-cke 

in die Gleichung (17.) 

diese Gleichung, nach Unterdruckuug des von Null verscbiedenen Paktors ^ 

Gleichung; 


cG cG 

cG oG 

da 




di afi 


■■ 




dul dtCj 

dio^ 

dul^ 



1 

A 

dS dt. 



= 0, 



du^ dw^ 

dwp dup^+^ 

i 




dS dti 

H ^^,+1 

dz^ 


bei der 2f= 

i/ 

dw^ 

dt. 

d«?+V du^p 

ist. 




^ -j tjJLut} iAnuext? rurm geDracnij ist, 
lasse man die Punkte * * *, sich den Punkten ; 2 ;\ 8[, * * *, bezieliiingsweise unbe- 
grenzt n§.hern, nnd beachte, daB dann jede der GroBeii * **? '^#+ 1 ? * * *? gegen 

Null, die GroBe Gleicbungen (@ 1 .) des Art 2 gegen 

konvergiert. Bezeiclmet man nun noch die Grenzwerte der mit 
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sich stetig andernden GroBen 
beziehungsweise, so erhalt man aus der vorstehenden Gleichnng die Gleiclinng: 




(f).. ©, (©. 



/o\«*.«l7o’ ’ ' \ /o U^j+i/o’ ' ’ 


bei der Jq die Detei’minante 


dz^ 


dz\ 


j 1 


dz, 


s + 1 / 0 


dz„ 


bezeichnet, die wegen 


9t|ij (si, • • •, 4) =P von Null verscbieden ist. — Die erbaltene Gleicbung gilt auch noch fur 
den Fall s = 1, oder was dasselbe, fiir den Fall, daB die Punkte e\, • • •, 4 samtlicb von- 
einander verscbieden sind; ist dann mit identiscb und an Stelle von (|^)^ ti'itt (1^)^- 

Die gewonnene Dleichung (18.) entbalt die Dleichung (17.) als speziellen Fall. 
Sind namlicb die Punkte 4» • • •) 4 voneinander verscbieden und befindet sich 

zudem unter den Punkten z', s[, • • •, 4 keiner der Punkte a, oo, so ist ^ = z — 0 ', 
— 4 und die Gleichung (18.) geht, wenn man noch bei den GroBen 

z', 4j • • •> 4 Akzente unterdrilckt, tlber in die Gleichung (17.). 

SchlieBlich moge noch bemerkt werden, daB die Gleichung (17.) und daher auch 
die aus ihr abgeleitete Gleichung (18.) in Kraft bleibt, wenn man darin unter G den 


durch die Gleichung (15.) definierten Ausdruck Gr {I’' . . 


versteht. 


5 . 

Die im vorhergehenden Artikel fur irgend einen Punkt z der Flache T' und p 
in der Flache T frei bewegliche Punkte definierte Funktion G der GroBen 

z, s^,- ■ Sj, soil jetzt auf Grund der Gleichung: 

fl=p /,=j, n = p 4'“ 

11 = 1 f.L = l d /i = l fx = l d 

^{X 

bei der die in Art. 2 charakterisierten, der Bedingung 9^ji|(3«i, • • •, Jf^) =i5 

gentigenden Punkte der Flache T sind, als Funktion der^ + 1 Yeranderlichen z, 
betrachtet werden, und es mbge dementsprechend 
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(19.) 0 - E(Z, W,, ■ ■ ■, W^) 

gesetzt werden. 

Mit Hilfe der in Art. 2 gewomienen Eesultate laBt sich. zunaclist das Verhalten 

von E als Funktion der Veranderlichen u\, ■ ■ ■, iv^ in dem durch die Gleichung (G.) 

unter Hinzunahme der Bedingung Dtiidei, • • •, =2> definierten, schon friilier mit W—W 

Im' 

bezeiclmeten Bereiche feststellen. Bei dieser Untersuchung wird man zweckmaBig von 
dem durcli die Gleichung: 


(ff.) 


ft' M-P M=P n' 

n=i /i=i u=iJi 


IV, 




nnter Hinzunahme der Bedingung Simfei, • • •, definierten, einen Teil des Be- 

Ur 

reiches TF — W hildenden Bereiche {7F— TF} ausgehen. Man erkennt unmittelbar, daB 
far einen beliebigen Punkt (ic) dieses Bereiches {TF — TF} der Wert der Funktion E 
durch die Gleichung: 


( 20 .) 


E{z, u\, • • •, = G 


geliefert wird, wenn (ci, • • •, die dem Punkte (w) entsprechende Ldsung der Glei- 
chung (G'.) bezeichnet. Beachtet man dann, daB der auf der rechten Seite dieser Glei- 
chung stehende Ausdruck in bezug auf die GroBen ej,---, eine Funktion 5'(si, • • •, e^) 
von der in Art. 2 charakterisierten Art ist, so erkennt man weiter, daB E{z, w^,-- ■, wj) 
in dem Bereiche {IF— IF} eine allenthalben einwertige und stetige Funktion der kom- 
plexen Veranderlichen u\, • • ist und daB die Derivierte (?= 1 , 2 ,- fur den Punkt {iv) 

des Bereiches { TF— TF } dargestellt wird durch die der SchluBformel des Art. 2 ent- 
sprechende Formel: 


^ I /» = «' 


(■ 


^^1 J 0 

dh /o 
dG 




dt^ 


dz[ 

dz\ 

dG 

dt. 




s-hl/O 


f 

dG 


d^, 


S+ 1 / 0 


\ Jo \ Jo \^tJo 


du\^ \ 

Jo 


V d^p 

(-^] 

V 8^p Jo 

/o 


(JjjL) ... ... ( 

\ dsi Jg ( di*, W«,+i/o \ 


dz ... 


dul” 
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bei der zur Abkiirzung 0 an Stelle von G 


• ip 


steht und im dbrigen, der einfacheren 


Darstellung wegen, wiecler angenommen ist, dafi die dem Punkte entsprecbende 
Lbsnng (ci,---, e^,) der Gleichung (G-',) nur eine Gruppe zusammenfallender Punkte ent- 
balt und daB zudem diese Gruppe durch die Punkte e[, •••,«' gebildet wird. 


Man gebe jetzt zu dem durch die Gleichung (Gaunter Hinzunahme der Be- 
dingung • • •, definierten, den Bereich [W—W] als Teil enthaltenden Be- 

reich W—W tlber, nehme also an, daB die in der Gleichung (G-.) vorkommenden Inte- 
grations^ge die Begrenzung der Flac^ T' uberschreiten dftrfen. Geht man dan n 
in W—W von dem dem Bereich [W—W] angehCrigen dui’ch die Gleichung: 


I • • • iS’V = • • • K 

= 1 // = 1 

definierten Punkt auf irgend eineni Wege SB zu einem anderen Punkt [w) des 
Bereichs W—W, bezeichnet das diesem Punkt («?) auf Grund der Gleichung (G.) ent- 
sprechende, von dem Wege SB vollig unabhangige Punktsystem mit e^, ■ • s^,, versteht 

unter gi, ■ • g^, die durch die Gleichungen: 


fi-P p=P V-p f.iz::p V~p 

(a.) + ^ + ^ dtc^,- ^ g,a^,,-lipni = w^ 

p = t r = l /i=l = r = l 

y-ii 




eindeutig bestimmten ganzen Zahlen und setzt die Funktion JE auf irgend einem inner- 
halb W — W von (vP'^) bis [w) verlaufenden Wege SB im AnschluB an die entsprecbende, 
in Art. 4 ausfuhrlich behandelte, Fortsetzung der Funktion G analytisch fort, so erhalt 
man den Wert der Funktion JE fur den Punkt (?r) dargestellt durch die Gleichung: 


( 22 .) 


E{s, w^, ■ ■ •, = G [ 


gp\ h 

lip J 



Beachtet man dann, daB der auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende, durch 
die Gleichung (15.) des Art. 4 bestimmte Ausdruck in bezug auf die GroBen • • •, eine 
Funktion 8(ej_, ■ • von der in Art. 2 charakterisierten Art ist, so erkennt man, daB 
E(z, w^, • • •, wj in dem Bereiche W—W eine einwertige und bei endlichen Wj, • • •, 
auch stetige Funktion der komplexen Veranderlichen • • •, lOp ist und daB die Deri- 

vierte ^ ( 9 = 1 , 2 , far irgend einen dem Bereiche W—W angehorigen Punkt (w'), dem 

auf Grund der letzten Gleichung (G.) das Punktsystem s[, • • *, und die ganzen Zahlen 
gi>'">g'p^ entsprechen mogen, durch die Gleichung (21.) dargestellt wird, 


wenn man 


darin unter G den Ausdruck 



■9p 

■ h'p 


versteht und im 


ubrigen. 


270 


Siebenter Absclinitt. 


der einfacheren Darstellimg wegen, auch. hier wieder anniniint, dafi die clem Punkte ) 
entsprechende Lusung (X, • • •, b,} der Gleicliung (G.) cur eine Gruppe znsammenfallender 
Punkte enthalt und daB zudem diese Gruppe durch die Puukte e\, • • i gebildet 

wird. DaB die Derivierte sich mit der nacb. z genommeiaen Derivierte des die rechte 

c z 

Seite der Gleichung (22.) bildenden Ausdrucks deckt, leucbtet unmittelbar eiu. 

Die Gleichung (22.j bestimmt zusammen mit der ihr unmittelbar vorangehendm 
Gleichung (G.) den Wert der Punktion E{z, fdr jedeu dem Bereich W -W 

angehorigen Punkt ?£\, • - (fj,. LaBt man, unter irgendwelche 

ganze Zahlen verstehend, an Stelle des Puuktes den ebenfalls dem Bereich 

W~W angehOiigen Punkt - li'.ni, • • •, Wj,-2g\%r - treten, so aiidert 

V = 1 ^ 1 

sich, wie die letzte Gleichung (G.) zeigt, das auf der rechten Seite der Gleichung (22.) 
stehende Punktsystem • • •, gp nicht, dagegen geht fiir ?/=l,2, g^mg^ + g^, 

Ji, in + K liber, und man erkennt dann, daB infolge der Gleichung (16.) zwischen der 
linken Seite der so entstandenen neuen Gleichung und der linken Seite der Gleichung (22.) 
die Beziehung; 


1 23.) -E" U (/,. , — li^ni, 

\ r=l 


•= grap,~h'^ni)=^ jE(z, iv^, • • •, iv^) 

fl^P {L=p fl'=p 

Il-l ' ' ' f* p=,j rt~ l~ r- 


xe 


besteht. 

Die Funktion E(z, u\, ■ ■ •, w^) genugt ftir jeden Punkt z, w\, • • •, w'^ des aus der 
Flache T und dem Bereich JV~W bestehenden Gebietes [T', W — W] der Differential- 
gleichung: 

I rc ] +4 1 as; I. .Ml- “ 

bei der ^ = 2 — oder (z—a)'’ oder endlich 'Q=z ‘ ist, je nachdem z' ein gewdhn- 
licher Punkt der Flache T' oder ein Punkt a mit der Ordnungszahl v—1 oder ein 
Punkt CX3 mit der Ordnungszahl t— 1 ist. Man erhalt diese Gleichung, wenn man in 
der Gleichung (18.) die auf der linken Seite stehende Determinante nach den Elementen 
der ersten Yertikalreihe entwickelt und die fur ^ = 1,2, ■■■, p geltende Gleichung (21.) 
beachtet. Diese Gleichungen beziehen sich zwar nur auf den speziellen Fall, wo die dem 
Punkte (w') entsprechende LOsung (e), • • •, e),) der Gleichung (G.) nur eine Gruppe zu- 
sammenfallender Punkte enthalt und zudem diese Gruppe durch die Punkte (i<‘%p) 

gebildet wird. Man erkennt aber ohne Mhhe, daB die bei irgend einer anderen Be- 
schaffenheit der in Kede stehenden Lbsung (e(, • • •, e),) an Stelle der Gleichungen (18.) und 
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(21.) tretenden Gleichungen, in angegebener Weise verbundeu, stets wieder die Glei- 
cbung (24) liefern. 

Die Eesultate der in diesem Artikel durchgeffthrten Untersucbungen lassen sich 
jetzt in den folgenden Satz zusammenfassen: 

„Die durcJi die GleicJmng (22.) in VerMndung mit der Qleicliung (G.) fur jeden 
Punkt s, %o^ des Gehietes \T', W—W] ihrem Werte nach vollstdndig iestimmte Funk- 

tion F[s, wf) ist in diesem Gebiete eine einwertige ^md bei endliclien •••, w^, aucJi 

stetige Funktion der + 1 Jcomplexen VerdnderlicJien s, v)-^, • • die in derselben Aus- 
dehnung der Differentialgleichimg (24) genUgt und beim Ubergang des Systems w]^, • • •, in 
ein m Him kongruentes System sick der Gleickung (23.) entsprechend under t.“ 


6 . 


Durch die Untersucbungen des vorhergebenden Artikels ist das Verbalten der 

Funktion E{b, to^, • • ivf) in dena aus dem 2jJ-dimensionalen Eaunie W durch Aus- 

scbeidung der (2j) — 4)-diniensionalen Mannigfaltigkeit W entstehenden Bereicb W —W 

festgestellt. Die Mannigfaltigkeit W selbst ist durcb die Gleicbung (G.) unter Hinzu- 

nabme der Bedingung 0t|ij(ei, • • •, fij,) definiert. Piir jeden Punkt (w) dieser Mannig- 
|i| 

faltigkeit W besitzt die Funktion F{z, u\, • • •, wf) auf Grand der in Art. 4 aufgefubi-ten 
Eigenschaften der Funktion G den Wert Null, und es gelten infolgedessen die fur den 
Bereicb W—W abgeleiteten Gleicbungen (22.) und (23.) aucb nocb fur die Mannigfaltig- 
keit W, also fur jeden Punkt des Eaumes W. Es soil jetzt bewiesen werden, daB die 
im Bereicb W—W allenthalben stetige Funktion F(s, w^, ■, wf) aucb nocb, fur jeden 

der Mannigfaltigkeit W angehbrigen Punkt (to) = (iv) des Eaumes W stetig ist, oder, was 
dasselbe, daB der Ausdruck AJ(^, iv^ + \), bei dem 7^]., • • •, k^ irgend welcbe 

ibren Moduln nach eine positive GrbBe S nicbt iiberscbreitende komplexe GroBen be- 
zeicbnen, mit FL gegen Null konvergiert. 

Mn.u denke sicb in der Mannigfaltigkeit W irgend einen Punkt (w) fixiert. Das 
ibm entsprechende Wertsystem sei Wj., • • •, Zu diesem Wertsysteme geboren, auf 
Grand der Definition der Mannigfaltigkeit W, unbegrenzt viele Losungen (ci, • • •, ef) der 
Gleicbung (G.). Irgend eine dieser Losungen bezeichne man mit (e^, • • •, ip); es bestebt 
dann die Gleicbung: 


(26.) 


//i=p ll=p \ 

(w)=‘{ ^ I du) 

V=i I 


und es ist zugleich 91|i|(fii, • • •, ^f)<p oder, was dasselbe, es existieren unbegrenzt viele 
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Funktionen l>ei denen das Punktsystem in dem Systeme der charakte- 

ristischeii Punkte enthalten ist. Man greife eine dieser Puuktionen heraus und be- 
zeiclme das ihr zukommende System der charakteristiscben Punkte mit e^, 'tjps- 
Es soil nun zunachst ein ausgezeiclineter, den Punkt (to) im Imiern entbal tender 
Teil des 2^>diniensionalen Raumes TT^ abgegreiizt -werden. Man wahle im Innern der 
Flacbe T i) + 1 Punktsysteme • • •, idp‘, von der Art, dafi unter den J3(i9 + 1) 

Punkten dieser Systeme vreder zusammenfallende nocli Punkte a, oo noch auch Punkte 
des vorber bestimmten Systems ij, •••, 7h>--->Vp-2 vorkommen und da6 zudem fftr 

ist* Infolge dieser Wahl lassen sich im Innern 

111 ' 

der Fiache T um die + Punkte «'«, als Mittelpunkte p(p + 1), den- 

selben Radius r besitzende, vollstandig getrennt liegende und keinen der Punlcte 

rju- ■ enthaltende Kreisflachen abgrenzen. Setzt man alsdann, unter 


h,- 

■ ■,hp veranderliche komplexe Grofien verstehend. 




ap 




(26.) 

h /* 

clu,\.- 

U = 1 d , 

Im: 

11 

-w 

(v=l, 


dg) 

und beachtet, daB nach dem auf Seite 250 Bewiesenen fiir hinreichend kleine Werte 
der Moduln von //i, • • *, hp die Entwicklnngen: 




«r' = ■ • • K " . 

ni — O «p = 0 


(27.) 


(v — lj2, • • 


- dW =’‘5’- ■ • • • If/ 

nL=0 nj, = 0 


bestehen, bei denen die Koeffizienten nur von den festen Punkten abhangen, 
und speziell die p Koeffizienten c'oW#, • • •, samtlich den Wert Null besitzen, so 
erkennt man, daB sich eine positive Zahl E' von der Art augeben laBt, dafi nicht nur 
in dem ganzen durch die Bedingungen mod \ ^ AT', • • •, mod \ ^ E' definierten Gebiete 
die vorstehenden Entwicklnngen gelten, sondern auch die dadurch als Funktionen der 
komplexen Yeranderlichen • • *, dargestellten GroBen - fiW die Bedingungen 
mod ^ r, • • *, mod [a^ - d^] ^ r erfullen, oder, was dasselbe, die den GrSBen 

entsprechenden Punkte in den Kreisflachen beziehungsweise liegen. 

Yersteht man jetzt unter E eine der Bedingung E<E' gentigende positive 
vei^&nderliche GroBe und bezeichnet mit dasjenige Gebiet des 2j3- dimension alen 
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Eaumes JV, welches nur die deu Bedingungen mod JET, ■ ■ ■, modlij,^ S' geniigendeu 
Punkte (tv + k) enthalt, so ist damit ein den Punlct (iv) im Innern enthal tender Teil 
des 2^-dimensionalen Eaumes W bestimmt, dessen samtliche Punkte durch die folgen- 
den charakteristischen Eigenschaften ausgezeichnet sind. Das irgend einem Punkte 
(w + h) entsprechende GroBensystem. (h) lafit sich immer und nur auf eine Weise in 
die durch die Gleichung: 


(28.) 


4 ”' 


.(v) 

du 


(»■=!,», •••,^, + 1 ) 


bestimmte Form bringen, wobei der Punkt in der Kreisflache liegt, auch der 
von nach fuhrende Integrations weg, wie durch den Strich am Integralzeichen 
angedeutet sein soli, ganz in verlauft, und zudem die, immer der Bedingung 
9fijij(4’V • ^4”^) =i) gentlgeuden, Punkte sich den Punkten 44 • • •, 4'^ be- 

ziehungsweise unbegrenzt nahern, wenn die positive Zahl H und damit auch die Grofien 
• • •> 4 g6gen hlull konvergieren. 

Das irgend einem Punkte (w + h) des Gebietes entsprechende Wertsystem 
Wi + /ii I • • • I -p laBt sich nach Art. 1 immer in der durch die Gleichung: 

(29.) (*-^ + /,)=rj'V+'J^ fdti) 

Va = l n = l tJ J 

bestimmten Form darstellen und zwar nur auf eine Weise oder auf unbegrenzt viele 
Weisen, je nachdem bei einer solchen Darstellung 9t)i|(«i, £^)=i5 oder 91|i|(si, •••, «p)<jj 

111 _ |i| 

ist. Durch die Gleichung (29.) wird also der Totalitat der Punkte (w + A) des Gebietes 
eine mit zu bezeichnende Totalitat von Punktsystemen zugeordnet. 

Nimmt die veranderliche positive GroBe H" ab, so treten zugleich Punktsysteme Bi, •••, Sp 
aus der Totalitat Ej aus. 

Zu jedem in T' liegenden System von p Punkten existiert unter den + 1 zu 
Anfang konstruierten Kreisflachensystemen Kl'’\ ■ • ■ , *'=i, 2 ,- -,p+i, wenigstens eines, 

welches keinen dieser Punkte enthalt. Es lassen sich daher die samtlichen in E^ ent- 
haltenen Punktsysteme s^, • ■ Sp derart in p + 1 Gruppen E^\ i'=i, 2 ,---,p+i, ordnen, daB 
die Gruppe E^'^ ausschlieBlich Punktsysteme ej, • • •, enthalt, welche auBerhalb des 
Kreisflachensystems liegen, und es ist damit die Dntersuchung der in E^ 

enthaltenen Punktsysteme •••, ep auf die Untersuchung der in der Gruppe E^> ent- 
haltenen Punktsysteme Sy, • • •, Sp zurdckgefClhrt. 

P-E, II. 


36 
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Man eliminiere nun, unter v eine Zalil aus der Reihe 1, 2, + l veistehend, 

aus den Gleichnngen (-25.), (‘28.;, (29.) die Grofien w, h nnd bringe die so entstehende 
Gleichung in die Form: 

(v) - 

Cf +.1/''") ■ (17''“ +17*‘)- 

Xu. ' 

Da diese Gleichung die Kongrueuz: 


(31.J 


M-P (vi 

n s= 1 « = 1 


= ( 


.‘•'A 

« = 1 / 


nach sich zielit, so existiert nach FrQherem zur Flache T eine FunBion A{z), welche 
fttr den Fall, da6 die beiden Punktsysteme ii, • • •, i^, «i’'\ • • •, df und s^, • • Sp, Si\ • ■ 
keinen Punkt gemeinsam haben, das erste Punktsystem als System der oo’^-Punkte, das 
zweite als System der 0^-Punkte besitzt, welche dagegen fur den Fall, daB die beiden 
Punktsysteme einen Teil gemeinsam haben, das von dem ersten Punktsysteme nach 
Entfernung des gemeinsamen TeUs hbrigbleibende Punktsystem als System der oo^-Punkte, 
das von dem zweiten Punktsysteme nach Entfernung des gemeinsamen Teds hbrig- 
bleibende Punktsystem als System der 0^-Punkte besitzt. Diese, bis auf einen konstanten 
Faktor bestimmte, Funktion A( 0 ) kann man nach dem in Art. 9 des funften Abschnitts 
erhaltenen Eesnltate unter Verwendung der zu Anfang dieses Artikels gewahlten, das 
Punktsystem e^, • • •, Sp, %, ■ ■ •, rjp^s als System der charakteristischen Punkte besitzenden 

Funktion ^ durch eine Gleichung von der Form: 


(32.) 


A(S): 


p=i_ 


dp 

0 

z 

6 

Iz 


4. ^ 


du 

dz 


fi = P 

darstellen, bei der S,, •••, Sp, Cj, von s unabhangige, der Bedingung ^S,, = 0 

/<=i 

unterworfene Grofien bezeichnen. Die 2p Konstanten Si, • • •, Sp, Ci, • • •, Cp sind in dem 
Falle, wo das Punktsystem %, •• •, rjp^i, Si, • • •, Cp keine zusammenfallenden Punkte ent- 
halt, durch die 3^ — 1 Gleichnngen: 


(33.) 2’\ = 0, 

M = l 





A = l,2,.* -ji)— 2, 
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(34.) 


( 88 .) 



daM 







verkuiipft, wobei jedoch zu beachteii ist, dafi filr o- = 1, 2, • • •,_p an Stelle der a*“ Gleichung 
des Systems (34.) die Gleichung S„=0 tritt, wemi der Punkt mit dem Pimkt 
zusammenfallt. Befinden sicb dagegen in clem Punktsystem ■■■, Si, •••, Gruppen. 
zusammenfallender Punkte, kommt also etwa ein Pankt ^ s-mal vor, so treten in den 
Gleichungensystemen (33,), (35.) an Stelle der s dieser Gruppe entsprechenden Gleichungen 
die s Gleichungen: 



- 1 o . 

- i, 




und es sollen zugleich, wenn der Punkt | s'-mal (oss-?,) im Punktsystem s^, vor- 

kommt, die s' den Werten cr = 1, 2, • • s' entsprechenden Gleichungen dem Systeme (35.), 
die tibrigen s — s' dem Systeme (33.) zugeteilt werden. Welche Form aber auch im 
einzelnen Falle die 2^ — 1 Gleichungen (33.) und (35.) haben mdgen, sie sind wegen 
\ =JP immer linear unabhhngig und bestimmen daher, dem vorher Be- 

|i| 

merkten entsprechend, die 2p Konstanten S, c bis auf einen konstanten Faktor. Um 
diese Konstanten vollstandig zu bestimmen, sollen sie, nachdem man sie mit Hilfe 
ihrer Moduln 2, c in die Form 2^, = gesetzt hat, schliefilich noch den 

Bedingungen: 

(36.) = 0 (mod22r) 

/i = l /t = l M = 1 s = i 


unterworfen werden. 

Die Moduln 2 der GroBen 2 konnen durch Verkleinerung der positiven GroBe H 
so klein gemacht werden, wie man will. Um dieses einzusehen, beachte man zunachst, 
dafi fiir die in der Gleichung des Systems (34.) vorkommenden Deriviei-ten von P 
die Entwicklungen : 




a'”) — 




+ e: 


M 

'Ql 


(<■ 


-0 + 41 


(aW-0' + 


M 










4:^0 + 414<-0 + 4t4<-0'+ 


36 


276 


Siebenter Abscbnitt. 


gelten, \vo])ei die Koeffizienten die Koeffizienten eW„ nur 

von den GiroBen abhangen, und daB dalier, wenu gegen konvergiert, der 

die linke Seite der genannten Gleickung bildende Ausdruck: 


}i=p 


dP 


0 

ap 


da^P 


ft=p 

+ 2 

fi=i 


duT 


bei dem wegen ^^2^ + 2iJ keiner der Koeffizienten c seinem Model nach die 

Zabl 2p tiberschreiten kann, unendlich werden wurde wie - den 

Wert Null bebalten konnte, wenn nicht die GroBe S„ zugleicb mit gegen Null 

konvergieren wdrde. Beaclitet man nun nock, daB man durch Yerkleinerung der posi- 
tiven GroBe H die GroBen hi,---, \ und damit auck, den Gleickungen (27.) zufolge, die 
p GroBen mod («•;■’ — a'k)), e=i, 2 ,- •,?, so klein macken kann, wie man will, so erkennt 
man scklieBlick, daB man nack Yorgabe einer beliebig _klemen positiven Zakl d die 
GroBe E stets so klein nekmen kann, daB die Module • • •, 2, filr alle in Betrackt 
kommenden Wertsysteme • • •, lip unter S liegen. 

Nack diesen Yorbereitungen soil jetzt das Yerkalten des auf der reckten Seite 
der Gleickung (14.) stekenden Ausdrucks: 


dul^ duf du\^ 

ds^ ds^ ds^ 

dup- dul- dul^^ 

dB^ de^ dsp 


(87.) 


^(^11 



du]l dup- dup^ 

ds^ ds^ ds^ 


0 


6 

«3 

... Q 

h ^ 


X0 

S 3 

... Q 




X 



• 


X 0 



far die der Gruppe angekorigen Punktsysteme e^, • • untersuckt werden. Es 
empfieklt sick, diese Untersuckung zunackst fOr diejenigen der Gruppe angekorigen 
Pnnktsysteme e^, Sp durckzufOkren, welcke weder Punkte a, oo nock zusammen- 
fallende Punkte entkalten. Zn dem Ends beachte man, daB man far jedes dieser unbe- 
grenzt vielen Pnnktsysteme €i,---,Sp dem Gleickungensystem (35.) die Gestalt: 
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(35'.) 


/<=iJ 

^2, 


dP 

dp 

0 







geben kann, dafi hieraus die fiir x = l, 2, geltende Gleichung: 




(38.) 


ds^ 


IZ 


du{P 

ds,. 





du 

El 

1 

du 

H 

^-1 

d 1 

dit[^ 

dxi{P 


~ 



d 


dsi 

ds,. 








:9 

II 

ui 

dP 

0 



% 

^2 1 

dp 

0 


dUjj- 

diipP 

/£ = 1 

d 


d 

^2 

d 

^p 

ds^ 



d'Uj. 

Ej 

X + 1 

dUy:+ X 

du%. 


ds^ 

ds^ 

dsp 

dup- 

dtOjr 

dul<‘ 

dsx 

d f g 

de 

p 


folgt mid da6 durch passende Verbindung der Grleichimgen (37.), (38.) die G-leichung: 


diil^ 

~d^ '■* 17^ 


dP 

dM 

dP 

AM 

0 

s, 

0 



ds^ ds^ 


(39.) 


(. 


...Q 


y'1-1 

(0 




y"r-l 


CO. 

...0 

00, 

\'i + l 

(0 

00 

...0 

00 


(®! 


1 


2 

1 

2 

) 


dup^ 

d f j 


dUpP 

ds„ 


(9 


0 
x0 

X 



... Q 

^3 

^2 

... 0 



x0 


‘p-i 


entsteht. Die anf der rechten Seite dieser Gleiclimig als Faktor von S„ stehende, mit 
zu bezeichnende, Funktion der komplexen Veranderlicben s^, ■■■,£p wird bei 
vbllig frei in T' bewegiichen Punkten s^, Sp nnr dann nnendlicb, wenn .irgend welche 
der Punkte Si, • • •, sich dem festen Punkte ci^ unbegrenzt nakern, nnd sie hat daher far 
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jodes der Mer in Betracht koinmenclen Punktsysterae £i, • • •, Sj,, die, als der Gruppe 
angehOrig, samtlicli auSerhalb der init dem festeu Radius um den Punkt abp- 
greiizteii Kreisflache liegeu, einen endlicken Wert. Deinentsprechend laBt sich eine 
positive Zahl von der Art angeben, daB filr jedes dieser Punktsysteme e,., • • •, 
die Bezielmng mod • • •, besteht, and die Gleicbung (39.) liefert 

dann fur mod £p) die filr x — gelteude Beziehung. 

(40.) C;, mod ^ (ei , • • • , fip) < j • 

Durcb Addition der p aus dieser filr z = 1, 2, • • •, p bervorgebenden Ungleicbungen erbalt 
man endlicb uuter Benutzung der Gleicbung 5c^ = 2p die Beziebung; 

(41.) (2p - 5 mod (2 (fii , • • • , e^) < 2-, j (^2^ . 

Beacbtet man nun, dafi nacb vorber Bewiesenem durcb Verkleinerung von S’ die 
GroBen 2 so klein gemacbt werden konnen, wie man will, so erkennt man aus der 
zuletzt gewonnenen Beziebung, daB der Wert von Q{bi, • • •, Sp) zugleicb mit B. fdr alle 
der Gruppe 6 ^' angebbrigen Punktsysteme gj, • • •, der charakterisierten Art gleicb- 
mafiig gegen ISlull konvergiert. 

Die nocb tibrigen der Gruppe E^^ angebbrigen Punktsysteme • • •, unter- 
scbeiden sich von den eben betracbteten dadurcb, daB sie Punkte a, oo oder zusammen- 
fallende Punkte enthalten. Zu einer und derselben Art mbgen diejenigen dieser Punkt- 
systeme gerechnet werden, w’elcbe das den Punkt (p=i, 2 ,- -.r) m^-mal und den Punkt 

oo^ «;,-mal entbaltende Punktsystem «!, •••,«!, — , a^, ■ ■ •, «r, ooi, • • •, ooi, , 

0 O 9 , • • •, 00 , als Bestandteil besitzen und bei denen der nocb ilbrige, keinen der Punkte a, 00 
mebr entbaltende, Teil aus t Gruppen zusammenfallender Punkte mit den Haufigkeits- 

zahlen •••, s, beziebungsweise besteht. Dabei ist dann »%-l + m,. -fWi-j ■}- 

+ Si4 +s,==p. Die Zablen m,n konnen aucb samtlicb den Wert 0, die Zahlen s 

samtlich den Wert 1 baben; ausgeschlossen ist nur das, die schon vorber betracbtete 
Art von Punktsystemen e^, • • cbarakterisierende, Wertsystem = 0, 0, % = 0, 

• • •, w, = 0, Si = l, • • •, s, = 1 , DaB die Anzabl der so unterscbiedenen Arten eine end- 
licbe ist, leucbtet unmittelbar ein. 

Die vorber durchgefuhrte Untersuchung laBt sich nun mit geringen Anderungen 
auf jede der eben unterscbiedenen Arten von zur Gruppe E^^ gebbrigen Punktsystemen 
Obertragen. Wird aucb der Ausdruck Qie^, • • •, £,) fur die Punktsysteme einer solchen 
Art zunkcbst unbestimmt, so befert er docb, indem man jedes derartige Punktsystem 
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als Gienze Gines Systems der vorher betrachteten Art aaffaBt und uiiter ZubilfeDabme 
von Reihenentwicklungen zur Grenze tibergebt, einen bestimmten fiir die betrefPende 


Art charakteristischen Ausdruck, bei dem an Stelle der ui’sprunglicben Determinante 
^ i Determinante steht, deren Zeile die • • • + + % + * * • + 


+ Sj, -| St == 2^ Elemente • • • 

I'^s/o’ ’ ’ V ■ ■ ■ nr ■ ■ ■ ■ 



d‘‘ up 

nr 


in der angegebenen Eeibenfolge enthalt. 


Fftr diese Determinante ergibt sich aber ans dem im vorliegenden Falle an Stelle des 
Gleichungssystems (35.) tretenden System die der Gleichung (38.) entsprecbende Gleicbung, 
und es entsteht dann durch Yerbindung dieser letzteren Gleichung mit dem fiir <2(ei, •••, Sj,) 
ermittelten Ausdruck die im vorliegenden Falle an Stelle von (39.) tretende Gleichung. 
Yon ihr aus gelangt man durch die frtiher angewandte SchluBweise schlieBlich wieder 
zu den Beziehnngen (40.), (41.) und damit zu dem Eesultat, dafi der Wert von <3(fii> •••? Sj,) 
zugleich mit H fiir alle der Gruppe angehorigen Punktsysteme e^, • • Sp der bier 
betrachteten allgemeinen Art und daher auch, da die Anzahl der unterschiedenen Arten 
eine endliche ist, fur alle der Gruppe ilberhaupt angehorigen Punktsysteme E^,---,8p 
gleichmaBig gegen Null konvergiert. 

Da die vorstehende Untersuchung fur jede der p + 1 Gruppen E^j\ .•=i, 2 , - ,p+i, 
gilt, so ist damit auch bewiesen, daB der Wert von (?(%,•• •, zugleich mit H far 
alle der Totalitilt E^ angehorigen Punktsysteme •••, gleichmaBig gegen Null kon- 
vergiert. Beachtet man dann noch, daB die Punkte • • ■,Ep mit den GroBen • • •, 

Wp-\- lip durch die Gleichung (29.) oder, was dasselbe, durch eine Gleichung von der Form: 




fl=p 

^It 

n ^'=p ^ , 

//=p 

v = p ^ 



+2 1 



2 9. % - 


(4 = 1 

' v„ 

1 r=l 

fi = i 

/t = 1 «>'/ v—1 


<8 


bei der die g , Ji ganze Zahlen bezeichnen, verknApE sind, und dafi dementsprechend 
auf Grund der Gleichungen (22.), (16.), (14.), (37.) die Beziehung: 


(42.) 


E( 2 , %+ /it, ■ ■ ■, Miy+ftf) = & 


a~p v—p 

0\i\Q{eu---,Sp)e 


X e 


-2 2:4 4-2: 

, ^=1 \ 0=1 / 


- 2: 2/ /t' 9 ft 

/i=l {X'—l 


besteht, so erkennt man schlieBlich, dafi auch der Ausdruck E{8,Wt^ + \,---,Wp-]-Ti^, 
bei dem •■•,'hp irgend welche ihren Moduln nach die positive GroBe R nicht aber- 
schreitende komplexe GrOBen bezeichnen, mit R gegen Null konvergiert, oder, was das- 
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selbe, claB die im Bereich JV— W durcliweg stetige Fimktion • • •, atich. noch 

filr jeden der Mannigfaltigkeit W angeliorigen Punkt (iv) = (?«) des Eaumes W stetig ist. 

Im AnscliluB an die vorsteliende Untersuchung moge Mer noch bemerkt werden, 
dafi die fiir irgend eineu von den Punkten a, oo verschiedenen Punkt z der Plache T 

gebildete Derivierte - als Fuuktion von Wj,, betrachtet ebenfalls ftir 

jeden der Mannigfaltigkeit W angeborigen Punkt {io) = {u) des Eaumes W stetig ist. Man 
erkennt dieses ohne Mabe, wenn man beacbtet, dafi der aus der Gleicbung (42.) fur die 

Derivierte ^ ^ Vi sicb ergebende Ausdruck die GrSBe • • •, Sp) als 

Paktor entbalt, also ebensowie mit H gegen Null konvergiert, 

und dafi die Derivierte — wegen der fiir jeden Punkt s der Placbe T gel- 

tenden Gleicbung - • ■, Wp] = Q den Wert Null bat. 


7 . 

Man verstehe unter v-^, • • •, j) unabbangige komplexe Veranderlicbe und ordiie 
zur Erzielung einer ktlrzeren Ausdrucksweise dem Wertsysteme v^ = vf'> -\- vf>i, • ■ 

^p = + ^‘p denjenigen Punkt (r) eines 2|>dimensionalen Eaumes Y, der die 2y) reellen 

GroBen if*, if*; • • •; i/f*, u® zu Koordinaten hat, als Korrespondenten zu. Der Gesamt- 
beit der Wertsysteme I'l, • • •, Dp entspricbt dann die Gesamtbeit der Punkte (v) des 
Eaumes V. Das System (d) = | • • • |Dp kann man nach Wahl eines Punktes z der 
Flacbe T' immer in der durch die Gleicbung: 

/i-p ^i=5) 

K\ - • - 2 2 I ~ K 

/t=l /£ = 1 t/ 

y-iL 

Oder, was dasselbe, in der durcb die Kongruenz: 

(43'.) (v) = 

bestimmten Form darstellen, bei der •••, £p Punkte der Placbe T bezeichnen. Diese 
Darstellung ist zugleicb die einzige, wenn 9lji|(£i, •••, ep)=p ist; fur 3l|ij(ei, •••, Sp)<j» 

dagegen existieren unbegrenzt viele Darstellungen, und diese werden durcb die mit 
£i, • • •, gp aquivalenten Punktsysteme geliefert. Auf Grund der verscbiedenen Dar- 
stellungen von (v), die entsteben, wenn man fflr z andere und andere Punkte der 
Flacbe T wahlt, sollen nun in bezug auf das System (d) die folgenden beiden Falle 
unterscbieden werden. 


(43.j idu^ — 
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Erster Fall: Las System (t;) ist so hescliaffen, da/3 eine Larstellimg 

(v) ~(u’ 

existiert, hei der 9tji|(si, • • •, e^) ist. 

Liegt dieser Fall vor und fallt zudem keiner der Punkte s^, ■ • mit dem 
Punkte ^ zusammen, so besteht auch filr jede andere Darstellung (v) = - Z-) die 


Bezieliung 9t|ij(e;, • • •, e;) und keiner der Punkte s'x, •••, 4 fallt mit clem Punkte s' 
zusaininen. Ware namlich iR|xj (%, • • •, <;jj, das Pimktsystein £x> ■ • 4 ^Iso ein ersetz- 

bares, so liefie sicli ein den Punkt z' enthaltendes Punktsystem 4 von der 




Art bestimmen, claB die Kongruenz ( = (%“' erMlt ist, und es wurde 


sicb dann aus dieser Kongruenz und den beiden in Eede stehenden Darstellungen von (r) 
durcb Elimination der GrdBen s', v die Kongruenz ( ^ = (tif + [/^ idA ergeben. 


^ W''* 1 = ( tt* + ^ 

/< = ! / \ ,(.=2 

Eine Kongruenz derselben Art und zwar die Kongruenz ^ wiirde 

man, welchen Wert 91ji|(4, •••, 4 ) haben mag, durcb Elimination der Grofien v 

aus den beiden in Eede stebenden Darstellungen von (■/;) erhalten, wenn ein Punkt s', 

etvva 4, nut dem Punkte s' zusammenfiele. Jede der beiden letzten Kongruenzen stebt 

aber, da keinon; der Punkte • • •, mit dem Punkte 0 zusammenfallt, iin Widersprucb 

mit der Voraussetzung %u(si, • • Sp) =p, da diese das Punktsystem s^, ■ ■ ■, s^ als ein 

|i| 

nicbt ersetzbares cbarakterisiert. 

■> 

Fallt dagegen bei der fur (v) vorausgesetzten Darstellung einer der Punkte Si,---, s^, 
etwa mit dem Punkte 0 zusammen und ist («) = — irgend eine zweite 

Dai’stellung, so bestebt, wie durcb Elimination der GroBen v aus den beiden Darstellungen 

/ /i~p \ / p-P \ 

sicb ergibt, die Kongruenz ( Nun beacbte man, daB nacb der 

Voraussetzung DIm, ( sj, • • •, =jp , also 91|i| (e^, • • •, e^) =^9 - 1 ist und daB infolgedessen 
1 1 1 1 1 1 

9t|i|(^', « 3 , • • •, sj nur dann einen unter p liegenden Wert und zwar den Wertyi-1 
111 

bat, wenn z' ein Punkt des zu • • •, gebdrigen einzigen Eestpunktsy stems t/j, 
einer Punktion — ist. Aus der letzten Kongruenz erkennt man dann, daB fur alle 


Darstellungen (v) 

p-K, n. 


p ~p 

u‘' — — h] des Systems (v), bei denen s' mit keinem der 

p=\ 
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Punkte ?;i, • • zusamnienfallt, die Bezieliung 9tjij(ei, • • •» £p) P besteht imd das 

Pmiktsystein f'l, ■ 4 mit dem Punktsystem s„ •••, identiscli^ ist, daB dagegen, 

wenn .r' sich mit einem der Punkte tj,, •••, i]p-i deckt, 9J:|i|(ei, • • •, ^p)—P'~^ 

Zweiter Fall: Das Si/stem (V) ist so hescimffeti, da^ nur Barstelhmgen 
existieren, hei denen 9lnj(eij • • ^jj) 

Bin jedes ziini zweiten Fall gekorige System {v) soli ini folgenden mit (v) be- 
zeicbnet werden. Die diesen Systemen entsprechenden Punkte (v) Widen im 2jp'dimen- 
sionalen liaume V eine Mannigfaltigkeit von nur 2y» - 4 Dimensio^n, wie man unmittel- 
bar aus dein zu Anfang des Art. 2 iiber die Mannigfaltigkeit W Bemeikten erkennt. 
Die nacb Ausscheidung _der Mannigfaltigkeit F ftbrigbleibende 2ii-dimensionale Mannig- 
faltigkeit soil mit F- F bezeicbnet werden. 

Flacb diesen Yorbereitungen gebe man jetzt auf die ftir jedeu Punkt (w) des 
Raumes TF” geltende Gleicbung (22.), bei der die GroBen •••, u'p, Si, •••, Sp durch die 
ihr vorangehende Gleicbung ('G.) verkniipft sind, zuruck imd fiibre darin an Stelle der 
GroBen Wi, ■ • •, Wp GroBen t'l, • • •, vermittels der Gleicbung: 

(^44.j iOi j ■ ■ ■ I — u I ‘( j 1 ■ ■ ' 1 4 

ein. Man erbalt dann die Gleicbung: 


(45.) G j I ■, w,) ul-v.-l,, • • •, = F{z, V,,--; V p), 


bei der die GroBen i\, •■•,Vp mit den GroBen z, e^, • • •, durcb die Gleicbung: 


(46.) I - • • 1 1), = It' - 1 • • • I w; - ^ ^ 9,%^ + \ni - 

V — 1 ^tr=lv = l 

verknttpft sind. Die so entstandene GroBe F(z, soil jetzt als Funktion der 

^ + 1 unabbangigen Yeranderbcben 1 ?^, • • •, naber untersucbt werden. 

Die GroBe F{z, r^, ■ ■ •, ist fiir jedes System von z unabbangig. Fur 

den Beweis dieser Bebauptung bat man die folgenden Moglichkeiten zu unterscheiden. 

Es liege zunacbst ein zum ersten Falle geboriges System (v) von der Art vor, 
daB bei jeder der Gleicbung (46.) entsprecbenden Darstellung des Systems (v) 9t|i|(«i, •••, 

U1 

ist, Oder, was dasselbe, daB fdr jedes z das dem Systeme (-y) auf Grand der Glei- 
cbung (44.) entsprecbende System (w) dem Bereicb IF— TF angebOrt. Beacbtet man 
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dann, daB nach dem am Schlusse yon Art. 5 ausgesprochenen Satze fur jeden Punkt 
des Gebietes \T,W~W'\ die GrdBe JE{z’, eine Funktion der 

J9 + 1 komplexen Veranderlichen ist und der Differentialgleichung (24.) ge- 

niigt, so erkennt man, daB die auf Grund der Gleicbungen (44.), (45.) gebildete Derivierte: 


l dE{z,io„..., w„)\ 9 -P a jS(2', ,0^ , . . ., /dlwis 

\ ^0 \ U^f/o 

fftr jeden Punkt s' der Placbe T' den Wert Null besitzt, oder, was dasselbe, daB die 
Funktion F(s, v^, • ■ •, fur jedes System (v) der in Bede stebenden Art von s unab- 
hangig ist. 

Liegt dagegen ein zum ersten Falle gebSriges System (v) von der Art vor, daB nicht 
bei jeder der Gleichung (46.) entsprechenden Darstellung des Systems (v) Sj,) 

1 1 I 

ist, so fallt nacb dem beim ersten Falle an zweiter Stelle Bemerkten in der Gleichung (46.) 
entweder einer der Punkte £i, • • •, mit dem Punkte s zusammen oder es ist ffti 1 1 (si , • • •, Sj,) <p, 

|i| 

sodaB also fftr jedes dem Systems (/;) entsprechende Punktsystem s, 6\, • • •, die GroBe G, 
welche in der die Funktion F’ definierenden Gleichung (45.) vorkommt, den Wert Null 
hat. Es besteht daher fftr jeden Punkt s der Flftche T' die Gleichung i^(^!, • • •, -y^) = 0 
und es ist demnach die Funktion F(s, Wi, • • •, Vj,) auch fftr jedes System (w) der jetzt 
in Rede stehenden Art von s unabhangig. 

Liegt endlich ein zum zweiten Falle gehoriges System (y) = (v) vor, so gehort, 
wie auch s gewahlt sein mag, das ihm auf Grund der Gleichung (44.) entsprechende 
System (io) immer dem Bereiche W an und es besteht demnach, da fftr jedes System (w) 
E{s, Wi, Wp)-=0 ist, fftr jedes System (v) die Gleichung F(s, • • •, v^) = 0. 

Damit ist bewiesen, daB die GroBe %, • • •, y^,) eine nur von den Grofien 
Vj, abhangige, mit G(Vi\---\v^) zu bezeichnende, Funlction ist, und es kann daher 
jetzt die Gleichung (45.) durch die Gleichung: 


(47.) [^1 ; ; ; y I '^>1 = AJ(^, W,,---, uI-v,-Jc „ • • ■,u;~v^-1c^) = G (y, | . . • [ v^) 


ersetzt werden. Fftr die so definierte Funktion G(v^\ ergeben sich nun die folgen- 

den Eigenschaften. 

Die Funktion G{v,\- • • |v^) ist, da E{z, • • •, w^) fftr jeden Punkt %, • • •, 
des Gebietes [T, W] einwertig und bei endlichen tWi, • • •, auch stetig ist, fflr jeden 
Punkt (f) des Eaumes V einwertig und bei endlichen auch stetig. Ist speziell 

gehort also der Punkt (v) der Mannigfaltigkeit V an^ so besteht nach dem 
soeben fftr F(z, v^, • • •, v.^ Bewiesenen die Gleichung G(v^\- ■ - = 0. 

^ o j> 
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Die Funktion ] • • • | iV) besitzt filr jeden Puakt (v) cler Mannigfaltigkeit V-V 
Derivierteii iiach i\. •••, v^. Zu eineni solclien Puiikte (v) kann man. namlich. nach. 
(lem beim ersten Falle Bemerkten immer auf unbegrenzt viele Weisen einen. Punkt ^ 
cler Placbe T von cler Art wablen, daB der dem Punkte (v) auf Dr and der Gleicbung 
('«•) = — — entsin'ecbende Punkt fa') der Mannigfaltigkeit W—W angehOrt und 

demnacb die clurcli die Substitution fzrj = fw' - - A') in tlbergehende Punk- 

tion E(z, u\, • • •, Deriviei-ten nach Wj, besitzt, deren Wei-te durch die Formel (21.) 

geliefert werden. Es besitzt also auch G(i\\- • • |tg filr den in Eede stehenden Punkt {v) 
von P’"— F Deriviei'ten nach c'l, • • •, die durch die Dleichungen; 


(48.) 

geliefert 'werden. _ 

Die auf irgend einen Punkt (r) der Mannigfaltigkeit V -7 bezogenen Derivierten 

konvergieren, wenn der Punkt fr), ohne aus V-V herauszutreten, gegen 

einen Punkt fr) von F anrttckt, samtlich gegen Null. Zum Beweise dieser Behauptung 
beachte man zunachst, daB die GroBe G(^^ 1 • • 'I '^i)) durch die Substitution (v)^(u' — w — lc) 
in E(z, u\, • • •, to^) ubergeht, und daB infolgedessen fur jeden Punkt (v) von F— F 
und jeden von den Punkten a, oo verschiedenen Punkt z der Flache T' die Gleichung: 

8 .E(g,ir,, ^ 8g(g, I |tiy) dUj . . 8 g (g, | ■ ■ ■ py) dup 

dz cvy dz dvp dz 


besteht. Nun wahle man im Innern von T' irgend p untereinander und von den Punkten 
or, oo verschiedene, der Bedingung =j) genllgende Punkte 

Ui' ,, 

setze fhr (> = 1, 2, zur Abkilrzung —v — h) = w’^\ • ■ •, 

lasse alsdann in der aufgestellten Gleichung an Stelle des Punktes 0 der Reihe nach 

die Punkte treten und l6se endlich das so entstehende System von p Glei- 

chungen nach den Grofien 1^, als TJnbekannten auf. Man erhalt dann die ftlr 

p = 1, 2, •■•,p geltende Gleichung: 


(49.) 


afffcj 


dv. 


i»p) 




du\ 
'1^ 


du\ 






du\ 


(p) 




duCx as'” duf 

dz^’-> 82 «) dgi') ' ■ ■ d2(l) 

dufX 8^ _ duf 

dz^^^ dz^"^^ dz^^^ 


duf 
dz''^^ * * * dz'^^^ 
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bei cler ^ = 


du^ diq 


du 


=00 




ist. 


Last man jetzt unter Pesthaltung der gewahlten 


PunMe den Punkt (v) in der Mannigfaltigkeit V—V gegen einen Punkt (v) 

von V anrilcken, so rttcken die ihm anf Grand der Gleichungen (?<;'?') = («*'''’— r—^), 0 = 1 , 2 , 
entsprechenden Punkte • • ■, gegen bestimmte Punkte • • •, der Mannig- 

faltigkeit W an, zugleicb konvergieren die GroBen • • •, nacb dem am Schlusse 

von Art. 6 Bemerkten, samtlicb gegen Null, und es konvergiert daher anf Grund der 


O Q, 

Gleichung (49.) auch die Derivierte ^ - gegen Null. Damit ist die aufgestellte 

Behauptung bewiesen. 

Die Punktion ■ \vp) gentlgt infolge der fur E{s,Wi, • • •, Wp) geltenden Be- 

ziehung (23.) der Gleichung: 


r=j5 


(50.) G-[v^ + + = 


fi=p 
■2 ^ 
/i=l 


ii-p fi'=P 

-2 2a 

fi=l uf=l 


O'ftfji' 0u9n' 


bei der g'u (jp, h\, lip irgend welche ganze Zahlen bezeichnen. Aus ihr ergeben 
sich, wenn man das eine Mai das andere Mai g,j='\- setzt und jedesmal den 

2jp— 1 tibrigen ganzen Zahlen g, h' den Wert Null gibt, die speziellen Kelationen: 

(50i.) G(Vi\---\vp + 7ti\---\Vp)=G{vi\---\v^\---\Vp), q=i,2,--;p, 

( 5 O 3 .) G (v, + «!, I • • 1 • • • 1 ^ («i I • • >e I ■ • • I ^0 , e=i.3. • • -.j . 


Auf Grund der bis jetzt ermittelten Eigenschaften von erkennt man 

nun, unter Beachtung des analytischen Charakters der (2j3 4)-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit F, zunachst, dafi ^(«^;i • • wie auch die Werte 

•, v'p gewahlt sein mogen, eine einwertige und bei endlichem auch 


VJ y ) V ^ J Vq ^ 1 j y =• p 0~ ■ ' IvJ ' ■* 

stetige Punktion der komplexen Verander lichen ist und daB dahei nach einem von 

Herrn P. Hartogs bewiesenen Satze=^) Givt\---\^p) eine einwertige und bei endlichen v 
auch stetige Punktion der p unabhangigen komplexen Veranderlichen v^, ■■•,Vp ist. Da 
die Punktion G(;i\\---\Vp) aber auch, nach (50,.), in bezug auf jede der Veranderlichen 
die Periode ni besitzt, so laBt sie sich fdr alle endlichen v immer und nur 


auf eine Weise in der -durch die Gleichung: 
(51.) 0{v,\ 


= 4-00 




■Wll • • • Wjj 


fi=p 


*'1 Vffl Hamogs E Zur Theorie der analytischen Eunktionen mehrerer unabhangiger VeranderKchen, ins- 
beeondere fiber die Darstellnng derselben dnrch Reihen, Wche nach Potenzen einer YerAnderlichen foxtschreiten. 
Mathematische Annalen 62 (1906), S. 1 88; S. 12. 


Siebenter Abschnitt. 


2«H 

hestimmten Form darstellen, bei der die J von unabhangige GroBen be- 

zeichnen. Zur Bestimraimg der Konstante fflbre man die fiir G gewonnene 

i)-fach unendliche Reihe in die Gleicbung (50.) ein und lasse anf der recbten Seite der 
dadurcb ent.stebenden Gleicbung im allgemeinen Glied der Reibe an Stelle der Zablen 
die Zablen »ii + /u • • •, + i?); treten, indem man beacbtet, daB dadurcb 
der Wert der Reibe nicbt geandert wird. Man erbalt dann, da die Koeffizienten von 
+ - . + linlf en und recbten Seite dieser Gleicbung denselben Wert baben 

mdssen, die fflr irgend 2p ganze Zablen • • •, ni^, r/i, • ■ ffp geltende Beziebung: 


ft'-p 


= R 


■ 'rnp-i-ffp 


p.'^p 

- ^ ^ ft* 0^ p'ft* 

ft'=i 


und welter, wenn man g[ == — g'p = — nip setzt, die Gleicbung: 


fi^p ftf^p 

^ ^ ^ p p' 

(52.) = ■ . 

Tragt man den so fur gewonnenen Ausdruck in die Gleicbung (51.) ein und setzt 


(63.) 


P^P p'^P p=^p 

7nj = + co 7n_p = -foo ^ ^ 77i» 77?«'-i-2^ m/i »/i 


7n,= — CO wij, = — 00 


so erbalt man scblieBlicb, wenn man nocb zur Abkiirzung die Indizes bei .4o...o unter- 
drQckt, far G{vi\- • ■\v^ die Gleicbung: 


(64.) 




bei der also A eine von den GrdBen v^,---,Vp unabbangige Konstante bezeicbnet. 

Geht man jetzt auf die Gleicbung (47.) zuriick, ersetzt darin zunacbst G(Vi^ 1 • • • 1 ^p) 
dutch den soeben dafiir erbaltenen Ausdruck, alsdann die GroBen v^, Vp durcb die 
ihnen auf Grund der Gleicbung (46.) entsprecbenden Punktionen von e^, • s^, und 

last zugleicb die ganzen Zablen g, h samtlicb mit der Null zusammenfallen, indem 


man beacbtet, daB dadurcb 


fp 


in G r* 


Bp 


tibergeht, so erbalt man 


scblieBlicb die Gleicbung: 


(55.) 



= A-3- (ul — Ui*" 
V p=i 


-h 


\U‘ 


p = i 



bei der dann A eine von den Punkten z, s^, Sp unabbangige, also nur von der Be- 
scbaffenbeit der vorgegebenen (2j) + l)-facb zusammenbangenden Flacbe T und von dem 
Cbarakter des zur Verwandlung dieser Placbe in eine einfacb zusammenbangende 
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Flache T benutzten Querschnittsystems abhaugige Konstante bezeichnet. Dainit ist 
aber die Riemann’sche Thetafunktion gewonnen. 

Riemann hat die nach ihm benannte Funktion j • • • | unmittelbar 

dadurch erhalten, dafS er in eine ^-fach unendliche Reihe von der Form ( 53 .), zu der schon 
die Untersuchuugen von Weieestrass"'’) gefilhrt hatten, an Stelle von die 

der Funktion fixr den Schnitt zukommende Konstante, an Stelle von 
die niit der beliebigen Konstante gebildete Funktion einfilhrte, und hat dann 

die Theorie dieser Funktion in der zweiten Abteilung seiner „Theorie der AbeTschen 
Functionen”*'*') sowie in seiner Arbeit „t)ber das Verschwinden der Theta-Functionen“***) 
entwickelt. Eine ausfilhrliche Darstellung dieser Theorie wurde von G-. Rosxf) gegeben. 

Die Bedeutung der Rieinann’schen Thetafunktion liegt darin, daB man mit ihrer 
Hilfe die samtlichen in dieser Arbeit gewonnenen, bis jetzt nur durch ihre Eigen- 
schaften definierten Funktionen in ihrem ganzen Umfang durch die p Elementarfunk- 
tionen u^, u^, • • •, u^, und deren Derivierten darstellen kann. Um diese Darstellungen 

zu gewinnen, geniigt es, die zu der ausgezeichneten Charakteristik (J ' ! ^ i) gehorige Ele- 
mentarfunktion P| 


und die zu einer beliebigen Charakteristik (5"’..^) gehorigen 


Elementarfunktionen 


10 ^ 


P 

0 


darzustellen, da aus einer Funktion P 


P 

2 


die noch 
• • durch 


iibrigen zu derselben Charakteristik gehorigen Elementarfunktionen P 

Derivation erhalten werden konnen. Die Darstellung der genannten Elementarfunktionen 
soli im folgenden Abschnitt durchgefuhrt werden. Auf die Darstellung der ^-Funk- 
tionen und der P-Funktionen bei vorgegebenem System der 00^-Punkte und teilweise 
vorgegebenem System der 0^-Punkte durch Quotienten von Produkten gleich vieler Theta- 
funktionen soil dagegen nicht eingegangen werden, da schon RiemannH) die Theorie dieser 
Darstellungen in allgemeinen Zdgen gegeben hat, auch solche Darstellungen vielfach 
von seinen Kachfolgern durchgefdhrt worden sind. 


*) Tgl. Weiebstbass, C., Zur Theorie der Ahel’schen Punctionen. (Journal fur die reine und angewandte 
Mathematik, Bd. 47, S. 289—306, S. 304.) 

**) Gresammelte Werke, 2. Aufl. ,,S. 127 — 142. 

***) Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 212 — 224. 

t) Rost, G., Theorie der Riemann’schen Thetafunction. (Leipzig, Teubner 1901.) 
tt) RtEMANN, B., Theorie der Abelschen Functionen. II, Art. 26 und 27. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., 
S. 88—144; S. 139—142.) 


AcMer Absclmitt. 

Darstellung Ton Elementarfunktionen durcli die Riemanii’sclie Thetafanktion. 


1 . 


Es soil zunachst die zu 


der ausgezeichneteu Charakteristik (Jy.'J) gekdrige Ele- 


mentarfunktion P I 
0 2 


mit Hilfe der Riemann’scheii Thetafunktion dargestellt werden. 


Zu dem Ende bilde man, unter 0 , ^ zwei beliebige Punkte, unter £ 1 , • • •, irgend p der 

Bedingung 3tii|(«i, • • •, s,) =jP gentlgende Punkte der Plkcbe T' verstebend, das eine Mai 
ill 

auf Grund der die Funktion G definierenden Gleichung (14.), das andere Mai auf Grund 
der Gleicbung (55.) des vorbergebenden Abscbnittes den Quotienten der Funktioneu 


G 


Z 




und setze die beiden so sicb ergebenden Ausdrucke einander gieicb. 


Man erbalt dann, unter. Yerwendung der Abkttrzung an Stelle von 

die fur jede Lage der Punkte 0 , 'Q, £i, •••,£, geltende Gleicbung: 


( 1 -) 



und 
In 0 


weiter aus dieser durcb Logarithmieren, unter Beacbtung der Beziebung 
‘ = — pj*j, die Gleicbung: 


( 2 .) 


2 1 si “ ^ ((“’ ~ ^)) ~ 



Dabei bat man sicb den der positiven Seite von und der negativen Seite von ge- 
meinsam angebSrigen Punkt mit den Punkten «i, •••, durcb Scbnitte ■■■ ,1,^ ver- 
bunden zu denken (vgl. Fig. 17 auf Seite 154 des ersten Teiles) und die beiden Logarithmen 
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SO zu bestimmen, daB die auf der recbten Seite stebende Differenz sich fur z = 'C auf 
ISTull reduziert. Multipliziert mau nun linke und rechte Seite der letzten Gleichung niit 

— dux, iiitegriert alsdann nacli 'Q uber &7 in positiver Eicbtung und summieit nacb v 

r = p 

von 1 bis p, so erbalt man, unter Beacbtung der Eolation ^ 

r=l 

Seite 101 stehenden Eelation: 



*t- 

J 0 


dul — ni 


(2u’l + ^ + ^) = 0 , 


die G-leichung: 


p = 1 ^ p = 1 V = 1 ^ y = 1 /( = 1 


und scblieBlicb aus dieser, indem man die Punkte Si,---, mit einem und demselben 
Punkte fi der Flache T' , der aucb einer der Punkte or, oo sein darf, zusammenfaEen 

laBt, die gewunscbte, die zur Charakteristik (J’.’i) gebbrige Elementarfunktion P ^ 
darstellende Gleicbung: 

^ In h)) dul + (2m' + ^ + ^) • 

by 

Eine zweite Darstellung fiir die in Eede stebende Eunktion P * erbalt mau, 

indem man den der positiven Seite von und der negativen Seite von q gemeinsam 
angebbrigen Punkt aucb nocb mit dem Punkte z durcb einen Scbnitt verbindet, als- 
dann mit Hilfe der Eelation P^ 

Eunktion Pl^ in die eben gewonnene Gleicbung einfubrt und scblieBlicb die Bucb- 

0 1 ^ 

staben z, e miteinander vertauscbt. Man gelangt auf diese Weise zu der Gleicbung: 


= _ 1 k)) -p 


J [n&({u^~pu^-k))duX+ (2< + f = + ^) ± 

bei der auf der recbten Seite das positive oder negative Zeicben zu nebmen ist, je 
nacbdem die Scbnitte c, I bei einem negativen Umlauf um ibren gemeinsamen Ausgangs- 
punkt ^0 m der Eeibenfolge c^, • • •, c^, I, oder in der Eeibenfolge ■ ■ •, c^, l„ I, tlber- 
scbritten werden. 


(B-) F I — 


P-R, II. 


37 
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Aehter Absclmitt. 


Bezielit man die zuletzt gewonnene Gleichung das eine Mai auf einen Punkt 
das and ere Mai anf einen Punkt s.> der Flaclie T', setzt zugleick voraus, dafi die 
Schnitte beide entweder von dem der positiven Seite von und der negativen 

Seite von 1. gemeinsain angeliorigen Punkte oder von dem der negativen Seite von q 
und der positiven Seite von I, gemeinsam angehorigen Punkte ausgehen, und subtrahiert 
die beiden so erbaltenen Gleichungen, so entstebt die Gleickung: 


(6.J 





und welter aus dieser durch Derivation nacb die Gleickung: 





1 91n'9'((M'* — pu ~ — /:)) 
_ _ 


und man erkennt nun, daB die Funktion P 


-P 


der drei Veranderlichen e^, z 


mit der von EiEiiAXx*) am Schlusse von Art. 25 seiner Tkeorie der Abel’schen Funk- 

der beiden Verandeiiichen e^, z 


tionen definierten Funktion co(ei, e,), die. Funktion Pj^^ 
mit der ebendoid definierten Funktion i(£i) identisck is 


Was scklieBlich die Funktion 0 


betrifft, so erhalt man ftir sie auf Grund der 


Gleickung (4.j unter Beacktung der Beziekung In 0 ® =-P * die Darstellung: 


( 8 .) 


e 


1 1-P p 


■S‘{(u^—pu^ - k)) 




2. 


Ftlr die Darstellung der zu einer beliebigen Ckarakteristik o-e- 

T _ ** * '•^1 * * ‘ ^ 

kongen Elementarfunktionen empfieklt sick die Einfukrung der mit irgend 2p reellen 
GroBen g^, • • g^, gebildeten allgemeineren j9-fack unendlicken Eeike: 


S- 


= + ?nj,= + co 2J E ^ 

^ ^ 

fnjs=— 00 7n^s=— 00 



P p' (»ip + 9fi) (nip' + f7p') + 2 (nip + 9u) (op + //p n i) 


die mit der auf Seite 286 unter (53.) definierten einfacheren Eeike durck die Gleickung : 


[ft] i ■ ■ ■ I iV) - ^ \ I • • • j -f- ^ g,a^^ + \ni 

\ V — 1 v= 1 


E 


P-P P=i 5 

E 9p 9p' + ^ E OfL ("Sp + kp 7t i) 

p'»l p=l 


T .j- Abelsehen Functionen. H, Art. 25. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 88-Ui: 

In der die Funktion t{s,) darstellenden Gleickung fehlt kinter dem Gleickkeitszeicken das Minuszeicken. 


S. 139.). 
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verkntipft ist nnd in sie ubergeht, wenn die GroBen g, Ji samtlich der Null gleicbgesetzt 
werden, sodaB also = ist. Die durch die neue Keihe definierte 

Funktion & | | geniigt den Gleichuugen : 


uJ (^1 1 • • • I ^ ^ I • • • [3 I • • ! • • • I 


0 = 1,2,- -,p, 


^ K] (^1 + “iff! • • • hp + I • • • I '^P+^Ps) = I • • >0 1 • • • h'V) e=i. v.p. 

Da, wie die Gleichung (55.) zeigt, — als Funktion von z betrachtet 


entweder nur fur die p Punkte z = e^, • • •, z = Sp verschwindet, und zwar 0^ wird, oder 
identisch verschwindet, je nachdem 91|i|(«i, • • £^) gleich p oder kleiner als p ist, und 

jedes GrOBensystem (e) nach Frdherem sich der Kongruenz: 




entsprechend darstellen laBt, so wird die Funktion ((%' e)) entweder nui’ fur p Punkte, 
Cl, • • •, ep, verschwinden, und zwar 0^ werden, oder identisch verschwinden, je nachdem 
die aufgestellte Kongruenz nur eine Losnng oder inehr als eine Losung • • -, £p besitzt. 

Beachtet man nun die vorstehende, die Funktion ■$-^Q((v)) mit der Funktion i9-((v)) ver- 


/ — 

knilpfende Gleichung und bezeichnet das System ^ g,,ai^+]ij^7ii 


j=p 

Vp + ^g.apr+h^i 


zur Abkflrzung mit so erkennt man weiter, 


daB die Funktion S- ^ 


entweder nur fur p Punkte, £i, • • -, 'Cp, verschwindet, und zwar 0^ wird, oder identisch 
verschwindet, je nachdem die Kongruenz: 




nur eine Losung oder mehr als eine Losung •••, tp besitzt. 

Es soli nun in diesem Artikel gezeigt werden, wie man die Ausdriicke fur 

die zu einer Charakteristik gehorigen allenthalben endlichen Elementarfunktionen 

%>•••> erhalten kann. Dabei wird man zweckmaBig von den folgenden Erwclgungen 
ausgehen. 

Ist w eine zur Charakteristik , u eine zur Charakteristik (J ' ' ! j) gehorige 
allenthalben endliche Funktion und sind • • •, £^'^\ • • •, die ihren Deri- 

vierten ^ beziehungsweise zukommenden Systeme der charakteristischen Punkte, 

87 * 
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AcMer AbscLnitt. 


SO ist der mit als Zaliler und ^ als Nenner gebildete Quotient eine zur Gharakte- 

ristik geliorige F-Funktion, Avelcke fur den Fall, daB die beiden genaunten Punkt- 

systeme keinen Punkt geiueinsam baben, das Punktsystem • • •, als System der 

oo^-Punkte, das Punktsystem als System der 0^-Punkte besitzt, welche 

dagegen fiir den Fall, daB die beiden Punktsysteme eineu Teil gemeinsam baben, das 

Ton dem Punktsystem • • •, e'-J’"-) nacb Entfemung des gemeinsamen Teils dbrig- 

bleibende Punktsystem als System der oo^-Puukte, das von dem Punktsystem r]^^\ •••, 

naeh Entfemung des gemeinsamen Teils ilbrigbleibende Punktsystem als System der 

O'-Punkte besitzt. Infolgedessen laBt sicb die Funktion Q(z), wenn die beiden genannten 

Punktsysteme nicbt von spezieller Art sind, bis auf einen von z unabbangigen Faktor 

durcb den Quotienten zweier Produkte von je zwei Tbetafunktionen darstellen. 

Tm AnscbluB an die vorstebenden Erwagungen wable man jetzt im Innern der 

Flache T’ p — 1 Punkte 8i, • • •, so, daB Stii/si, • • •, £p_i) — 1 ist und dafi zudem 

U1 ' 

unter dieseu Punkten weder zusammenfallende Punkte nocb Punkte «, oo vorkommen, 
beacbte, daB durcb die Glleicbung: 


dnf du], 


dz 

dz 

d-ul^ 

du^- 

de^ 




d^p—i 

d sp—i 


bei der G eine -willkMicbe Konstante bedeutet, die allgemeinste Funktion dargestellt 
wird, welcbe das gewablte Punktsystem als Bestandteil des Systems der 

cbarakteristiscben Punkte besitzt, und bezeichne das zu Ei, •••, fi^_i gehorige, gegenftber 
der Charakteristik ebenfalls den Rangjj-l besitzende, Restpunktsystem der 

Funktion ^ mit • • •, £,p_8. Die so bestimmten - 2 Punkte • • •, £^_i, g^, • • -, £ 2^_2 
sind stets durcb die Kongruenz (vgl. Seite 171 u. Seite 132): 


\ / f^ = 2jj-2 \ 

A = 2” 


verkndpft. Verstebt man dann unter z irgend einen von Sp, • • •, e 2 p_ 2 , unter z" 
irgend einen von Si, •••,£p_i verscbiedenen Punkt der Fliicbe T', so verscbwindet 

— — als Funktion von z betracbtet, nur fiir die p Punkte z', • • •, gp_i, 

+ nur fur die p Punkte e^, •••, 
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Weiter bestimme man fur y = l, 2, indem man beachtet, daB die GroBen 

A,,, B„ den Modul 1 besitzen, reelle Grofien g^, li,. im Eahmen der Bedingungen 1, 

0 ^ 7i„ < 1 dnrcb die Gleicbungen : 

und waMe alsdann im Innern der Flacbe T' ein weder zusammenfallende Punkte 
noch Punkte a, oo entbaltendes Punktsystem rji, ■ ■ ■, r]p_i, das der Bedingung 

9tjij(^7ij • • •> =1* ~ 1 genflgt und ftir das zudem ^ + 0 ist. Dabei 

ist zu beachten, daB ^ oder der sicb davon nur um einen weder null 

noch unendlich werdenden Faktor unterscheidende Ausdruck i9-^^ + nicht 

fur jedes System rji, • den Wert Null haben kann, da sonst, wegen &((— vj) = ^9•((^;)), 




auch A ^ u''>‘ — Ic— ^ ftir jedes System rji, rip_i den Wert Null haben wurde und 

fj. =p . 

dementsprechend die Funktion d- — ^ jj , wie auch die p Punkte 

gewahlt sein mogen, jedenfalls fur diese Punkte, aber wegen der Unmoglichkeit der 


Kongruenz 


V=i 






+ k + \l\) = ( ^ + k) nicht nur fiir diese Punkte yerschwinden 


wtlrde, also eine identisch verschwindende Funktion ware — im Widerspruch mit der 

durch passende Yerfiigung tiber die Punkte 

einem beliebigen Systeme (w) kongruent gemacht werden kann. Zugleich erkennt man, 
daB die Punkte t/i, • • •, %-i auf unbegrenzt viele Weisen den aufgestellten Bedingungen 


%x\{nu---,'np-^=P-^^ ’9'g]((“ J’i''^+7c)) + 0 entsprechend gewahlt werden kounen. 


f,=i 


Die Bedingung 9l|i|(7?i) •••? ~ ^ zieht die fur x — 1,2, ■■■,2) 1 geltende Gleichung 

nach sich, und es lassen sich daher die vorher 

eingefiihrten Punkte 0 , z" im Eahmen der ihnen schon friiher auferlegten Bedingungen 
und der weiteren Bedingungen /+%,•••, zA^xr-; Vp-x auf unb^egrenzt viele Weisen 

so wahlen, daB keine der y? - 1 Funktionen ^ - 

identisch verschwindet. Aus der TJngleichung ^ g] (( + ^)) + 0 dagegen folgt, 


Iil=p — 1 


daB fur x = l,2,--;p-l die Funktion & g] ((«' - + ^)) ^ 
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von Null verschiedeneu Wert besitzt nncl clafi claher keine der p-1 Funktionen 

>c=i. 2 ,. -,i.-i, identisch verschwindet. 

-j \ \ « = 1 

Auf G-rund des Vorstehenden erkennt man jetzt, daB die mit Hilfe der gewahlten 
2p Puukte ;|i, • • •, e" gebildeten Gleicbungen: 



p — 1 zur Charakteristik gebdrige Funktionen ^ bestimmen, deren das Punkt- 
system ih-u Bestandteil des Systems der charakteristischen 

Punkte enthalt. Diese j) — 1 Funktionen , • • • , sind zudem linear unab- 

hangig; denn der mit den unbestimmten Konstanten P\ ■ ■ gebildete Ausdruck 

+ • • • + kann, da fiir z = (y.=i, 2 ,--;p-i) die p — 2 Funktionen 


diP'> 






samtlicb den Wert aSTuII besitzen, die Funktion 


dio^ 




dagegen einen von Null verschiedenen Wert hat, nur dann in T' allenthalben den Wert 
Null besitzen, wenn • • • = = 0 ist. Infolgedessen bilden die p — 1 aus ihnen 

durch Integration entstehenden Funktionen: 



XV' 


.{J-D. 


z 

■i 


dz 




wobei den der positiven Seite von c^, und der negativen Seite von q gemeinsam an- 
gehorigen, fruher mit bezeichneten, Punkt, z einen beliebigen Punkt der Flache T 
bezeichnen soil (vgl. Pig. 4 auf Seite 93 des ersten Teiles), ein System von p ~1 linear 

unabhdngigen, zur Charakteristik (g) gehdrigen allenthalben endlichen Funktionen lo, 
und es laBt sich daher die zu derselben Charakteristik gehdrige allenthalben end- 
liche Elementarfunktion xv^ (f=i, a, •••.?) durch eine Gleichung von der Form: 

H 1- • 

bei der die x=o,i. 2 ,-.-,j,-i, Konstanten hedeuten, darstellen. 
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Die Bestimmung der p Konstanten c[f\ rn6ge hier nocli fur den Fall 

durchgeftilirt werden, daB die Charakteristik eine gewohjiliche ist, also die p Fak- 

torenpaare A,., B,, .'= 1 , 2 , samtlich eigentliclie sind. Unter dieser Yoraussetzmig be- 
stehen (vgl. Seite 7), wenn man die bei der Funktion an Stelle der GroBen 93, „ (£,,, S., 
stehenden GroBen mit bezeicbnet und zur Abkiirzung 

D,==2- 5,,= 2 -I,- 5,., 

= ^ + (1 _ A „) ^ + (1 _ b ;) ■ 




A. ' '^2AA' D 

setzt, fur ;c=l, 2, — 1; v = 1,2,- ■ ■,p die Beziebungen: 

= a,. + (1 - A,) 93^ = -f (1 - B,.) 




J.,.A 
2 A 

+ iBir> 


9lw + 931?') = ^g:w + Z),.tA 

2 Jj ^ 




2AA 

Nun erhalt man auf Grund der Figur 4 (Seite 93 des ersten Teiles), bei welcber far 
V =^^,2, • ■ p der der negativen Seite von c,, und der positiven Seite yon gemeinsam 
angeborige Punkt mit t„ bezeicbnet ist, 

4- + 

by Cly 

+ 

wW = g;w _j_ gw ^ + gw ^ ^ 

+ -F 

91^ = (1 - A,) + (£W + A,B,Jdw^^\ = (1 - 5,) < - 

by 

und scblieBlicb, unter Beacbtung der vorber fflr abgeleiteten Gleicbung, 

(^(f) = ©if) - + ^ (/ . 

Nacbdem so die der Funktion (y.=i, 2 r-;p-u zukommenden cbarakteristiscben 
Konstanten 21A S3A ..= 1 , 2 ,...,?, bestimmt sind, gebe man auf die Gleicbung: 

cf + + 


zurftck und drflcke, indem man beacbtet, daB langs — + (1 — ist, die der 
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Funktion fur die Schnitte c zukommenden Koustanten durch die den Funktionen 
• • •, fur diese Schnitte zukommenden, soeben gewonnenen Konstanten © aus. 

Man eiialt so zur Bestimmung der^;-! Konstanten cf, x=i,3,..-,p-i, diei^-l Gleicliungen: 

p Q ^ ^ 

!P 

und der Wert der noch ilbrigen Konstante wird dann durch die aus der Gleichung; 

= cf + c« ^« + • • • + 4^-^) 

durch Summation nach v Yon 1 bis jp unter Beachtung der Relation ^ = [Q —) 

i-= 1 

(s. Seite 8) entstehende Gleichung: 

(q pcf + + • • • + 

geliefert. 

Auf ganz ahnliche Weise lafit sich die Bestimmung der fi Konstanten x=o, 1 , 2 ,. 
durchfahren, wenn die Charakteristik eine gemischte ist, also unter den p Faktoren- 
paaren A,, B,, v=\a --,p, auch uneigentliche vorkommen. 


3 . 


Es soU jetzt noch gezeigt werden, wie man die zu einer Charakteristik 


gehOrige Elementarfunktion P 


darstellen kann. 
fA\ 


Dabei moge der Einfachheit wegen 


vorausgesetzt werden, daB die Charakteristik eine gewShnliche ist, also die p Faktoren- 


paare A^, B,, •■= 1 , 3 , -.p, samtlich eigenthche sind. 

Um diese Darstellung zu erhalten, bestimme man far y = l,2, •••, p reelle 
Gr56en g„ h, im Rahmen der Bedingungen 0^^, <1, <1 durch die Gleichungen: 


( 1 -) 


A 






a—?ly27tt 
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verstehe unter e einen im Innern der Flache T beliebig gewablten, von den Punkten 

a, oo verschiedenen Punkt, unter ^ einen in der Flache T’ frei beweglicheu Punkt 
und setze: 

du x dll', 

dz dz * ’ dz 

du-^ du\ d Up 

ds ds ' ’ ’ ds 

d^-^ut d^-^ut dP-'^ui 

ds^-^ 

Die so definierte Funktion s-ls Funktion von 0 betraclitet, eine zur Charakte- 

ristik Q gebdrige P’- Funktion, welche das den Punkt (9=1,2, •■ ,>■) (^„-l)-mal ent- 

haltende Punktsystem s, «i, • ■ a,., • • •, oder auch nur einen Teil desselben als 

System der oo‘-Punkte, das den Punkt 00,, (x=i,2, ■••, 5 ) + enthaltende Punkt- 
system oo^, . . ooj^, , ooj, • • •, ooj als Bestandteil des Systems der 0 ‘-Punkte besitzt 

und speziell fur den Punkt 3 = s unendlich wird wie — wobei 

Z — 6 ^ 



(3.) 

ist. 




^ i — “* — *)) 

' d^d'((u^ — pu^ — A;))\ 

. )z-. 


dul 

dul 

du% 

ds 

ds 

ds 

d^u\ 

d^ul 


ds- 

ds^ 

ds* 

dPul 

d^ul 

d^ul 

ds^ 

dsP 

daP 


Verbindet man nun in der Flache T' den der positiven Seite von und der 
negativen Seite von gemeinsam angehdrigen Punkt mit dem Punkte e durch einen 
Schnitt I, (vgl. Fig. 17 auf Seite 154 des ersten Teiles), bezeichnet die dadurch aus T' 
entstehende Flache mit T" und bildet, unter 8^^ den der positiven Seite von und der 
negativen Seite von gemeinsam angehorigen, firtther mit bezeichneten, Punkt, 
unter z einen beliebigen Punkt der Flache T" verstehend, die GHeichung: 


^0 

— bei der der Strich am Integralzeichen andeuten soil, daB dem Integrations weg die 
Bedingung auferlegt ist, ganz in T" zu verlaufen — , so wird die durch diese Grlei- 

chung definierte Funktion P * infolge der vorher angegebenen Eigenschaften von P’j' 

r-B, li 38 


_ K - ' J.t... / ^ - 
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eine in T" einwextige, zur ChaxaM-eristik (^) gehorige Punktion W sein, welche ftir 
jeden von e versckiedenen Pnnkt ^ stetig ist, for den Punkt s dagegen unstetig vfird 
•^yie In— i— , und deren Werte in je zwei entsprechenden Punkten <0’'^, der Begrenzung 
von T" in der Weise verkndpffc sind, daB 


(5.) 


langs a.. {-P|j 

"■= AyP ; 

’ + 2t,.> 

langs K{b\1 

^=P,P ‘ 

r+a, 

langs c,, |P|'' 

"■= P ‘ 

+ 

1 

langs ly jp|‘ 

p; 

1 + 2jTi 


ist, wobei zwischen den Konstanten 58, (J die Beziebungen: 

(5'.) (l-5,)St.-(l-A)S8. = S.., -i.v -.i-, 5V + 27ii = 0 

bestehen. Nach der zu Anfang gemacbten Voraussetzung ist At,,, immer 

ein eigentliches Faktorenpaar, und man kann daher unter Yer-wendung der frdber defi- 
nierten, aucb im vorhergekenden Artikel benutzten GroBen D„, D,„ 6^,., for v = l, 


setzen. Beachtet man dann, daB die Konstanten 91,,, Sv, auf Grund der schon vorber 
erwabnten Figur 17, bei welcber der der negativen Seite von c„ und der positiven Seite 
von by gemeinsam angehorige Punkt mit t„ bezeicbnet ist, for v = l,2, durcb die 

Gleicbungen: 





dP\ 


+ 



(7-) 





j 


%=(l-Ay)P\^^j+(^,+AyByj dP|;|, = (l _ ^ P | ^ ^ ^ ^ ^ ^ p | 

f>z oT 


bestimmt sind, und fobrt die so for 91^, 58» gewonnenen Ausdrtlcke in die aus den bei den 
Gleicbungen (6.) durcb Addition folgende Gleicbung: 
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6iii, so orlifllt Man zur BestiMinung von die Gleicliiing; 


s„ = p| 'I ~p^i 


Man erkennt jetzt ohne Mtike, daB der aus der Funktion Pl* und den zur 

I ^ 

Ckarakteristik gekorigen allenthalben endlicken Elementarfunktionen 'Wi\z\, 

mit Hilfe der Grofien Sii, •••, (5^ gebildete Ausdruck pY\-\- P^ y^AoAz] sich von der 

I 

darzustellenden Funktion Pr nur um eine additive Konstante unterscheiden kann 

0 I » 

(vgL Seite 17, Art. 4), oder, was dasselbe, dafi eine Grleichung von der Form: 

P-) f\:\-p\i\+^’2s«M+o 

besteht. Zur Bestimmung der Konstante G beachte man, daB auf Grund der letzten 
Gleichung zwisclien der zur Funktion P ® gebdrigen Konstante (s. Seite 14) und den 

zu den Funktionen P ' , wp\,-‘-,Wp\^\ geborigen Konstanten •••, (s. Seite 8) 

die Gleicbung: 




s=i 




>' = ? v=p _L1\ 

bestebt, und bilde unter Beriicksicbtigung der Eelationen = — 

die Summe der aus dieser Gleicbung fflr v = 1,2, • ' p hervorgebenden Gleicbungeu. 
Man erbalt dann die Gleicbung: 


(11.) 0=J’®,+2’%-^)(Ep+i5C 

r = l ^=1"^ ^ 

und schlieBlicb, indem man den bieraus filr G sicb ergebenden Wert in die Gleicbung (9.) 
einsetzt, ftir die zu der gewobnlicben Cbarakteristik geborige Elementarfunktion 
p|*| die Darstellung: 

(12-) f %-yM. 

0=31 O — i V — i 
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wobei P 


der durch die Gleichungen (4), (3.), (2.) bestimmte Ausdrnck ist und die 2]), 
von dem Punkte s abhAngigen, Konstanten S, ® durch die Gleichungeu (7.), (8.) ge- 
liefert werden. 

Deriviert man die Gleichung (12.) w-mal nach ^ und beachtet, da6 die Deri- 
mit (mi— 1)! pH ubereinstimmt, so erhAlt man die Gleichung: 


vierte von P 
0 




U! 


Ij£l 4- i. Vk 

f{t) “ 3t» 


5t» da"‘ 


Aus ihr folgt durch Vertauschung der Buchstaben t, s die Gleichung: 




1 . 
> = 1 




bei der diejenige GrQBe bezeichnet, welche aus dem der GroBe nach (7.) ent- 
sprechenden Ausdruck hervorgeht, wenn man den Integrationsbuchstaben z in neuer 
Bezel chnnng durch ^ ersetzt und alsdann an Stelle yon a die Veranderliche z treten laBt. 
Man erkennt unmittelbar, daB man durch das in diesem Artikel angewandte 

/.Vl ^ -.1 V. rt. ntM n. n H.. ^ n .nV. J. AU a — a IaJ. a 1- 


Elementarfunktionen P 


£ 

, P * 


' m Z 


erhalten kann. 



